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VORWORT 

Das vorliegencle Werk ist von uns in vieljahriger gemeinsamer Arbeit geschaffen 
worclen. Wenn ancli die Fnndamente sclion seit Jahrzehnten vorbanden waren, so 
stellten sich deni Aufban der Theorie sowolil hinsichtlich der strengen Beweisfnhrnng 
wie liinsichtlich der klareii Darstellnng dock so mannigfaclie Scliwierigkeiten entgegen, 
daB keiner von mis beiden ftir sich allein imstande gewesen ware, sie zu iiberwinden. 
Das im ersten Teil zur Gewinnmig des Fundamentalsatzes der Theorie eingeschlageiie 
Verfaliren liiltte bei allgemeinerer Fassnng der Hilfssatze I, II durcli ein wesentlich 
kiirzeres ersetzt werden konnen; wir glanbten jedoch dem zwar etwas langeren, daftir aber 
leichter verstilndlichen Verfahren bier den Vorziig geben zn sollen. Besoiidere Scliwierig- 
Ivciten hat nns die gegen Ende des zweiten Teiles durchgefuhrte Erzeugnng der Kie- 
MANN’schen Thetafnnktion bereitet; sie gelang nns erst, nachdem die im vierteii Ab- 
sclinitt am Scliliisse des achten Artikels stehende EosT’sche Gleichung gewonnen mid 
damit die Art der Abhangigkeit der EiEMANN’schen Konstanten • • •, von der 
Bescliallenlieit der vorgegebenen [2p -|- l)-facli zusammenhangenden Flache T nnd von 
doin Charakter des znr Verwandlmig dieser Flache in eine einfach zusammenhangende 
Pliiche benutzten Schnittsysterns anfgedeckt war. 

Die ddieorie der PiiYM’schen Fnnktionen Ordnung, die dadurcli charakterisiert 
sind, daB sie in Grnppen von N Fnnktionen beiin Ubersclireiten der Sclinitte lineare 
'Ib’ansforniationen erleideii mid zugleich durcli voneinander nnabhangige Grenz- mid 
Unstotigkeitsbedingungen vollstandig bestimmt werden konnen, laBt sich mit Hilfe des 
allginneineii PiiYM’schen Modulsatzes in ganz analoger Weise dnrchfnhren, wie es hier 
tilr die Fnnktionen erster Ordnung geschehen ist. Wir hoffen, daB es uns vergonnt ist, 
auch diese, in iliren Grnndzugen langst vorhandene, Theorie in gemeinsamer Arbeit 
ansthhrlicli zu entwickeln. 

Wurzburg, im Juli 1911. 
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Erster Abschiitt. 


(ler partielkii THffereiitialgleicIiiiiig A^/ = 0 fiir eiiie Kreisfliiclie l)ei 
vorgegebeiier, deii Bediiigiiiigeii dei* Endliclikeit mid Iiitegrierliarkeit geiiiigeiider 

Raiidfimktioii. 


1 . 

in (niun- Eboiu', sei nimi Kr(>isfiilclie niit deni Endius 11 gegeben (s. Fig. 1). Ihren 
Mil.bilininkt, () indinie iniui '/uin Anfiiiigspiinkt oines recUtwiiikligen KoordinateiiBystems 
mil', (l(Mi A(‘lis('n OX, OY iind bezeichue init x,y die 
Kooi’diiiiib'.n ii’g(nid (ntu^K Piinktes ini Jnnern der 
Kf(iisllil(‘h(‘. in ixy/iig iiiiC di(^s(^a Koordinatensysteni, 
inii, -n, / (IIE/AjV) Polai’koordina.ten in bezug aiif 

ein Poln.iivoordinn.lnnsystinn, di^ssivn Pol der Pnnkt 0 , 

(Essen PoiiM‘;i,c.lis(^ die .V-A('hs(i ist, mid (lei deni der 
|)()si(iiv('. Dri'.lnmgssinn so gi'.wrddi', ist, d:i,B ctnie Drelmng 

mil die posit,ivo Itie.btmig der A-Aclise indie positive 

Itie.litimg (ler }'-Aelise riberliilirt. Entsprecbend be- 
zeielme man mit ?/ die ri'elitvvinkligen Koordinaten 
eiiK's ibinkb^s luit dmn Itande (bn* Ivreistlacbe, mit 
/A </) si'iiH'- l/olarkoordinaten. Es besteben dann 

(li(‘ Pezii'limigen: 

X r cos i, B cos (p, 

y -- r sin t, ij = B sin (p. 

Enr ('inmi di(',se Kreistlaclie in seinem Innern entllaltenden Teil der Ebene sei 
nun (MiK^ ri'i'lle, (tmwertige Funktion u der beiden reellen unabbangigen Veranderliclien 
a:, y g('g(d)(m, W(dc,lie den tblgimden Bedingungen geniigt. Ftir alle Pnnkte der Kreis- 
lliUdu', d. h. sovvobl tiir die; ini Iiinern als aiich fur die auf dem Eande gelegenen Pnnkte, 
soil (li(‘ Ennktion u stetig soin; in derselben Ausdehniing sollen die partiellen Derivierten 

l*-U, I, 1 





Erster Abrichuitt, 


•) 


tl 'J!: ill existieren imcl ebeufalls stetig sein; endlich sollen die zweiten Derivierten 
< x' rij' , x- ' r f 


lit* ('Heidiimir + erfullen. Fiir jede solche Fanktion lafit sich dann der 


C'iL" 


W'ei-t «,,, der ilir fur eiiieu Punkt iP im Inneru der Kreisfliiche znkouiiut, dnrcli die 
Werte, welclie sie auf dem Raiide ilt besitzt, ausdriicken. 

Um zu diesein Ausdnicke zii gelangen, definiore man zu der gegebeneu Funktion u 

eine neiie Funktion e diircli die Gleicliung: 


^ ^ ^ ’ 
ko 

indeni man iinter x, y die Koordinateii eines Pimldes der Kreisfliiche vc'rstcdit and doin 
voiii Pmikte 0, <) l)is zum Punkte a:, y sicli erstreckenden Integrationsxvegc die Pedingimg 
aiiferlegt, niclit aus der Ivreisflaclie lierauszutreten. Die so definierte Funktion v Ix'sitzt 
dann, da das liinter dem Integralzeichen stehende zweigiiedrige Ditterentiai infolgc d(n: 
Gleidmng Aa = U ein vollstiindiges ist, fur jeden Pimkt der Kreisflacbe einou voin 
Integrations'weg unahliangigen, niit x, y sich stetig iindernden Wert, nnd ilire ea’stcui 
Derivierten sind mit den ersten Derivierten von u verkniipft dnreh die Cdeichungeii; 


du dv du dv 

dx dy ’ dy dx 

Darans folgt aber weiter, dafi die Funktion to = u-\- vi eine fur alle Punkte (h'.r !\reis- 
fliiclie eimvertige und stetige Funktion der komplexen Veranderlichen z^x-\-yl ist. 

Bezeichnet man nun den Wert, den diese Funktion 'w fiir den im Jinuaii d(u- 
Kreisflache gelegenen Punkt SP mit den rechtwinkligen Koordinaten x, y und don Pobir- 
koordinaten r, t besitzt, mit iv, (z x + yi ^ re‘'), den Wert, den sie tur eiium Ibnikt 
des Eandes mit den rechtwinkligen Koordinaten rj nnd den Pohirkooi-dimiteu 11, </. 
besitzt, mit g = ^ so lafit sich zunachst der Wert ‘in, durcb die iland- 

werte iv. ausdnicken mit Hilfe der CAucHYschen Fundamentalformel; 


Ad 



bei del das Integral in positiver Bichtung, d, li. entsprechend dem positiven Drchinigs- 
sinn des Polarkoordinatensysteins, liber den Hand der Kreisflache zu erstrecken ist. 
Weiter besteht aber aucli, wenn man imter F die zn x-^yi = re‘' koiijugierte (IroBc^ 
x — yi== re-'‘ versteht, die Dleichung: 



Inteo-ration der Gleichung A/? = <i fiir eine Kreisfliiohe. 


da die komplexe GroBe ^ ^ e“' clem iiiiBerhalb der Kreisflaclie ci'eTegenen Punkte cP 
mit den Polarkoordinaten t entspriclit. Fiilirt man jetzt in die Ijeideii aufgestellten 

CTleichnugeii an Stelle von ^ nnd ^ die ihiieu entspreclienden Grofieo r, t luid B, (f 
ein, indem man ^ = re"', c = iv^ =- = f((f') + (j(cp)i setzt. 

nnd ersetzt zugleicli in der zweiten Gleiclnmg tiberall / durcli — /, scj gelien die beideu 
Gleichuiigen, wenu man fiir cp als Integrations variable anch noch den AVert 2.1 znlaBt nnd 
entsprechend f(!;2n), (j{2n) dnrch die Gleiclumgen /V2.-rj = ffO), ^(2rrj =//(O) detinierp 
liber in die Gleicliungen: 


(I-) 

(II.) 


+ Vr.ti 


^TtJ y __ ,.p' 


2 7T 


Ans diesen Gleicliungen ergilit sich alier schlieBlich dnrcli Addition nnd darauffolgende 
Trennnng der reellen Teile von den lateralen fur ip, die gewiinscbte, ziierst von Poisson 
aufgestellte, G leichnng: 


(III.) 


K,, ■ 

r<R 


jr —Sil'rcOsCi —(p) + r- 


die den 'Wert u,.^, welclier der Fmiktion ti fiir den im Innern der Kreisflaclie gelegenen 
Punkt c/'ziikommt, dnrch die Werte = f((p), welche a aiif clem Kande 91 besitzt, ans- 
driickt. Die gewomiene Gleichung zeigt iiberdies, claB zwei zn der Kreisflaclie gegebene 
Fnnktionen u der definierten Art identisch sind, wenn sie fiir alle Punkte des Pbaucles 
iibereinstimmen. 

Setzt man in der Gleichung (III.) r = 0 nnd bezeichnet den clem Werte ■r = 0 
entsprecheiiden, von t nnabhangigen Wert Fiinktion ip, einfacher cliirch Uq, so 

erhalt man die Gleichung: 

(IV.) «0-pJ /■(?>) 

0 

die anssagt, claB der Wert von u im Mittelpnnkte der Kreisflache das arithiuetische Mittel 
ans clenjenigen Werten ist, welche u auf clem Eande 9t der Kreisflache besitzt. 


2 . 

Im folgenclen soil miter f{(p) irgend eine reelle, einwertige nnd mit der Periocle 2zr 

perioclische Fnnktion der reellen Veranderlichen cp verstanclen werden, die den Be- 

1* 



Ei-'tfr Ah'Chnitt. 


'!' EikIH* iik^“ir iifiii der liitegripri»arkeit im Siinie cler von Riemann^=) gegebenen 


flit- ll.'dhiiiimn tl.-rkt mit cler Fordemng, claB fnr die Werte, welche 

t i? -‘rLiiu|«t ainiiinnit. rine ulun'r (U’enze (r und eine untere Grenze K existieit. 
liif" r\i"‘ti»‘rt aiieli for dipjenigen '\^erte> welche f[(f)) in deiii Intervalle von 
tf tf' - d 5'F r/ (f’— >) amiiiinnt, eiue obere Grenze und eine iintere Grenze 

dann die |it»sitive Zahl d gegeii Xiill koiivergieren, so koiivergieren die beiclen 
<1 , A’.. gegen hestiiiiinte Greiizwerte Gn/b, Kicp'], da bei abnehmendem d die 

!ii>n!ial> ziiiielinieii. die GruBe niemals abuelimen kanu. Die GroBe G{cp) 
>idi die .»i.cre Grenze, die GrOBe Kiq'\ die untere Grenze imd entsprechend die nie 
le'g.-irive liiliei>*nz (r (f — K (f die Schwankiing der Fmiktionfhr den Punkt cp •-= c/ 
tfpii.nirit wmleii. l>t (f --r/'ein StetigkeiGpunkt der Funktion /‘((pO, vSO ist Cr{(p) — K{(p') ={)\ 
ht dagfgcn </ tf' ein Unstetigkeitspiinkt der Fuidvtion fi'cp), so hat G{(f)~K(ip') einen 
VMii Xiill v«*rscluede!ien, imnier positiven Wei’t. 

Die weittu- noch fur die Funktion /IV/i gestellte Bedingung der Integrierbarkeit 
i>t dami gleiehbedeuteiid nht der Fordemng, daB die zu f{(p) gehdrige Fimlvtion 
G 'K ff , welche }»<isitive Zahl man auch iinter a verstehen mag, in dem Intervalle 
von 1 / o !,i.< (p und daher auch in jedem Intervalle a---l) stets nnr fhr eine 
nicht ausgedehnte Pimktmenge Werte ])esitzt, die groBer als a sind. Dabei soil eine 
von Punkten eiiie.s Intervalls a • ■ - h, a <h, gebildete Pimktmenge eiue nicht ansgedehnte 
geuaiint wm-den, wenn die Siimme derjenigen von den )i Strecken a + (v—1) ■■-a-hj/ 

aut welchen Piiukte der Punktmenge vorkommen, dadurch, daB man nnr n 
gmQ geniig nimint, der Xull so nahe gebracht werden kann, wie man will. Bildon 
iiher. wie verlan,gt. die irgend einem Intervalle a h angehorigen Punkte (p, fiir 
welche (i ip\~-K\(f}>a ist, fur jeden positiven Wert von o eine nicht ansgedehnte 
Punktmenge, so laBt sich, wie leicht zu heweisen, in jedem Teile des Intervalls a-^-b 
ein Pmikt (p liestimmen, filr w'elchen G(cp) ~ K(cp) ^ 0 ist, und es besitzt daher die 
Funktion fi(f) in jedem noch so kleinen Teile des Intervalls Stetigkeitspinikte. Daraus 
foigt daim schheBhch noch, daB man fur die Bildung der Prodnktensnmme, welche 

durch Ubergang znr Grenze das bestimmte Integral/y(^)liefert, sich auf diejenigen 


Fimktionswerte fi^p) beschranken karm, welche den Stetigkeitspunkten der Funktion f(cn] 
entsprwhen. ^ 

ftir i?, vorstehenden eingefthrten Funktion %) definiere man jetzt 

far die m Art. 1 gewahlte Kreisflache eine Funktion u durch die Gleichungen; 


*) Rikkam, B., hber die DarsteUbarkeit 
(Oemmmelte Werke, Aufl., S. 227—271.) 


einer Function durch eine trigonometrische Reihe. 


Art. 4, 6, 6. 



Integration der (41eieliung’ A/d —!' tiir ein»- Kr»-i.''ll;iehe. 


5 


il. 


- 

r<R 


l + n 




ir- 


ir- 


■iJh-ijost- 


d(f, 




indein mtin dabei imter I irgend oiiip reelle Zahl versteht, iind stelle sich die Frage, 
welclie Eigeuschaften die so detinierte Fniiktinn w ]>esitzt. 

Nach den iiber f\(f) gemacbten A'oraiissetzimgen hat das iioter '1.' steheiide 
Integral fiir jedeii im Innern der Kreistiiirhe gelegenen Punkt r. t einmi bestimmten 
reellen, von I vdllig unaljhangigen Wert. Beachtet mtin daun noeh, dafi die imter dem 
Integralzeichen vorkoinniende Fimktion: 


_ ir- — r- _ 

il - — 2 R r cos (t — (p) r'- 


der reidle Toil der Funktion 


ist, so ergilh sich zunachst, daB die Funktion u eiiie reelle und einwertige Funktion 
des Punktes y der Kreisflilche ist, die fur jeden ini innern der Kreistlache gelegeneu 
Punkt y'" nicht nur stetig ist, soudern auch partielle Deriviert(‘ in bezug auf x und y 
von jeder Ordnung besitzt und der Ditferentialgleichimg geniigt. Es ist also 

nur noch zii untersuchen, wie sich die Funktion u verhalt. wenn der Punkt mit 
den rechtwinkligen Koordinaten x, y und den Polarkoordinaten r, t sich eiuem beliebig 
gewahlten Punkte O' des Paiides ill uiiliegrenzt niiliert. 

Zu dem Ende nehme man den Punkt O', dessen 
rechtwinklige Koordinaten a, h, dessen Polarkoordinaten 
B, a seieii, zuin Anfangspunkt eines iieueii rechtwink- 
ligen Koordinatensystems mit den Achsen O'K', O'K' 

(s. Fig. 2'). Die K'-Achse soil durch den Punkt 0 gehen 
und O'O als positive Richtimg haben. Die X'-Achse 
wil'd danii im Punkte O' Tangente zuin Kreise sein; ihre 
positive llichtung soli so gewilhlt sein, daB die beideii 
Koordinatensysteme O'X'Y', OXY von ungleichem 
Sinne sind. Mit x, y bezeichne man die Koordinaten des 
Punktes ePin bezug auf das iieue System; mit q, t (o 
die Polarkoordinaten desselben Punktes in bezug auf ! 

ein Polarkoordinatensystein, dessen Pol der Punkt O', r' 
dessen Polarachse die X'-Achse ist, und bei dem der ■“ 

positive Drehungssinn so gewahlt ist, daB eiue Drehung um y die positive Eichtuug 
der X'-Achse in die positive Richtung der X'-Achse liberftlhrt. Durch iiassende W'ahl 
von X umerhalb der Grenzen 0 und n kann man dann fur das Heranrucken des 
Punktes ^ zum Punkte O' jede zuliissige Richtung fixieren, und das Heranrucken selbst 
wird dadurch bewirkt, daB man das immer positive q gegen Mull konvergieren laBt. 




6 


Erster Absctnitt. 


Fiilirt man nun, inclem man beachtet, cla6 zwiscben cion vica d(in I. nuki,(. 
zukommenden Paaren von Koordinaten die Beziehungen. 

r cos x = a + x wi a ~ y cos a, x' - (> c()s x, 

T sin i ~ y = 1) — x cos a y sin a, y ■■ if sin x 

bestehen imcl daB «-iScos«, h-Rsina ist, in das die Fiinl;timi u liir adle ni.ieni 
Punkte der Ki-eisflaehe deBnierende Integral an Stello dor Koordinatou r, I die luion i- 
naten q, r ein, so geht dieses Integral, weim man noch I--a uiid zur Mikilrziiiig 

4-==5« setzt, liber in das Integral: 

It 




2 7t sin ir — 7t ^ 


[2 — 2 K sinir] [1 — cos (rp — ct)] + 2 it cos r sin (f/i - - - (t,) ■ 1 




Da das Verbalten dieses Integrals fiir nnbegrenzt abnebniondos sc iinbn-sncld, woi’ih'ii 
soli, so kann man fiir das folgende, ohne Bescbranknng d(vr Allgc'.nufinlufit, voniiissid/zi'n, 
da6 x<l sei. Das Integral zerlege man nun in zwei none intogralo von 

denen das erste die Drenzenn —und a, das zweite die (h’onzon a iind a-\ n Ix'-sit/zts 
und transformiere das Integral ul’^ durch die Substitution (p^a-(p^, da,s !iit('.gnil 
durch. die Substitution (p = a-{-(p^. Es ergeben sich dann scldiolilicli, wmui nnin nocb 
in den Endresultaten bei (p^, (p„ die Indizes nnterdriickt, die (Uiucliungi'ii: 




Tt 


2k sin X — k“ 

sill x) (1 — cos (p) — 2 K COH T Hill fp 




^ I -ff A. \ ^ / 

^TtJ ' (2 — 2Ksinr) (1 — cos ip)-|-2 k cos r sin rp-I■ k“ ^ 


Man zerlege jetzt ein jedes der beiden Intogralo 'uY in zw(fi innu', von 

denen das erste die Grenzen 0 und 2 vac, tgVx, das zwtnD', di(', (Ironzi'.n 2 arc tg Kjc 
und n besitzt. Enter arctga; bei reellem Argmnerite x ist liloi* nnd ini folgiMnUMi 

immer clerjenige bestimmte, zwiseben - y und + ~ gcilegeno Wort zu vorstolion, wi'lclun- 
erhalten wircl, wenn man c? arc tg a; = (1+ im reidlon (ioliioto zw^isclion dim 

Grenzen 0 und x integriert, und zugleich soil unter Vx stets dc'-r positives Wurzol- 
wert verstanden werclen. Wendet man dann auf diese neuen Intogralo, iiidimi man 
zur Abkurzung: 
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ft 

ft 


2 7t sin r — 


(2 — 2 K sin t) (1 — cos gj) — 2 it cos t sin gj -)- ’ 

2x sin r — k® 

(2 — 2 X sin t) (1 — cos gj) -j- 2 x cos r sin gj -j- ’ 


( 4 .) 


2 arc tg Vy, 

Tt 

■ 1 dcp = 7i(jc, t), 

yj Q,d(p==Jl{:c,r), 

0 

2 arc tgYy 

2 arc tg Yx 
/•> 

7t 

II 

1 

Y j Qi d(p = J^i^, t) 

0 

2 arc tgYy. 

1 die Gri’ofien 

immer positiv bleiben, 


iindern mogen, den ersten Mittelwertsatz an, so erhalt man die Gleicliungen: 




Dabei bezelchnen M^, iVI/, M.^, Ml reelle Zablen, die den Bedingungen: 

/ii K' £ m; ^ 

K'£M;^G' 

genii gen, worin I\\, G^ nntere und obere Grenze der Werte bedeuten, welclie f((p) 
innerhalb des Intervalls von (p = a bis y = a — 2 arc tg/sc annimmt, A^, G^ untere nnd 
obere Grenze der Werte, welche f{(p) innerhalb des Intervalls von (p=a bis f/)==ci:4-2arctgl/;c 
annimmt, endlicb A", G', wie friilier, nntere nnd obere Glrenze der Werte bezeichnen, 
die f{q)) hberbanpt annimnit. 


3 . 

Die vier Fnnktionen Jj , J^, J^, sollen jetzt naher nntersnclit v^erden. Da 
in hbergeht, wemi man r durcli n — r ersetzt, so bestelien die Bezieliungen: 

(G.) J^{x,t:) ^ J^{x,71 — t), J^{x,r) = — 

nnd man kann sick dementsprechend, weil zugleich mit r aucli n — r innerhalb des 
Intervalls 0 ■ • ■ n liegt, anf die Dntersnchung der beiden Fnnktionen <7/ beschranken. 
In die den Fnnktionen J^, J1 entsprechenden Integrale fiilire man nun an Stelle 

von cp eine neue Integrationsvariable ^ ein dnrch die Substitution | tg y. Man er- 
balt dann znniichst die Grleicbungen: 
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Erstev Absclmitt. 


i- 

1/x 


('•) 


0 

Cf 

1 (>«. ■') “/■ 


2 sinf — K 


'(4 _ 4H sin r + t cos t f 1 




h y 


2 sin f — K 


^4 — 4 k sin r -j- k") I" — 


-I- 1 ’ 


]// 


und weiter aus diesen, wenn man beaclitet, dafi das imbestrmiiiti^ liiin,!-! .iJ (Us linil,(.i 
den Integralzeichen stebenden Differentials diircb 

.nv + 0 - + .- 1 - (unist. 

cLib 2 sin r - K J 

dargestellt wird, und dafi sowobl die GroBe 4-4^simH-r wu' die (uofie ^ sm / 
immer positiv ist, die Gleicliungen: 


( 8 .) 


j; (x, r) = arc tg 


4 — 4 k sin r-]- — ''■1]/ h c-Qh r 


y % (2 sin r — v) 


~\ ■ arc t.g 


2 (■•(IS r 
sill r H 


Jl (x,r) ^j-nrc tg 


4 — 4k sin r -I-" " V'’^ 

y K (2 sin r -- k) 


Unter der scbon filiher fiber die Bedeutuiig von arc tg ic boi reel 1cm A rgiimiMiln .r 
gemacbteu Festsetzimg gilt von den beiden Fenneln; 

arc tg in == Y ~ arc tg , arc tg x — arc tg ;// ■ arc t,g 

die erste fur jede positive GroBe x, die zweite (iir jc zwci rcclU'. ((rbficn .r, y, di(' d('r 
Bedingung X-{-xy^0 gentigeii. Dnrcli Auwcudinig dicscr I'ormcln mgclxMi sub (Uiim 
unmittelbar die Gleichungen: 


„ \ — 4k sin T -j- 

a.) arc W - 7 =^"^ ; ;; 

^ ° i y% (2 sin r — k) 


\ , r 2 cos r "I , r K cos 1 

b.) arc tg - — arc tg r-r 

J & L2 sm T — Kj ° L2 — K SI 


K sin r_ 


a,i'C t< 


T, 


j /K (2 sin r iC 


4 — 4 k sin T -1 - K" 2}/-.'. (’.(m r 


c.) arc tg 


K COS r 
2 — K sirnr 


arc tg 


y K (2 sin X — k) 


,4 — 4k sin r -|- k“ — 2l /k cos r 


a.rc i.g 


|/ K isin r ■ Fk coh r) 
.2 ■ K sin r ^ v. cos r 


Bei der Aufstellung derselben ist zu beachten, dafi clcr Ausdruck 4- - 43cs‘iU7 ■! -!2 cos / 

und damit zugleich auch der Ausdruck 2 -- x sin r —Vsc cos t == (ff-- 4x si 11 t 1 %“ 2 Kx C()s i ) 

+ Y(2sinT —x) immer positiv ist; denii der kleinste Wert, welclien di'r ('rstgi'iiaimtc 
Ausdruck bei festgebaltenem x im Eabmen der Bedingung (}<T<n a,iinelmicn kanii, 
wird durch 4 + x® — 2 )/x + 4x^ dargestellt, und dieser Minimalwcrt ist inrolgi^ der sclum 

"h 
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fiiiher gestellten Betliiigung % < 1 positiv, da er durch Miiltiplikation mit der positiven 
GrdBe 42 Yx in die fiir x<l immer positive GroBe IQ — 4x ~ Sx^^ + x^ ilber- 

gelit. Addiert man nnn zn der ersten unter (8.) stehenden Gleichnng die Gleichungen 
a.), 1).), c.) mid transformiert die rechte Seite der zweiten nnter (8,) stehenden Glei- 
clmng init Hilfe der Gleichnng a.), so erhillt man die Gleichungen; 


(9.) 


J^X, t) = 7l 

J[(x, t) = arc tg 


T — arc tg 


I/k (sin r — l/x cos %) 
2 — H sin r — cos i 

■j/ic (2 sin X — V.) 

.4 — 4 7t sin. T -|- — 2 l/it cos 


Ersetzt man in diesen Gleichungen die GroBe r (o<r<rt) durch die GroBe n — x und 
beaclitet die Gleichungim (0.), so ergehen sich welter filr die Funktionen J^(x, x), J!,(x,x) 
die Gleicliungeu: 


(10.) 


J,ix,r) = r- arc tg I ^ 

L2 — K sin X -j- Yx cos r J 


r) = arc tg 


]/y. (2 sin r — x) 


.4 — 4 k sin T -|- Tt'-' -j- 2 "[/k cos x. 


Yon don vier auf den rechten Seiten der Gleichungen (9.) und (10.) in eckigen 
Xlanimern steliendcn Ausdrilcken liegt der erste mid der aus ihin durch Ubergang von r zu 
7t ~ X hervorgeliende dritte Ausdruck dem Werte uach zwischen —Vx und Vx, wiihrend 
don iiunuu- positive zweite mid der aus ihiii durch Ubergang von x zn n — x hervor- 
gelnndo', vierte Ansdrnck doun Werte nacli zwischen 0 und 2Vx liegt. Die Eichtigkeit 
dou- erstom Bcdianptnng zeigt ein Blick auf die Gleichungen: 


Vx H- 


]/k (sin X — Yk cos r) 
2 — K sin X — Uk cos x 


I/k [2 4- (1 —’t) sill T — 2 ]/k cos r 
2 — K sin r — I/k cos r 


Vx - 


■|/k (sin X — ]/k cos r) ]/k 12 — (1A >t) «iii 1 1 

2 — K sin X — Uk cos t 2 — k sin r — ]/k cos x ’ 


dereii i-eclito Seiten fur jedes in Betracht komniende x und x positiv sind. Die Eiclitig- 
Iceit der zwoitoai Behanptnng dagegen ergibt sich aus der Gleichung: 

2 y ' 1/k (2 sin X — k) _ Fk [8 A A — (2 A 8 k) sin x — 4 ]/k cos t] 

4 — 4 k sin r A —2 i/k cos t 4 — 4 k sin r A — 2yKCOSi: ’ 

wenn man beaclitet, daB der kleinste Wert, welchen der auf der rechten Seite dieser 
Gleichung in eckigen Klammern stehende Ausdruck bei festgehaltenem x ini Eahinen • 
der Bedingung 0 < t < tt annehmen kami, durch 8A3«A2 ;c^ — 1/4a 483cA dargestellt 
wird, und daB dieser Minimalwert durch Multiplikation mit der positiven GroBe 

P-E, I. ^ 2 
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Erster Aloschnitt. 


s+;,^2.=^l'4+487+M?m die ftr »c<l immer positive GroBe G0-32,(-31x»+4x»+4x" 

™i Vi ii-gt.,™ -<. < y: lA 1W ™;*»,» 

iet. so ergebeu sich a«s den Gleichungen (9.) and (10.) die Rdataonen. 

-r-y'i</.()<,T)<yi-r + V^, 0<J[{x,r)<2yx, 

t— Vx<J,{x,r)< r + Vx, 0<Js(x,T)<2yx, 

und aus diesen die Gleichungen: 

j; ^ - r + s^Vx, Ji' r) == 2s[Vx , 

J, -r) = T + , ^2 = 24• 


( 11 .) 


( 12 .) 


3T 


Dabei bezeichnen £„ s„ 4 reelle von x, r abhangige Zahlen, die den Gedingiingeii 

-l<f,<l, 0<4 <1. -1<£2<4 0<4 <1 genugen. 


4 . 

Man filbre jetzt die fur Ji, J-l, J., gefundenen Ausdruche in die Gleichungen (5.) 
ein und addiere die dadurch sich ergebenden Gleichungen: 

■*• Tt 4 jj; 

(13.) 


u: 


X, r 
'2 


Tt 


i)4,+ 


2Sg]/M 


m;, 


% 2 ■ Jj; 

indem man beachtet, dafi ^ + ^ 2 ’^ ist. Es entsteht dann die Gleichung: 


(14.) ilfi + Afg + “ («iAfi + £ 2 Afg + 24 Af( + 24 A/g) ■ 

Nach dem am Schlusse von Art. 2 Bemerkten konnen die Zahlen AT/, A'/g, J\1.j nicht 

aufierhalb des Intervalls K' ■ ■' G' hegen. Yersteht man nun unter y die grOBere dor 
beiden nie negativen Zahlen, welche die absoluten Werte von K' und G’ sind, und 
beachtet, dafi die Zahlen e^, immer zwischen — lundl, die Zahlen 4^4 immer 
zwischen 0 und 1 liegen, so ergibt sich, dafi der absolute Wert der auf dor rechten 
Seite der letzten Gleichung stehenden Grofie fiiATi + egA/g + 2e'iAfi'+ 282A/2 nicht grofier 
als 6^ ist, und man kann infolgedessen die Gleichung (14.) durch die einfachere Gleichung: 

(15.) w’'** = Af + A jf _i_ 6£ -^14 

ersetzen, wobei b eine reelle von x, r abhangige Zahl bezeichnet, die der Bedingung 
— 1 < 8 < 1 gentigt. 



Integi'ation der Gleiclmng A7( = 0 fiir eine Kreisflache. 


11 


Fiilirt man jetzt an Stelle von x die urspriingliche GrdBe q Avieder ein dnrch 

die Gleichung = ^, setzt in nener Bezeiclinung == und beaclitet, dafi die Be- 

dingung x<l, nnter der die Fonnel (15.) abgeleitet Avorden ist, fur q die Bedingnng 
q< JR nach sich zielit, so kann man die Gleicliung (15.) dnrcli die Gleichung: 

( 16 .) = + + 

ersetzen. Es bezeichnet dabei also den Wert der Funktion u fiir den im Iimern 
der Kreisflache gelegenen Pnnkt cT, der in bezug anf den Punkt O als Pol die Polar-' 
koordinaten q, r besitzt; reelle Zahlen, die nacli dem am Schlnsse von 

Art. 2 Bemerkten den Bedingimgen: 

Kf ^ ^ Gf , Kf ^ ^ Gf 

gentigen, Avobei G^^'^ an Stelle von Jy, G^, K^, G^ stehen, also G^^'> 

imtere und obei*e Greuze der Werte bedenten, Avelche f(^(p') innerhalb des Intervalls von 

9 = o: bis (f = a —2 arc tg"]/^ annimmt, G'f^ imtere und obere Greuze der Werte, 

AA^elche f((p) innerhalb des Intervalls von (p = a bis y = « + 2 arc tg]/A annimmt; end- 

lich bezeichnet g die obere Greuze der absolnten Werte von f (gJ) und s eine reelle 
von q, r abhangige Zahl, die der Bedingung — l<e<l geniigt. 

Um eine entsprechende Formel fiir den Rand flt der Kreisflache zn erhalten, 
beschreibe man um O' als Mittelpunkt einen Kreis mit dem Radius q, bezeichne die 
Schnittpnnkte desselben mit dem nrspriinglichen Kreis dnrch die Polarkoordi- 

naten dieser Pnnkte in beziig anf das den Pnnkt 0 als Pol besitzende System mit B, cp^ 
nnd B, cp^, in bezug anf das den Pnnkt O' als Pol besitzende System mit q, nnd 
q, Tg nnd beachte, dafl zAvischen diesen Koordinaten die Beziehungen: 

—2arcsin^(mod27T), T^=arcsin^; y 2 =a + 2arcsin^(mod27i), jt— r 2 =arcsin^ 

bestehen. Es lassen sich dann die beiden Oleichnngen f{(pi), f {<p^, Avelche 

die Werte der Funktion u fiir die Pnnkte B, <p^ und B, cp^ des Randes 91 bestimmen, 
dnrch die beiden Gleichungen: 

(16.) q,, = /■ (<^ - 2 arc sin (cc + 2 arc sin (o < ^ < ij) 

ersetzen. Enter arc sin (t;, ist hier nnd im folgenden stets der dnrch die 

Bedingnng — y ^ arc sin (r ^ y vollstandig bestimmte Funktionsv^rert zn verstehen. 


2 
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Erster Abschnitt. 


5 . 


Auf Grruiicl (ler Gleiclinngen ( 16 .)? ( 16 .) soli jetzt das Ycrhalieii dor (liiioU dio 
Gleichuiigen (1.) definierteu Fuiiktion to in der Umgebung des willkurlioh g(nvilldten 
Eandpiinktes C/ mit den Polarkoordinaten E, a untersnclit weixlen. 

Wie sclion zu Anfaiig des Art, 2 bemerkt wurde, besitzt dio Finiktioii / ((/>), (miI- 
sprechend der fur sie gestellten Bedingung der Integrierbarkeit, in jcdoni iioc.h so kl(Mii(Mi 
Teile des Intervalls von (p = 0 bis y = 2 ?! Stetigkeitspnnkte , dn,s sind Buiikb^ cp, l‘nr 
welche die GroBen /’(y - 0) = lim^/‘(y - d), /’(rp + 0) = biny (y "I-f^) oxistionni niid zii- 


dein die Gleichangen /‘(fp — 0) =/‘(cp), /‘(fp + d) = / (rp) bestelion. Dio Fuiiktion / ((p) 
kann weiter aber ancb ftir nnbegrenzt viele Punkte (p des gonannten .Intiu'valls sirJi so 
verbalten, dafi die Grofien f{(p-0), /‘(rp + 0) zwar existicroii, abor wouigstiuis oiiio dor 
Gleicbimgen = /’(y + 0) =/■( 9 ?) niclit erfnllt ist. Fdr dio (d.wa iioidi. 

iibrigen Pimkte cp, deren Anzalil ebenfalls nnbegrenzt sein kann, wird daiiii das Vor- 
halten von f{cp) dadnrcli charakterisiert sein, daB mindGstons oino dor boidoii (Ji’dBon 
f((p — 0), /'(y + 0) nicht existiert. Entsprechend diesen drci Artoii von Pniiktoii sol Ion 
jetzt in bezug auf den Punkt O' mit den Polarkoordinaten .li, a dio iblgondon droi 
Falle iinterscbieden werden. 


Erster Eall. 

Es ist (p = a ein Stetigkeitspuukt der Fnnktion /'(fp), odor was dassidbo, (‘s 
existieren die GroBen f{a~0), mid es bestolion zndoni dio ( Goic.luingon 

f{a~G) = f[a ), f{a + 0) = f\a) . Der Delinition der GroBen f{a - 0), l\a -1-0) ont- 
sprechend lafit sicb dann zn der beliebig vorgegobonon positivon Z;dd A oiiio andoi’o 
positive Zahl d < A bestimmen, so daB fiir jedes ip, welches dor Bedingung 
geniigt, |/•(a-lp)-/'(a-0)l< A, | f(« + V')-/*(« +d) [< A ist. Ziir Bezoiolumng des 
absoluten Wertes irgend einer reellen GroBe x ist bier, wie auch ini lolgoiubm, da,s 

Zeichen |a;| verwendet. Bringt man nun die Gleicbimgen (10.), (10.) in die Gestalt: 

(16..) _ f(a) - 2^' [JH. - /(« _ 0)] + i [M, - f (« + ())] + 6a X -j/o, 

(lO^.) -/’(«) = /’(a-2arc sin^) - - f{a) = /*(a+2arc «in^) /'(a+d), 

und wablt alsdann zu dem vorber bestimmten d eine positive Zahl doron Grdfio 
durcb die drei Bedingungen: 

2arctg]/2<(l, 
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beschrankt sein soil, so ergibt sicli fiir jecles positive q < ()', wenii man noch beachtet, 
claB fiir jecle zwischeu 0 imd 1 gelegene reelle Zahl a) arc sin 4-< tg ist: 

1 3r^ - f{a-0) I < A, I il/, - /'(a+O) I < A, -16« | < A, 

/'(a— 2 arc sin < A, | /‘^aH- 2 arc sin — /’(a+ 0 ) < A, 

unci claher aucli: 

f{a)\<2A, 

(0 <«<(/) 

I ,p~ /’W I < A , I ■lh,cp~ /’ W I < ^ • 

Aits diesen Ungleicliungeii folgt aber schlieBlicb, claB der absolute Wert von u~f{a) 
sowobl fur jeden inneren Puukt wie fiir jeden Itandpunkt des Flacbenstiickes, welcbes 
die beiden um 0 und O als Mittelpunkte init den Eadien H uiid q beziebungsweise 
abgegrenzten Kreisflaclien gemeinsam liaben, unter 2 A liegt, oder was dasselbe, daB 
jedcT Eandpunkt O', fiir den die Funktion stetig ist, zugleicb auch ein 

Stetigkeitspunkt der durcli die Gleiclinngen ( 1 .) defiiiierten Funktion ist. 

Zweiter Fall. 

Es ist q)-= a ein Unstetigkeitspunkt der Funktion f((p) von der Art, daB die 
GrroBen f(a — 0), /’(a + O) zwar existieren, aber wenigstens eine der Gleichungen: 
/‘(a—0) ==/’(«), /’(a+O) =/’(a) niclit erfiillt ist. Die Difterenz f{a-\-0) — f (a—0) moge 
mit li bezeichnet werden. Ebenso wie im vorlier behandelten Falle laBt sich dann zu 
der beliebig vorgegebeiien positiven Zabl A eine andere positive Zahl d < A bestimmen, 
so daB ftir jedes yj, welches der Bedingiing 0<yj<(^ genilgt, \f (a—yj) — f (a--0)\< A, 
I—/‘(cc+O) I < A ist. Bringt man nun die Grleichungen (16.), (16.) in die Gestalt: 

( 163 .) /’(«“<^)] + ^ f + 6 

{0<Q <R) 

-2-/‘(«+0) “[/■ («-2arc sin^) - /’(a-O)] - ~ ai'c sin ^, 
««,„.-^/’(«- 0 )-|/'(a+ 0 )=[/'(a+ 2 arcsin^)-/'(a+ 0 )]+|-ai'Csin 5 ^, 

und wahlt alsdann zu dem vorher bestimmten d eine positive Zahl q, deren GroBe 
durch die vier Bedingungen: 

^'<B, 2 aretgF;|<(?, arc sin ^ < <J 
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Krstet’ Al)sc]uni;l. 


beschiliiikt sein soil, so orgibti sicb iiuT diosolbo, Wo.isc'. \vi('. iiii orsl.oii ballo. lur J(mIos 
positive 



-”/■(« ■*’) 

T 

Jt 


0)1 

' iiA, 

‘^ht, tpi 

Tt-.r, 

7t ' 

'‘(a- 0) 

!l 

7f 

f{a~\ 

•or 

-lA, 

f/)j 

Tt — 

-L / 

7t ' 

'‘(a 0) 

T» 

If. 

f(a- 

|,o)|. 

15 A. 


Aus rlioseii Unglciicbmigi^iv folgt iiJxn’ schlit'Blicb, (hiLl (ho* a.bsoliil.(' Wb'rl. (1 (m* (b’dl-k 
u '^0 ■ ^<>wobl blr J(m1(mi iimoren I’mikl. \vi(‘ I’lir j(’(l(Mi von ()' v(m-- 

schiedcneii Ibiiulpniikt des klru*luMistn('.k('S, vv(^l(*b(‘.s (Tk^ boiden lun O mid O' als Millrl- 
puiikte init den l{,a,(li('n II und (>' b(V/i(dmngs\v('-is(‘ abgegixm'/leii Kri'isdaclioii gi'meinsa.in 
baben, imt(n‘ 2 A (xha* was dasscdbe., dal.! d('r Weii dci’ Kuiiki.ion //, wimiii man 

in der dai;c,h doii Wiukid r bcvsirnnmbMi U,l(‘.hl.iing g('g(ai den I’linki O' anrHekt., g(‘g(Mi 

/■(« —0)^ |/‘(a |-())---/‘(n:- 0)1 k(mv(U‘gi(M'l, niid zwa.r gleie.limiiilig filr alle in Ik't.i'aclii, 
kommendon Werto von r. 

In dom besondcn’e.n ka-lbg wo /'(a O) /'(a 1 0) ist, konvergi(M’t di'r Wind der 
Fimktion u iiO.' alio in, ]kdra,(‘.]it koinimnidini Wiu’b' von i gl(nrlmi;iilig gegmi /'{a Oj. 
Dio kiinktioii u bositzt aJsdann, obiniso wii^ dii^ Ibuidriiiiki.ion /'(fp)’ 

Piiiikt O' iiiir eiiu'- hobliaaa', Un.st(digk(‘/d,, insoroiai si(‘ in ('ine fiO’ dini Piinkl. O' slniigi' 
Funktion da,diircli voi-wa,nd(dt win-dini kaam, dali man als Wind von I'llr (p a niehl. 
don dmrli die (Ueiolumg Oi,./. ■ /'(V) vorgi'.selirii'bomni Wert /Ao, sondmai den Wind 
/‘(n:-“0) nil!mit. 


Dl'iilor Fall. 

Ids ist <p a oil! Unsletigkeitspnnkt dor Fimkiloii /'(<■/>) von der Art, ilail 
luindostens oine dor boiilon (Irofkni f{a 0), /'(a | 0) niehl, existlerl. Uiii aiieh in diesom 
Falle das Vorhalton dor Funktion ■//. in ilei‘ Uingolumg des Ihmkies O' '/,n erkennon, 
orsetzc man die (Uciclumgen (Kk), (IC.) iIiutIi dio Dngloielnmgen: 


(l<v) 

(I'V) 


7r<<.) + i .. (I i |/| < af I (/-r I i;(„ >, 




'I't 


(I'f, 


(II <'(^1 < It) 


iiideiii miin daU cUe iu dor Oleicluiiig (Id.) voi-kdiiuiuuidcii ZaliliMi d/,, M, dun 

Bedingungen f'?, df gnnlignn, uiul diiB mil' (iniiul dnr Dnfinitinu 

der GrOBen K^\ Kf, f/f' die in disr ersixin diir Gloichungen (Ki.j vorkimiiueiido 



lutegratiou der Gleicliung Ai4 = 0 fiir eine Kreisflaclie. 
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Grofie f{a 2arc sin nicht aus clem Intervalle die in der zweiten der 

Gleichungen (16.) vorkommende G-rdfie/‘(a:+2arcsin^) nicht aus demIntervalle 
lieraustreten kann. 

Die vier (irdfien iGf, G^^^ konvergieren bei unbegreuzt abnehmendem 

gegen bestimnite Grenzwerte, weil bei abnehmendem q die GroBen Kf, Kf ihrer 
Delinition gemaB niemals abnehmen, die GroBen G^^\ Gi^'^ niemals znnehmen kdmien. 
Diese Grenzwerte bezeichne man mit Kf, Kf, Gf, Gf, setze also: 


\imKf==Kf, MmKf 
= 0 ^ = 0 


Kf, lim Gf 

ij=Q 


Gf, lim Gf 
^ = 0 


Gf 


und beaclite fur das folgende, claB die Dilferenzen Kf—Kf, Kf — Kf, Gf— Gf, Gf— Gf 
niemals negativ sein konnen. Der Definition der GroBen entsprechend laBt 

sich dann zu der beliebig vorgegebenen positiven Zahl A eine andere positive Zahl 
(5* < A bestiminen, so clafi ftir jedes q<d\ 

i)£Kf-Kf<A, 0£Kf-Kf<l^, 0^Gf-Gf</^, 0£Gf-Gf<A. 


Formt man nun bei den Ungleichungen (16g.), (IGg.) die GroBen, welche ein- 
schlieBen, den Gleichungen: 


A'((0 + Z if(c) _ c ^]/| = ATf + i Af* - { (Xr-AT) +i (Af-+ 6 f ]/i I > 



lA- 

7t — Z 

7t 

V M- 

7t 

Ji 


7t — -r 

% 

V B. - 

% 


II 

Tt—r^ 

7t 



7C - 


g 

211 


= + 5 Af - {(Af-7s3<’))-i(Af-A?') arc sin 5 ^). 

©c?) _ ^ am i 0 ( 0 ) + j ( 0 <f)_ 0 ( 0 ))+ i (©m- 0 ( 0 )) are sin 


entsprechend um und wahlt alsdann zu dem vorher bestimmten d eine positive Zahl q, 
deren GrdBe durch die fiinf Bedingungen: 


q<B, q«^, ^|/Gf-Z}‘'>larcsin^<d', ^ ^ | arc sin ^ < d' 


beschrankt sein soli, so erkennt man, daB ftir jedes q^q die absoluten Werte der 
auf den rechten Seiten der seeks zuletzt angeschriebenen Gleichungen zwischen geschweiften 
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KlamniBrn steheiid6ii Grofien sanitlich uiiter 2 A liegon, iind daB d<iilu-J 
(I63.), (163.) durch die eine Ungleichung: 

jm + 1. jfw -2A<u< -I- — 


ersetzt werden koniien, bei dor u deu Wert dor diir(3h di<- (d(tK,lum 
Funktion u fiir irgeiid einen von O' verscbiedeiK'.n L’unkt q, r 
stilckes, welches die beiden urn 0 und O' :iJs Mitteli»iaikt(' init doi 
beziehungsweise abgegrenzteii Kreisdacheii geineinsain b:i.b(*n, 1)oz(m 
tJngleichung folgt aber schliefilicb, wenn man nodi die kloiiu'ro 
Zf mit die groBere der beiden Zahlen Of\ OT init r/'"* I 
Wert von u fur jeden von O' verschiedenen Punkt des giiiianntnn kl; 
halb des Intervals 2A • • • 6'^"'+ 2A liogt, niid dab dic'ser Wia-t, i 
auf dem durch den Winkel t bestimmtcn Strahle gogiai don Punl 
noch iinderungen erleiden kann, die ihroni alisoluton Worto nac.h Ido 
Zsihl + + .Sind. Die DroLie AT" 

Null, wenn f{a—0) existiert, die (IrblJo fA!" ■- AT’ da,gegon roduzi 

wenn f(a+0) existiert. 

Ein das Gesagte veranschaulichendes einrachos Hoispii'l m-hai 
unter c irgend eine reelle Zahl vorstehcnd, a,Is llaiHUiiiikiion di<‘j 

wahlt, welche durch die (Hoichungen /'(O) = c, /'((p) e * oos lu 

und die Bedingung, mit der Poriode 2'Jt [loviodisch zu sian, fftr 
bestimmt ist. Die so definierte Eunktion /'((/') bosii.zii an <lor Slid 

stetigkeitspunkt von der ebon lietatchteton Ari;, luid (w isi. lur diesi 


Gf^==l, iif’= — e", = Da for nor die zu diosor Punklioii /'{</•) g 


wenn man die Punkte der KreisHaclu' diireh die frrdim' delinierte 
auf den Punkt II, 0 aks Pol bezieht, sovvohl I'Hr jislen 
der Kreisflache, wio filr jeden von it, 0 versidiiodiaien llandi>imki (> 
chung M = c’’cos (ln(») dargostellt wird, so tritt a,n St(dl(> (k'r IViila 
gemeinen Ungleichung hier die spozielle: 


TC 




7t 


7C 


2A< o’'cos (Inp) < 


Tf 


7( 


TT 


r 






die, wie klein auch A von Anfang an gewilhlt soin mag, filr jedei 


TT/^T^Cl 


/^V>T /VV\ /Via T3 


1 


Auf Grand der Resultate, welche im vorhergehenden iiir ds 
Funktion in der Umgebung eines Eandpunktes B, a, den drei untei 
entsprecliend, gewonnen wurden, laBt sich jetzt das Yerhalten der Fu 
Nahe des Eandes, wie folgt, charakterisieren. Man wahle auf d( 
urspriinglicheii Kreistlaclie irgend einen Punkt B, (p und besclireibe um i] 
einen Kreis init einem Eadius q<B. In jedem der drei Falle exist 
Werte, welcbo in denjenigen Punkten r, t besitzt, die im Iim 
urspriinglichen Kreisflache durcli den neu konstruierten Kreis auss 
bietes liegen, eine obere Grenze, die mit und eine untere Grt 
bezeiclinet werden soil. Lilfit man nun q gegen Null konvergieren, 
di(^ Inndon GroBen gegen bestinnnte Grenzwerte 

dem Q die GroBe niemals zunebnien, die GroBe niemals abnt 
GrdBe soli die obere Grenze, die GroBe f^^\(p) die untere Grenze 

die nie negative Dilferenz P^\(p) — f^\(p) die Schwanknng der Funl 
Eandpunkt R, cp genannt werden. Zwischen den Grenzen f^'^\(p), f^^\(p] 
fur den Punkt B, (p und den zu Anfang von Art. 2 eingefiibrte] 
K((p) der Fnnktion f((p) fiir den Punkt (p besteben dann, welcher de 
vorliegen iua,g, iinmer die Eeziehungen f^^\(p) ^ G-{(p), ^ I^((p) 

daber zwischen der Schwankung f'\(p) — f^^\(p) der Funktion f^r 
und dc‘r Schwaiukung G(fp) — A'(f/)) der Funktion f((p) fur den Punk! 
ziehung f^'\(p) — f'-“\(p)^ (f((p) — K((p). Beachtet man nun noch, daB i: 


gestellton Bedingung der Integrierbarkeit die irgend einem Intervalle 




"b 


b 


Punkte (p, fur wolcbe (-J((p) —K((p)> a ist, stets eine nicht ausgedeli 
welche positive Zahl man aucb unter a verstehen mag, so folgt sch' 
die Punkte li, (p des Eandes, fiir welche f^''\(p) — f^^\(p)> a ist, stei 


gedehnte Mimge bildeir. 


Bio fiir die Funktion f{(p) gestellten, sie im allgemeinen c 


Bedingungen d(n’ Fndlichkeit und Integrierbarkeit kommen also bei 


in der VVeise zuin Ausdrucke, daB einerseits lt)ei der Annahert 
immer endlich bleibt, oder, was dasselbe, daB fiir jeden Eandpunkt 
definierten Grenzen f^^\(p), existieren, und daB andererseits d 

punkte R, (p gehOrige Schwankung f^^\(p) — P'^\(p) der Funktion w( 
man auch unter o verstehen mag, in dem Intervalle von cp = 0 bis 
fiir eine nicht ausgedehnte Punktmenge Werte besitzt, die groBer als 
fiir alle den Stetigkeitspunkten cp von f{cp) entsprechenden Eandpunkt 
beim ersten Falle gezeigt wurde, die Gleichung = = 


P-B, I. 









fiolclKMi Puiikt, Iiicht nur == 0, sondern aiich G((/.,) = 

111 Ik'zu^^ auf (las Verlialtoii der Funktion f{(p) fur einen TJnstetig' 
koiimidii dagugen iiiohrore FiUle in Betraclit. Besitzt die Funktion 
(lino lliistetigkoit, von der Art, dafi die GlroBen /‘(y„-0), f 
(^xisti(n-eu I'lir donsollKni Pimkt aucli die GroBen/((/)„ —0), + ( 

fW,, '<>)■' fWn - ')) ^ /■(</’„ + < 0 = /■((•/)„ + 0) , f (</,„) = 1 [/-(fy,,^ _ 0) + f{ 
spoziell iioc.li die Bezioliiiiig /'((•/.„-0) =/'(^i. + O), ist also die 5 
Ikiiikl. (/'„ iiiir init einer liobbaren Unstetigkeit bekaftet, so ist 
diesiMi Fuiikt stetig. Besitzt dagegen die Funktion f{cp) ftir den Pi 
keit von der Art, daB wenigstens eine der beiden GrOBen fic 
existiert, iiiid verstelit man daiui unter Gf, Jif\ Gf, ATf' dies 
ini vorigi'ii Artikad liei der Betracbtung des dritten Fades damn' 

miter G''/”, .A'f'b G'l"', die entsprecbouden auf die Funktion 
Gr()B(Mi, so ist G'f^ - Kf^ ^ (If ^ Kf^, Gf -/?f ^ (A") - iff. 1 

spezielle Fall einl.nda'ii, daB gleiebzeitig G'/'* — A'f’^ = 0, — f\ 

dm- iiorb speziellm-e, daB G'l!''== .A'f“'= A'a^^Mst; im ersten F 

Ibmki. (/’„ di(‘ GriiBen f((p,r~^'>), /’(y’«+d)i and es ist zngleich f((p„) = 
im zweitmi Falle dagegen ist f{(p,r-G)) = f{(p„ + 0) = f{(p,^ und cp„ 
pimkt der Funktion /'((/’)• Filter keinen Umstanden kommen ; 

/'((/') b(‘bha,r(‘ Fnsl.etigki-itmi vor; es ergibt sicb dies tibrigens a 
a,us ibrer Uelinition. DaB endlieb die Funktion f{(p) der Gruppe 
Fimktioiu'ii f'Gp), /"(f/d,--- angebiirt, erkennt man ohne Mtiho 
daB mu'li oben Bemerktem iiicbt nur allgcmein G((p)— A'(y)) ^ G( 
a,ucli fill- Jedmi Sietigkeitspuukt c/y von /’(</'), der zugleich imm( 
von /'((/') isl,, die Gb'ichimg /'(</’«)==/'(fp,) bestebt. 

Dici FimkFion /'((/) soil die zu f((p) geliorige Normalfun 
Sie is! da.nii gb-iebzeitig aucb die blormalfunktion ftir jede der v 
i.ionmi /''((/), Biambtet man nun nocb, daB von dmi 

lielien und int('grierba.ren Fuiiktionen von <p, die aus f((p) und f( 


mit 


Hr ~ r- 


, r'lt entstelien, die letztere die zu 


H“ ‘2 Hr coH if (p) r 

Normalfunktion ist, so folgt scldieBlich, daB das in den vorhei 
tra,ebtete, mit der Funktion /‘(<p) gebildete Integral: 


r<K 


1 

_ 


l jt 





— 2Br cos (i—<5p) + 


dcp 


l-7t 


iTir Piiiiki 

tier FeiJi^i'ei fq 


i iiii cleT KreibUt-lclie ileiiselbeii "Weit b 

b i M1“ t e 1111 eif r^i 1 • 



r < R 



ir 


•2J/rc‘0s t — 



Aiit* briiiiil ilieser ks-iiii niRii imtGr Uiiist(iDd.Gn 

KkF'ktioii it., ill tier biiis’^biin^ eiiiGS Ro-iidpiiiilito?!! ccy fiii cIgii 
beiilpii GroBm f 'a-fh. f 'cc-Oj nicht existiert, genauer, als es 1 
Artikt'i an drittw Stell0 geiiiachten. Lntersuchung moglicb. wai, cha 


man boi der t 1 ort das Endresultat bildenden Ungleichung, soweit 
Puiikte der Kreistiaclie oder, was dasselbe. auf die Funktion be; 

entsprecbend die GroBen K/\ A?', durcb^lie ^cboi 

auf die Funktioii /''«:) sich beziehenden CiroBen Kf AT’, Gf\ Gf’ e 


dm Punkt y = a speziell = G;f'-AT = 0, oder, was 

die Grnfien /Va-0,, fi'a+o). so ergibt sich, entsprecbend der im vorige 
Stelle geinachten Untersucliung, daB der Wert der Funktionw^,, = u^,t, W' 
den Winkel r bestimmten Eicbtnrig gegen den die Koordinaten E, a } 


anrfickt, gegen f(a-O') + R [/‘(a+0) - /(o:-0)] konvergiert nnd zwar 


in Betracht kommenden Werte Yon t. Besteben dagegen ftir d( 
nocb spezielleren Beziehungen = AT’= AT^’, oder, was d 

= f(a+ 0 ') = f{a), SO ergibt sicb, entsprecbend der im vorigen Arti 
gemacbten Untersuckung, dafi der Wert von fiir alle in I 

Werte von r gleicbmaBig gegen f(a) konvergiert, nnd es kann daber 
Falle die Funktion u, indem man ibre Werte auf dem Rande nicbt 


= f((p), sondem durcb die Gleichung = f((p) definiert, in ein 
stetige Funktion verwandelt werden. 

Aus der Identitat der Funktionen w ,, folgt weiter aber 
zwei die Bedingungen der Endlicbkeit nnd Integrierbarkeit erfilllend 
und mit der Periode 2 jt periodiscbe Funktionen f{(p), f'((p) dieselb 

liefern, wenn zu ihnen dieselbe Funktion f((p) als FTormalfanktion : 
last sicb nmkebren. Es bestebt namlieh ancb der Satz, daB zwei 

dingnngen genugende Funktionen f{(p), f'{(p) in ibren mit 
ITormalfunktionen nbereinstimmen, wenn sie dieselbe Funktion 
dies einzusehen, beacbte man, da6 in diesem Falle die Funktion i 
Stelle von tritb, wenn man in dem die Funktion definie 


Stelle von f (cf) die den Bedingungen der Endlichkeit uud Integrie: 
nfigende Funktion f((p\-f'((fj setzt, fur jeden im Innem der J 
Punkt den Wert Xull besitzt, und dafi daher dii^ Fiinktion f (f - 
vorigen Artikel beim ersten Falle Bevviesenen in jedem ihrer St- 
falls den Wert Xull besitzen uiuB. Daraus folgt aber. da6 die zu 
Nonnalfunktion fur jedes cp den Wert ZSTull besitzt. Beachtet n 
nach einem Satze des Herrn Y.Volterea*] zwei endliche und inte 
f{<f) in jedem noch so kleinen Intervalle Stetigkeitspunkte a 
diese gemeinsamen Stetigkeitspunkte immer auch Stetigkeitsp 
f[cp) — f{cp) sind, und da6 die ihnen entsprechenden Werte von f 
vollstandig ausreichen, um die zu den drei Funktionen sehoriuen 
bestimmen, so folgt weiter, daB die zu f((p) — f{cf) gehorige Xo 
stets den Charakter eiuer Normalfunktion besitzenden Ditferenz ( 

f (cp), f'((p) ideutisch ist, oder — da die zu f ((p) — f'((p') gebdrige 

schon bewiesen, fur jedes (p den Wert Xull hat — daB die Gleic 
besteht. Damit ist aber die Eiclitigkeit des zuletzt aufgestellten 1 
dem Vorstehenden ergibt sicli nun schlieBlich noch, dafi bei den 
Endlichkeit und Integrierbarkeit erfullenden, einwertigen, reellen 
2 n periodischen Funktionen f ((p) die Gesamtheit derjenigen Funkti 
Funktion liefern, identisch ist mit der Oesanitheit derjenigen, ■ 

Funktion f((p) als gemeiusame Normalfunktion besitzen. 


Man gehe jetzt auf das am Ende von Art. 5 ausgesproel 
Dasselbe kann mit dem in Art. 2 (S. 5 ) Bewiesenen, wie folgt, ziif 
„Ist f{(p) irgend eine den Bedingungen der BndliMeif u 
nugen-de, reelle, einwertige und mit der Periode 2 n periodische Fu 
anderlichen cp, so bestimmt das mit dieser Funktion f{<p) gehildete B 

l-\- 7t 

2i<;rcos(i—<p) + r* 

r< R t/ 

l — 7t 

fur das Innere der KreisfldcJie eine reelle, einwertige Funktion 
fc, = f cos t, g = r sin t) , welche die folgenden Eigensckaften besitzt: 

*) VoLTERRA, V., Alctme osBetTazioni snlle fanzioni puateggiate discontinu- 
[Battaglini], Bd. 19 (1881) S. 76—86; S. 82.) 
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/, if iiif 

ti'lii J . 1 / 

i' t Ik ■ *'11-^ 


( 2^~ 

I ~ H 


il'r Kfi is/larht iif'Jnii’itrii J’t(i/I;f r. f mit < 

sft bf|.‘ /// t!f i'St If (!)'(’u die ]}(() 

(fffd i<f iifl thmfolU isMUj: ciitUicIi crfiillcn die zi 




* rt * J“ 

i J H 'h fi i! A fi .. 

, -t * - g ^ 

Jl. Far Jid,,i Vnukf II. (f dr.s Hai/dfs hrftifzf die Funliio 




r ?/• 


/■’ <f nhd riut Iiidn-I (tr> nir f - '(f: die dadtirch be-^itinimfe Schn-anhi 


d»:r FtfhWxn far d> a I’aidd II. (f hat, ireJdw jmitire Zahl maa a 
.sf> ill h linifi. ill dial I/ifi-rridle ron (f = d liis (f = 27 i sfefs nur fur ei-iie 
Fnuktmt mjr Wn U. dir ijjvflir ai.^ a Find: nidlich i$f fiir jedeii llandjiiinl 
Sfdifjkiilxpiudd (f run fiq., ndspricht, f ^'\(f j = = f (cp)." 

Im Anschlufi an < 1 ie.-?es Eesultat soli jetzt die Prage beantwortel 
diirch das Integral dargestellte Funktion die einzige ist, welcli' 
Eigeiischaften besitzt. Zu dem Ende nehme man an, daJ 3 filr das I; 
flache nocli eine zweite reelle, einwertige Funktion cler Koordinate' 


welche die genannten Eigenschaften besitzt. Dieselbe sei mit it, ,, u 


r, ti 


•seien die obere und untere Grenze der Funktion , fiir den Punkt R, 


mit /' Fgj und f'-'icp) bezeicknet. Das Yerbalten dieser Funktion 
suckt werden. 


Zunaclist erkennt man, daB die Werte, welche Xt tlberhaupt 
obere und eine untere Grenze besitzen. BesaBen namlich die Werb 
obere Grenze, so milBte ein der Ki’eisflache angeboriger Punkt cP von d( 
dafi die Werte von in keiner nocb so kleinen um cP als Mittelpun 
Kreisllache eine obere Grenze batten. Dieses ist aber unmoglich, da c 
fflr jeden im Innern der Kreisflache gelegenen Punkt cP stetig ist und 
punkt R, (fi eine obere Grenze f^\(p) besitzt. Die Werte, welche die Ft 
haupt annimmt, besitzen also eine obere Grenze G und zugleich auch, 
Weise zu zeigen ist, eine untere Grenze K. 

Um einen genaueren Einblick in die Fatur der Funktion ; 
schreibe man um irgend einen Punkt IP' mit den Polarkoordinatei 
Mittelpunkt eine ganz im Innern der Kreisflache verlaufende Kreislini 
ihren Radius mit R. die Linie selbst mit 91 '. Pur diese neue Kreisf 
dann u^ i denselben Charakter wie die in Art. 1 fur die ursprungliche 
nierte Funktion u, und man kann daher nach dem dort Gezeigten der 

T> 1 ciy _ J. .1 1* TXT I n 


Stralil als Polaraclise, l)ezeichnet den Wert v<in , ini Punkte 1 
mit Ti (Pi’,yj), so hat man entsprechend der B'oriiiel lY. des Art.: 

271 

/' = T“ I (B\w] (Iw, welclie aiissatrt, <laB tier "Wert vtni . iiii J 

0 

arithmetische Mittel aus denjeiiig’en Werten ist, welclie «,., atif ii 
Innern der ursprilngdiclien Kveisttache veiiaufeiiden um cP als Mittel 
Kreislinie besitzt. 

Aus dem charakterisierten Yerlialten der Fiinktiou ^ tVdgt 
dem Palle, wo nicht durchaus konstant ist, weder die ohere 

untere G-renze K der Werte, welche uberhaupt besitzt, in eiiien 
Kreisflache als Wert der Fuuktioii auftreten kanu. Um diese^ 

man an, dafi die oliere Greuze (t als ^Vert der Funktioii . fur d 
Polarkoordinaten /. f auftrete, Aus der dann besteliendeii Gleicliuiig 

folgt zunAchst, daB der Wert von fur jeden Punkt R\ ig des 

mit (x zusammenfallen muB, und weiter dann — da die aufgesh 
auf jede aus der Kreisflache A" durch Yerkleinerimg des Radius A' 

flache bezogen werden kann -— daB fur jeden Punkt von A" 
Konstruiert man jetzt zu irgend eiiiem Randpunkte ffl" von A" 
Kreisflache A'", alsdann zu einem Randpunkte cT'” von A" als Mit 
flache K'" und fahrt in dieser Weise fort, Mldet also, stets im I 
lichen Kreisflache verbleibend, eine Kette von Kreisflachen, bei c 
flache ihren Mittelpunkt auf der Peripherie der unmittelbar vora 
ubertragt die fur A' gemachten Schltisse auf die Kreisflachen A", 
kennt man, daB fur jeden Punkt dieses Plachensystems den 
demnach auch fur jeden inueren Punkt der ursprunglichen zum 
Kreisflache, da man durch pmssende Wahl der Mittelpunkte und Ra( 
K”, A'", • ■ • jeden solchen Punkt zu einem Punkte des zu kons 
systems machen kann. Dieses letzte Eesultat widerspricht aber < 
Pall eharakterisierenden Voraussetzung, daB nicht durchaus 1 

kann daher in diesem Falle G, und aus denselben Grilnden auch 
inneren Punkt der Flache als Wert von auftreten. Daraus fc 

daB in jedem Falle die obere Grenze G der Werte, welche Ur,t 
wenigstens fiir einen Randpunkt A, cp als obere Grenze der Pun 

Randpunkt, und entsprechend die untere Grenze A der Weifle, v 
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annimmt, wenigstens ftlr eineri Baiidpuukt R, cp als untei’e G-i’enze de 
fur diesen Eandpunkt auftreten muB. 

Es soli jetzt weiter das Yerhalten der Fuiiktionen ) 

von (p untersucM werden. Zunilchst ergibfc sick aus der Definition diei 
in Verbindung mit dem soeben fiir die Punktion erhaltenen Resultate, 
die obere Grenze der AYerte ist, welche iiberhaupt annimmt, unc 

daB die Zabl K die untere Grenze der AVerte ist, welclie uberh 

Beacktet man dami, dafi fur jeden Eandpunkt B., ip f''^\(p)^f^^\(p) ist, s 
daB die untere Grenze der Werte, welche f‘-^\(p) dberkaupt annimmt, 
liegen, und eiitspreckend, daB die obere Grenze der Werte, welche f^^\(p) 
nimint, nickt uber G liegen kann. Die Funktionen f^'^\(p), f^\(p) genfigei 

dingung der Endlickkeit. DaB sie abei 
dingung der Integrierbarkeit erffillen, sc 
werden. 

Zu dem Ende wahle man auf 
einen Punkt B,, cp und besckreibe um 
punkt einen Kreis mit einem Radius § 
Rand in den Punkten B, (p^‘, B, (p, s 
(s. Fig. 3). Weiter wakle man auf ( 
Punkte B, cp^\ B, cp'; B, cp^ bestimmtei 
von den Punkten B, <p^-, B, cp^ verschieder 
far den die Lage B, p nickt ausgescklc 
und bescbreibe um ibn einen Kreis, d 
ball) der Kreisflache mit dem Radius p' li 
Radius q sei. Bezeicbnet man dann mit obere und untere Grei 

die t innerkalb des aus der ursprdnglicben Kreisflache durcb den I 
Radius q ausgescknittenen Gebietes besitzt, entsprechend mit f^}'>, ob 
Grenze der Werte, die innerkalb des aus der urspriinglichen Kreisfla 
Kreis mit dem Radius q ausgescknittenen Gebietes besitzt, so ist nach frilli 


T 



und 





e=o 


(p,() 



es bestehen zudem nock, wie unmittelbar ersicktlicb, die Beziehung 






Integration der Gleiclmng A u 


= 0 filr eine Kreisfliii'lie. 


Aus diesen letzten Beziehungen folgt nun, daB die mit zu bezeic 

Greuze der Funktion fiu- den Puukt y = die nicht kleiner ab 

kaun, nickt tlber liegt, und entsprecheud, daB die mit K'-Hcf) zu 

untere Greuze der Funktmn for den Puukt = die nielit ctOB 

sein kaiin, nicht unter liegt. Es bestehen also fur die OruBeu (J 
die Pugleichungen: 

r^\cp') ^ &\cp') ^ ^ ^ 

und jiiese Befern, wenn man q gegen Null konvergieren iRBt und lim/ 
= ^eachtet, zur Bestiminung von IG-Hcf') die Gleic 

G<~^) (cp') = f(^) (cp '), ( 9 ') = {(p’). 

Was dagegen die mit zu J)ezeiclinende untere Greuze der Funktii 

den Punkt cp = q> und die mit (g>') zu bezeichnende obere G renze i 

/ (.^p) den Punkt cp = (p betrifft, so ergeben sich daftir auf Grand der 

Betiacbt kommende cp bestebenden Pelation ^SP) ^ zunacbst die 

lG^\(p)'^ lG^\ip'), A G‘-’((p') und weiter aus dieseu durch Verbind 

zuletzt gewonnenen Gleiclmngen die Beziehungen: 


Verbindet man nun nocb diese Beziehungen mit den immittelbar darC 
Gleichungcn, so ergibt sich schlieBlicb: 


G(’) {<p') - w(') {cp') ^ fwicp') - rxcp'), G'^\<p') - iG^cp') 5 r^H<p;) - f 


Um das gewonnene, fur jedes der Bedingung 0 ^cp' <2n genugend( 
Eesultat zu interpretieren, beachte man, daB der Yoraussetzung gemaB dk 

Intervalls von y = 0 bis (p = 2n, fur welche > o ist, stet 

ausgedehnte Punktmenge bilden, welche positive Zahl man aucb unter 
mag. Mit Biicksicht hierauf folgt dann aus den zuletzt gewonnenen Bezii 

sowohl die Punkte (p, fur welche die Schwankung G^^\(p) — &\(f) der Pu 
Werte besitzt, die groBer als o sind, als auch die Punkte cp, fur welche 

kung G^^\(p) — K''^'>[(p') der Funktion f^^{(p) Werte besitzt, die groBer als ( 
eine nicht ausgedehnte Punktmenge bilden, welche positive Zahl man a 
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Erster Absclinitt. 


Jilt Hilfe der Funktionen 


r R 

und l ieachte, dafi der Yoranssetzung geinaS fur jeden iunerhalb des Intei 
(p = 2,7 lieaendeu Stetigkeitspunkt (f der Funktiou f((f) die Gleidiungen / 
und deiiinach auch, auf Gruud der zuletzt gewonnenen Beziehuiigei 

= 0, G^\(f') - K^"\(p) = 0 bestehen, oder, was dasselb 
halb des Intervalls von (p = 0 bis cp = 2n liegeude Stetigkeitsi>uukt 

ein Stetigkeitspunkt von f^\cp) und ist. Man erkennt dam 

durch die aufgestellten Integrale fur das Innere der kaeisflaciie besti 
uf\ fur jeden Punkt S' der Kreisflacbe denselben Wert besitzen 
liche, mit Hilfe von f{cp) gebildete, Funktion 

A.u6er den beiden Funktionen bedarf man fur die 

suckungen noch einer dritten Funktion. Um zu derselben zu gelang 

mit s die obere Grenze der Werte, welche die Funktion — 

valle von (p = 0 bis (p = 2n annimmt, versteke unter a eine der 
nugende positive Zahl, wenn s > 0 ist, dagegen die Null, wenn der s 
vorliegt, unter X eine der Bedingung X<2Bn genttgende positive Za 
dann, unter Beachtung, dafi der Voraussetzung gemaB die Punkte B, 

welcke — > o ist, stets eine nicht ausgedebnte Punktmenge 1 

ganze Zakl n von solcher GroBe, daB bei der Teilung des Raudes 
aus in n gleicke Bogen die Sumnie deqenigen Bogeu, auf denen Punktt 

fQr welcke f^^'‘{(p) — f^'^\p)>a ist, nicht groBer als X ist. Diese 
Bogen der ersten Art und bezeichne ikre Summe mit 1. Die noch ill 
dagegen, deren Summe dann 2Mtc— I ist, sollen Bogen der zweiten A 
sie sind dadurch charakterisiert, daB fiir jeden ikrer Punkte, mag er 
Oder ein Endpunkt eines solchen Bogens sein, — P^\<p)'^o ist 

in nener Bezeicknung p= wenn der Punkt B, p ein innerer Pi 
der ersten Art ist oder auch ein Punkt, wo zwei Bogen der erst( 
stofien; dagegen p = p^, wenn der Punkt B, p einem Bogen der z- 
als innerer Punkt, sei es als Endpunkt, angehort; definiere alsdanr 



Integration der Gleichung Ah = 0 fur eine Kreisfliiche. 
und bilde schlieBlich niit Hilfe dieser Funkti<jn f'icp) das Inteijral 


I JE 


i = 9 

r<R ^ 


k f ^'( 9 ) 


i?2— 


Mr cos — (pj ■— j 




Die dadarcli fur das Innere dev Kreisflache bestimmte Fimktion u, , her 
Punkt r, t der Kreisflache einen iiegativen Wert, da die unter deni lutei 
kommende Fuiiktion f [cf) und damit auch das Integralelement fur keir 
negativ ist. Beachtet man dann noeli, daB der im Integralelement 

Quotient fur cp = t seinen groBten Wert und zwar den Wert 


2 7t 


R — r 


aiin 


f isp) ~ ^5 -|- ( 2 II 71 — V) Gy diosG lotztGrG GtoBg abor wgs^gii / ^ 2 
b 

sX+2It7r.a ist, so erhalt man fur die Uiigleicliung: 

0 ^ ^ jg (sX+2R7ia)■ 


Aus deii drei diircli die aufgestellten Integrale definierteu Fiinktioi 
und der zu untersuchenden Fimktion bilde man jetzt die beiden Fii 





.(2 

V, i 


Von diesen laBt sich dann zeigen, daB sie fur keinen Punkt r, t im Im 
flache einen negativen Wert besitzen konnen. Zu dem Ende beachte : 
dieser beiden Funktionen fur das Innere der Kreisflache denselben Cha 
Oder, was dasselbe, die unter I. aufgefuhrten Eigenschaften besitzt, und 
friiher bewiesen wurde, fiir jede dieser beiden Funktionen die untere Grr( 
welche sie im Innern der Kreisflache hat, wenigstens fttr einen Punkt 
als untere Grenze der Funktion fiir diesen Randpunkt auftreten muB. 
wird der Beweis fiir die vorstehende Behauptung erbracht sein, sobald n 
daB weder die untere Grenze der Funktion Uj:^] fur den Kandpunkt . 
untere Grenze der Funktion fiir den Eandpunkt R, cp einen negal 
sitzen kann, welche Lage der Punkt R, cp auf dem Eande 91 auch habe 
Die untere Grenze der Funktion fiir den Eandpunkt R, cp is 
als die Summe der unteren Grenzen der Funktionen t fhi' den E; 

vermindert um die obere Grenze der Funktion fur den Eandpunkt . 
sprechend ist die untere Grenze der Funktion fur den Eandpunkt R, 


Erster Abscluiitl 


P'm und P^{(p) bezeichiiet warden, die untcu-e (ir(uiz(‘ (1(M' mi 
bildeten Funktion nach dem am Ende von Art. 5 IbMinn’kl.eii ni 
tlie obere Greuze der mifc Hilfe von f^‘^\(p) s,n'l)ild('ti*ii Eiiiiklioii 
CPicf) sein kann, endlich die untere Grenzo dor mii. Ililb^ 
Funktion Definition von f{(p) goinaB, .sGits f'((p] s('l)»!st i 

in diesem Artikel Bewiesenen die Beziehungcn A'*'’((/i) >/‘'-'(y j, (p 
so erkennt man, dafi weder die untere Grcmze (kn; IGinktion r,:') i 
der Funktion TJ^\ filr den Randi^unkt li, (p kleiiior a.l,s /"(</') I/'''' 

Diese letztere Grofie aber ist niemals negntiv, da, lur j('d(Mi IGi.iid] 

fiir jeden Eandpiinkt /Gy.., /"(<p,) o\ f^'\<p„] 
Damit ist der verlangte Nacliweis erlmu-lit, mid (l(miii:icli 

die ursprunglicheBehauptung, daB die Pnnktionoii/'G’ ip!] \ , u, 

fur keinen Punkt r,t im Innern der KroisHaelio ... i 

Aus ergibt sich aber uuuiitti'lbair diii Iiiigii'iclmi 

uf\ — u . ^ .'P tf-^\ f ■ u' 

und welter dann, da nach frilher Bewiesoiioin (ur jiMlmi I'mikt /■, / 
flacke = ,, ^ J- f,.-t , i.\ i, \ , ,• ,, 


j-.-i,,A I; 

Auf die* Weise ist der Wert 

geschlossen, die roe den ZaUen J und n nJ,l,;i,„K™; ,i 

r ::r 

beliebig llin ' 

pincjr.Vii,vfin„j„ • , , ' anneiiiiuni, daB dii' licui 

e^cUieBenden sich nm- durch das V„ra,iche„ ... , 

begen ™ man wid, and es kann dalier J"” 

T"™ f°“ Wert nicht liesib,,,,. |„ |,.d,„„ i.i 

Oder, wan dannelbe, es gibt aujler der l-'unkti,,,, „ „i l„ ' 

Arttels gestellte Page beantwortet'^ 


~ J/ ” i J 

.T Ii r 


Integration der Gleiehung A« = 0 fiir fine Kreisila.-he, 



..BezieU man die Fiuikte eincr Krtd.sfliiche mit dt-m Jjifhijm. 
Paidius R (s. Pig. 1) auf ein reddicinidifies Jujordinafcjisi/sfem mif dun 
and den Adisen OX, OY, (jleidizeitig aher uucli auf eiu Polarkoordinu 
Piinkte O als Pol utid der X-Adise ah Polaraclise, hezdehnet mit .r. // 
md t, die Polarkoorduiafen irgend tines im Inner// d/r Kr 

Pii/iJifes, mit Tj die reddicinJdigen, -mif R, cf, o<ij)< 2 «, die Pnlarl'/io/'dii 
auf dem Ramie 3ft der Kreisflache gelegenen Punktes. so dafd also .n =; 
^ — Reosep, g — R sim (p ist, versteld ferner u/der f((f] eiiie den Reiliiaie 
keit und Integriei-haikeit genilgende, reelle, einwe/iige u/td mif der Peru 
FiinktioH der reellen Ve/'iinde/didien ep, ersetzt aucli in neuer Rexeirknia, 
wenn cp ein der Redingitng 0X(p<2n geniigender Stefigkeifspunkf ron 
la/igt alsdann zu dieser K/-eisfl(iche unfer Aussdiluf der run den Pankfen 
Pmikte des Ramies eine reelle, einice/iige Funktio/i ti des Ortts, icelch; 
dbigungen geniigt: 


I. Fiir jede/i im Innern der Kreisflache gelegenen Punkt x, y so 


derselben Ausdehnung sollen die pa/iielleu Ferivierfen 


Oti cu 
cx ’ cy 


cu C‘%1 




cy 


exist 


stetig sein; endlich sollen die ziveifen Pe/'ivierten die Gleichung 


c^u 


CX' 


II. jBei der Annaliermig des FmiMes x, y an einen Pauidjfio 
Fmiktion ‘U endlich Neihen, oder^ ivas dasselle, sie soil fur jeden Punht 
eine obere Greuze f^^\(p) and eine 'iintere Grenze P^\(p) in dem frillier 
hesitzen; die dadurdi hestimmte Scliwanliung der FimJdion 

Bj, (p Solly ioelclie 'jpositwe Zahl man aucIi imter a verstehen may, in c 
cp = (J his cp = 2n stets nur fiir eine niclit ausejedeJmte PunJetmenge Werte 


als a sind; 

III Fur jeden PandpmU By cp^ soil u = f[cpj) und f‘^\cfj) = f 
Oder, ivas dasselbe, fiir jeden RandpmiM B^ cp^ soil u stetig sein und o 
f[cp) hesitzen; 

so kann dieses Verlangen immer durcJi eine und nur (lurch eine Funktmi ii < 
es 'ivird zugleieh der Wert von u fur alle in Betraclit kommenden Piinl 
als Funktion der Folarkoordinaten dargestellt durch die Gleichungen: 
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In dem besoncleren Falle, wo f{(p) durckweg stetig ist, sind d 
von selbst erfullt, sobald die Bedingnngen III. erfnilt sind, und di 
daher in diesem Falle durch die Bedingnngen I. und III. allein 
bestimmt. Liegt dagegen der Fall vor, dafi zwar IT] 

besitzt, diese IJnstetigkeitspunkte aber eine nicbt ausgedehnte Punkt 
ist von den beiden unter II. gestellten Bedingungen die zweite von sel 
die erste erfullt ist, und es konnen in diesem Falle die Bedingung 
einzige Bedingung ersetzt wei’den, dafi fur die Werte, vpelclie u im Ii 
besitzt, eine obere und eine untere Grenze existiert, oder, kiirzer 
Funktion u der Bedingung der Endlichkeit genilgt. Ftir den Fall, da 
IJnstetigkeitspunkte von f{<p), o<ip<in, eine endliche ist, hat diese Be( 
lichkeit zuerst Herr H. A. Schwarz''') eingefuhrt. 


*) ScwARz, H. A., Zur Integration der partiellen DifFerentialgleicliung 
Bd. n, S. 175—210; S. 196.) 


d'^u d^u 


Bestiramiing yon Schranken fiir die Werte eines m einer Kreisfla 

Poisson’seken Integrals. 


1 . 

Ftir manclie Untersuchungen ist es vorteilhaffc, moglichst eug' 
kennen, aus denen der Wert des im vorigen Abscknitte betrachteten I 



bezogen auf den im Innern der Kreisflache gelegenen Punkt ^ mit c 
naten r, t, nickt heraustritt. Seiche Schranken sollen jetzt ermittelt 
Es mSge mit If die untere, mit G die obere G-renze der 
werden, welche die den Bedingungen der Endlicbkeit und Integrierbai 
reelle, einwertige mid mit der Periode 27i periodische Funktion f((p) 
keitspunkten hesitzt. Der Pall, wo die Funktion f((p) ffir jeden ihrer ^ 
denselhen Wert c besitzt, also K==G = c und = c ist, soli hei de 
trachtungen immer ausgeschlossen sein. Setzt man dann in dem obigen . 
an Stelle von f((p) das eine Mai If, das andere Mai G, so gewinnt i 
Integralelement vorkommende Quotient ftlr jeden Wert von (p positiv 
untere und eine obere Schranke, und zwar erhalt man auf diese Wi 
noch die Gleichung: 

I r B- _ j -I 

12^ — SiiJr cos (^—gp)-(-^ 

l — TZ 

beachtet, die Beziehung: 

TT^ u . ^ G. 




Zweiter Alischnitt. 




naclidem mail zuvor nocli I ^ ^ ^ 

iBtegratioiisvariable in die Gestalt. 


gesetzt hat, durch Einftihi 





*^ + 9 ) — cosqp + ')-* 


ui«l Wide alsdann mitHilfe dieser aieichung und der aus ihi fiir r- 
den Wert von im Mttelpunlde 0 des Kreises darstellenden G1 


2 + 



'ip 


indem man znr Ibktirzung: 

9 \^) iijs —2 Jir cos qp-t-»■* 

setzt, die Gleidiung: 

ip 


welche unter AusschluB des Falles r = 0 als Ausgangspniikt fur d 
suclmng dienen soli. 

Die auf der rechten Seite dieser Grleichung hinter deiii In 
kommende GroBe g{(p) — (j{f) ist, als Funktion von cp betracktet, fur 
zwischen und 2n — xfj uegativ, fur alle Werte von </ zwiselien 2: 
positiv. Infolgedessen erkalt man sowokl fur den auf das Intervall 
auck fur den auf das Intervall 2n — rp ■ • ■ 2n yj sick beziekenden 
eine untere und eine obere Sckranke, wenn man in jedein dieser b< 
an Stelle von das eine Mai K, das andere Mai G setzt. 

diese Weise zunackst zu den Dngleickungen: 


(? 

23f 


^7£. 


2n^ip 27t-~ip 

J{9{9)-9{w)] [sivhgiv^)] ^ ^ r 

Iff Ip yj 

2n + ip 

-J yi<p)-9{v)] ^ ^ / {9{(f) 

STt-W StT-iU 


und erkalt dann weiter aus diesen durch Addition, nachdem man zu 
und reckts vornesckriebenen Inteffratiorten a.nf (Ininfl rlpv 


Bestimmuiig von Schranten fur die Ai^erte eines Poissonsclien Integrals, 
ausgefulirt liat, die Ungleiclmng; 


G—K 


It 


aQ(ip) 




aus del' daiin schlieBlicb. die Ungleidiung: 


0-K 


7t 




d Oil! 

y-hr 


(F,.) 


a — K 


7t 




df J 




(lip 


■"r, t ^^0 
0 < r < jR, 




It 


Qi}jj) 


d Q 'ib‘ 


-j- 


folgt. Die imter der Yoraussetzung O^yj^n durchgefuhi-te Ableitung 
unmittelbar erkennen, daB ftir ^ = 0 tiady = jr, da der Fall Ji= G aus 
die Gleichheitszeicken bei (F^.) zu unterdriicken siud, daB dagegen di( 
zeicheii fur jedes zwischeii 0 und n gelegeue xfi beibekalten werden milsse 
nur den Bedingungen, die zu Anfang daftir aufgestellt wurden, untern 
also die Gesarntheit der uberhaupt naoglicben Funktionen betracbtet 
Da in der Ungleicbung (F„.) an Stelle von yj jede der Bedim 
gentigende Zahl treten kann, und —von yj unabhangig ist, so 1 
wenn man noch zur Abkiirzung: 



G—K 

7t 


Q(yj)-yj 


^Q(.'fpy 

dip . 



‘m ow-®--^ 




d Q {ib)~ 

dip _ 


setzt, durch die Ungleicbung: 

C'(v'i) ^ ^ 0[y)^ 


ersetzen, bei der yj^ , ip^ irgend zwei dem Intervalle 0 - • ■ 7t angeborige Zal 
Aus dieser letzten Ungleicbung wird man, da TT(yj) und 0(yj) auBer yj 
GroBen K, G, enthalten, die engsten Scbranken fur alle diejenigen 
welchen dasselbe K, G und zukommt, erbalten, vvenn man filr d 
des Intervalls 0 ■ • • n wablt, fur welcbe die Funktion U[yj) ibren groBte 
fill’ yj^ dagegen diejenige Zabl xp des Intervalls 0 • • • jr, ftir welcbe die 
ibren kleinsten Wert besitzt. Uun zeigt aber ein Blick auf die Gleicbr 


rfr/p/d 


rt 7 — 7 l 


dip 


•JC 


yj - (G-%) 


cVQG) 


dxp^ ’ 
d^QCf) dg{ip) 


dip' 


dip 


dafi in dem Intervalle von ■g/ = 0 bis yi 


G - Un 


TTi_-;v»- 


VI 


dO(ip) 

dip 


G—K , / 1 

yj + {u^-1 


2(JJ-—r*) Br sis. Ip 
{B‘‘—2Mr cos 


= jt die Funktion U{y)) ibren gi 

^ 

/:iTn c<-l" an W^avf. ■pliT Ilf = -- Tt aiFIT 
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(F.) — X) arctg 


. /G—u. 

rsin/ 


JR—r cos — 


/ G — 


\G—K 


It 




% 


O—K) arc tg 


r sin 


li —r cos^ 


als die gunstigste in jener Ungleichung entlialtene. 

Die im vorstehenden zur Heiieitung der Dngleicliungc'n (F,,.), 
Betraclitungen lassen im ubiigen erkennen, dafi diese Ungloic.luingen, xn 
AusschluB der Gleichheitszeiclien, auch dann nocF gelteii, wonn man 
von G-, K zwei den Bedingungen 6 "^ G, K'^K gexiiigcnde Zalilen (I 
DaB bei passender Verfugnng xlber die Funlction /'((/') die (hx' 
sicb. andemdem t fur jedes r sowobl die oberc wie die untoix.i dure 
Sebranke erreichen kann, erkennt man, wenn man, unfcci’ a eim^ zwisej 
legene Zabl verstebend, die spezielle, zu der dureh die (Jleidunigon: 

f (cp) = G, wenn ~ a^cp <a, f((p) = A', weim a ^(/ 

definierten Punktion f (cp) gehorige, Funktion: 


i: 


u, 


a—K 


r. t 


% 

G — K 


% 


arctg 

arctg 


O' sin (oi -f- 1 )' 


M> — O' cos {a "I- 1) J 


-j- circ 




'2 JR. O' cos t — ^ 


—9'“) sin O' 

betrachtet. Man bat dann u.. = ^ — 




/{. — r ('OS («- /•! 

a 4- A' 


I 




7t. 


K < ( 


7Z 


a 


Ji und (irbillt ini'olg(Mlos,s(’ 
gleichung (P.) fiir die bier betracbtetc speziello Pirnktien u,., (li(i Unu-h 




ITT 


G — K) arc tg 


r sin O' , ^ 
t. - Ai U,. , 

O' COS cej = ^ 


U 


0 < 


^((/- A'janctg (j^ 


Die dadurcb filr 


Mo geliefei.’ten Sebranken woi-den ubcir von u,, 


■, I 


erreiebt, und zwar die obere fiir t = 0, die imterxi lui' f.=^n. Audi i 
siebt auf die im nachsten Artikel fblgenden Untersuelunig(u) noch liemt’ 
bei passender Verfugnng tlber die GrdBe a im Itabmen der Bedingnng 0 
GroBe jeder Wert zwiseben K und <1 aultretoii kann. 

Bildet man die Differenz der durob die Ungloichung (Ik) jiii- u,. 


Sebranken, so erbalt man fto die mit A 




zu bezeiclmonde Schwaii 


tion auf der zum Radius v gebdrigen Kreislinie die Uiigleicb 


ling: 


(S.) 


^ — — arc tg 


%Jlo' 




sin 


1 


K 


n 


Man hcaclite ziiiiaclist, dafi iintpr don Toraiissetziniirt 
jedeii positiren Wert von a* die Bezieliimg: 


arc tir (-77-- 

^ \pL-r src 


cos a: 


Ji — hr 


besteht. Setzt man nainlicli 




Hr 


11 -f £ r * 


so -^vacbst iinter den gemachten Voraussetzungen die Funkti 
ilire mit /{oo) bezeicbnete Deiivierte eigibt, bestaudig mit ^ 
■X = 0 den Wert Knll und l)esitzt daher fur positive x stets 
man nun auf die Ungleichimg (F.) die aus der ubigen Bezie 
gebenden, fur 0 < ic < n gleichzeitig geltenden Formeln: 


0< aiC tg _ rcos.^) i! —r ^ ^ (it’- 


sm^ 


an, so erbalt man die einfacheren Ungleichunffen: 


O?.-) 


R~r 


((?- kJ < - "i < Ti— {«.- 


(F,.) 


Jt -p r (^0 ^0 ^ ii; -{- r 


Die so gewonnenen Ungleicliungen (F^.), (F^.) konnen 

!m man darin dae 

yj = TC setzt und beachtet, dafi fiir diese speziellen Werte von yj, wie 
merkt wurde, die bei (F^,.) stehenden Gleicbbeitszeichen nicbt mehr zu' 
Um fur t — die giinstigsten von freien Schranken zu e 
e in (F.) vorkommende G-rofie ii^ je nach der Beschaffei 
f((p) jeden zwiscben K und G gelegenen Wert haben kann, und d 


r sm X 


It — r cos 52 


, wenn x von 0 bis arc cos ^ geht, bestaudig znnehmend d 


—====^ durchlauft, dagegen, wenn x von arc cos ^ bis tc weite: 
abnehmend die Werte von ■ - — - ■ ■■ bis 0 durchlauft. In dem Falle, 

T/mo —o 7 


dingung X<u < 


K+ a 


y~R- 


gentlgt, bestehen daher die Beziehungen: 
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und man erhalt auf GruncI derselben aus cler Form el (F.) die ernfachert 

2 . o- 2 


r 


(F 3 .) - 1 {G-K) arc tg ^ ^ i sin 

bei der das Gleichbeitszeiclien nur fur den speziellen Wert r = It cos 

jr f ✓ V 


traciit kommen kann. In dem Falle, wo der Bedingung 


K + 6 




stehen dagegen die Beziehungen: 

G - Ur 


r SUL 


0 < 


. [ G — Uq \ 

^[g-k ) 


- K 

T fell! ^ ^ ^ j 




It 


0 < 


^ ,'Ur, - K 

E—rcoB^ ^ 


/tin — K \ 

i ^ —K y 


V (x — K 

und man erhalt auf Grand derselben aus der Formel (F.) die einfacher 

r r .2 


(r.-) 


— ^{G — K) arc sin ^^Mr,< — '“0< li’ 


bei der das Gleichheitszeichen nur fiir den speziellen Wert r = 11 cos 

/vT —1“ (r 

tracht kommen kann. In dem besonderen Falle endlich, wo \ = — 5 —^ 
aus der Formel (F.) unmittelbar die Formel: 

(F 5 .) -^{G-K) arc tg ^ ^ - «o ^ I" *51 i’ 


Beacbtet m an nun noch, dafl fiir 0 <r<li die Beziehung arctg^<a 


so erhalt man aus den letzten drei Formeln die in jedem Falle giltigt 




— — {G — E) arc sin 4 ^ ^ — ( 6 ' — E) arc sin E, 


7t 


E 


TC 


It 


bei der jedoch das links stehende Gleichheitszeichen nur ftir den 


r = E cos iwrz^ > das rechts stehende Gleichheitszeichen nur ftir der 


a — K 
'u.-K 


r=B cos Betracht kommen kann. 


Auch die TJngleichungen(Fj.), (F^.), (F^.), (F^.) konnen ohne Miihe aus 
(Fg.) abgeleitet werden, wenn inan dabei noch das in Art. 1 tiher U (ip) ui 

beachtet. Setzt man nkmlich in der Ungleichung (F^,.) yj == arc cos E ^ 

direkt in die Ungleichung (Fg.) tiher, und komhiniert man alsdann ( 

Ungleichung (Fg.) mit der aus (Fg.) ftir ^ hervorgehenden Ungleicl 


Bestimmuug yon Scbranken fiir die Werte eines Poisson sclieii Intetrrals 


8 


li. 


Uiii scliliGBlicli Hiiich. nocli a.ii Stollo dor tiiii End 6 you Art. 1 fur c 
>, i j Punktion ^ uuf d6r zoin Undiiis t gGli6rig0n Kroislinip 11 r 
glGiclmng 6iii0 GinfucliGiB zii orlmltGii, ]}G3,elite ihrii, dciB der u 

Seito der Uiigleicliuiig (S.) stoliende Ausdrnck seinen grofiten Wert fiir 


nimiiit, unci cl&B ~;3 = 2circtg^ ist. Es 6rgibt sicli clnuii sotor 


H^ — r- " ""S R 

scEon von Heri’n C. ISTeujiann*) gewonnene Ungleichung; 


(S'.) 


^ I « I < ^ ( ^ ■“ tg 


r 

R 


bei der, wie das in Art. I aufgestellte Beispiel fiir den spezielleu Fall a 
Gleichheitszeichen nicht weggelassen werden darf. 


3. 

Man betrachte jetzt das allgenieinere Integral: 


u. 


n i 


I 7l 

h f [m+fAv)i] 






— 2 Mr cos (t — <p) -f- 7 


^ cl (p y 


l — 7t 


bei dem f^{(p), zwei den Bedingungen der Endlichkeit und Inte, 

niigende, reelle, einwertige und mit der Peri ode 2 at periodisebe Punktio 
Veranderliclien 99 bezeichnen inogen, unter i die laterals Einbeit zu 
encllich H, r, t, I dieselbe Bedentung wie frtiher baben sollen, und st 
AusseblieBung des Palles, wo die Punktion + f^{(p)i fbi‘ jeden il 
punkte denselben "Wert A c^i besitzt, also ist, die Aufgabe, 

welcber dem Integralwerte fur den im Innern der Kreisflacbe gelegene 
den Polarkoordinaten r, t zukommt, mbglicbst enge Scbranken zu finde 
Zur Lbsung dieser Aufgabe bedarf man eines Satzes, der zuni 
werden soil. Es mogen (cp), {cp) zwei von (p = ahis, cp = 1, a <1, d 
der Endlicbkeit und lutegrierbarkeit genugende, reelle, einwertige Punktii 
Veranderlicben (p bezeiebnen. Die Punktionen Fx{<p), F^^lpp), Fy{(p)-\- 
dann ebenfalls den genannten Bedingungen und baben zudem nirgendwo 
Beacbtet man nun nocb, daB eine reelle Punktion der reellen Veimiderli 
cp — a bis cp — 1) endlicb und fur keinen Punkt dieses Intervalls negativ 

iritpo*rip,rha,r or! Pi' Tiipht iriti 


Zwoiter Abschnitt. 


ergibt sich, dafi aucli die Funktion (f/) + (ff) deii genamiten Bedi 
Setzt man jetzt: 


a ® ^ 

bildet auf Grrund dieser Gleichungen die Grleichung: 

// + d"/ =//[ -p'l {(p) K W + K i^p) W1 

a a 

und beachtet, dafi stets: 

{(p) 't\ {yP) + d'j (9) (9) ^ yF^^lcp) d- F^"(cp) VJ-^Y(y>) + Fp^ 


+ 


ist, so erMlt man fiir + die Relation: 


j :+^ vF,^ ( 9 )+-z^?(9) yK\w)+M 


und entsprechend fiir VJ^ + J^ die Relation: 

"h 

b 

YJp+'J^< f VF^’(W+P/(<r)<i<p- 

a 

Diese letzte Relation liefert aber, wenn man dii.s Integral J,P^-\-,P, 

/-/p'.(y)+-K (</.)*]-(,. 

f ' 

a 

setzt und die Gleichungen == mod-F, ’|/J'',“(9)-f-i''„“ (9) — mod 

beacktet, unmittelbar den gewvmschten Satz in der (R'stalt: 

h 

mod mod [Fj (9) H- F.^ (9) ij dcp. 

a 

Ans der vorstebenden Untersuchung erhellt zugleicli, dafi bei dieser Reb 
beRszeichen dann aber auch nur dann zn nehmcn ist, womi die Ri 
Funktionswerte F^ (9) -h F^ (9) i in der Ebene der komplcxeii Zalilen 
Strecke ftlr alle diejenigen zwischen a und h gelegenen Stetigkeitspunl 
F^(pp) F F^{(p)i, in welcben diese Funktion nicht den Wert Null hat, ( 




Best imin mig Ton Schi'anken fiir die Werte eiiies Poisson’schea Integrals. 


Modulsatz auf das mit bezeichnete Integral an. Man erhalt auf d; 
nacbst die Eelation: 


Z-t-TT 


mod «.. 


/% t 


~ J niod[/;(9) + f^(^)i] 




jR“ — 2 Mr cos <f- 


-:z d(f. 


l^Tt 


Setzt man jetzt in dem auf der rechteii Seite dieser Relation steliendc 
drucke an Stelle yon mod [/^ (^)-f/i (^) i] die eben definierte positive 2 
winnt man fiir mod , eine obere Sckranke, die sich auf (irund der Ctl 

7 t 

J_ r _ 1 

Stt j M~ — 2Br cos {t — (p)-{■ r- ^ 

l — 7 t 


als identiscli mit G exweist. Diese obere Scliranke wilrde von dem eenai 
ausdrucke nur dami erreicbt werden, wenn die Funktion f\ {ip) /’ ((f) i 1 
Stetigkeitspunkte die Zahl G als Modul besaSe, von mod w^^^, nach dem 
satz Bemerkten, aber nur dann, wenn die Funktion zu' 

jeden ihrer Stetigkeitspunkte dieselbe Zabl x, a<y.<in, als Richtun^ 
Dann kame aber der Funktion fiir jeden ibrer Stetigkeitsp 

Wert Ge"'^ zu, und man befiinde sicb in dem schon von Anfang an ai 
Falle. Von diesem Falle abgesehen bat man daber stets: 

0 ^ mod 

Um giinstigere Scbranken fur mod u ,^, zu erbalten, verstebe man 
eine der Bedingung 0 ^yj^n genflgende Zabl, bringe bierauf die fiir t 
Gleicbung, nacbdem man zuvor nocb I = yj + t + n gesetzt hat, durcb Ei 
neuen Integrationsvariable in die Gestalt: 


27 r -f ip „ , 

f [fi(^+9) +■ fi(f + V’)'^] Ii"--2Breoscp-fr- 

yj 

und bilde alsdann mit Hilfe dieser Gleicbung und der ans ihr fur r = 0 b 
den Wert von im Mittelpunkte 0 des Kreises darstellendeu Gleib 




U. 





— 2 Mr cos 9 


indem man zur Abkbrzung: 
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Wendet man alsdann auf diese Gleichmig den oben anfgestellten Modnlf 
halt man die Ungleichung: 

2 ft + Ip 

mod [ m ,. t — 5'(v')“o] ^ r (i + <p) + fi (f + (p) \9 if) ~ 9 


%p 


welche unter InsschluB des Falles f = 0 den Ausgangspunkt fiir die 
suehung bilden soli. 

Die drei Paktoren, aus clenen sich das Element des auf der recli 
Ungleichung stehenden Integrals zusaminensetzt, sind fur keinen Wert 
Infolgedessen erhalt man eine obere Schranke fur deir Integralwort, 
Faktor mod [f^{t + (p) + durch G ersetzt. Beachtet man dann 

das von y = i//bis (p=‘2n — tp sich ei’streckende Intervall mod — (/{yp = 
fur das von (p=27i—yj bis cp=2n-{-yj sich erstreckende Intervall mod |,(/(</>)—// 
ist, so erhalt man aus der anfgestellten Ungleichung zunaclist die Ungl 


271—xp 


2 It dr xj} 


GrC (t /* 

mod [%,, - (j (y:) w-o] < - [<) (v) - 9 W] + 1^7 j [// (<1') ~ 9 (v- 


■Xp 2 ft. — xp 

und weiter dann aus dieser, indem man die Integrationen auf Gruird d 




dcp ’ 


Q[(p)=2 arc 



O' sm cp 


r cos cp 


ausfuhrt, 


die Ungleichung; 


mod 


- 9 ivd ^o] < 


o 

7t 


2 Qiy) d- {n~2yj) 


dQXyr . 

d dp _ 


Aus dieser letzten Ungleichung ergibt sich aber schliefilich, worm raa,i 
kilrzung: 

S(ip) = 2Q(-,p) -b (7t-2yj) 

setzt und sowohl die Beziehung mod mod mod 

ziehung mod ^mod mod % beachtet, die Ungleic 


(K) 


+^^iaoduo^modu,^,-modu,^^S(ip) + 


dob 


ino' 


Die vorstehende, unter der Yoraussetzung durchgefi 

von (F^.) Mt unmittelbar erkennen, daB fur yj =0 und y/ = 7 i, da 

die Punktio f. fm) 4- f. fi'ir ifirlA-n iV> TAT Plf A'f'.l (rTrATfariiTnlr+A 


iinge ■ (f i -r • (f! i nu 
lit -wurdeu. uuterworft 
iktionen u., hetrachtet. 


von r 



ua in tier ungieicuung (an oteiie von w jetie tier aeclingu 
niigende Zabl treten kann, and mod — mod i/g von ip unabliangig i 

wenn man nocli zur Abkiirzung: 


U{W) 




C(» = T ^(*^) 


cl Q (nh 
d ip 


setzt, dtirch die Ungleicliung: 

JJ(ipi) ^ mod I ~ to-od iig < 0 i^>.) 


exsetzen, bei der irgend zwei dem Intervalle 0 - ■ - n angeborige 2 

Aus dieser letzten Ungleicbung wird man, da U{ip) und 0(^ip) auBer 
Qrdfien G und mod entbalten, die engsten Scbranken fur die M 
jenigen Funktionen welcben dieselben GroBen G und mod zuk( 
wenn man fur xp^ diejenige Zabl ip des Intervalls 0 ■ ■ - n wablt, fflr we 
U(xp) ihren groBten Wert besitzt, ftir xp^ dagegen diejenige Zabl 
0---3T, fur welcbe die Funktion 0{xp) ihren kleinsten Weib besitzt. 


ein Blick auf die Gleicbungen: 


d U('il,) 
d ip 


— (G — mod + ^ yj 


2ff _,i a^-QM 






dip- dtp 


i?'r sin ip 

{R-—2Broo&ip + Ty-’ 
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amiimmt, und man erlialt claher, werni man diese Werte an Stelle von 1 / 4 , 
weise in die znletzt aufgestellte Ungleiclinng eintragt, scliliefilicli die Ur 


arctg 


rsin ^{Gr —mod^tQ) 
_ 4 Cr J 


fcos — (6r— 
Cr 


„ \ T 1 

<inod«(^mod'Mu^—arctg 


0 < r < Ef 


M- rcos 


als die giinstigste in jener Ungleichnng enthaltene. Da mod t ino< 
ist, so kann die untere Schranke, welche dnvcli die Foiniel (k.) gelio. 
dann in BetracM kommen, wenn sie niclit kleiner als — niodw^, ist, odei 

wenn ^ tg mod ist. 

Bei passender Yerfiigung tiber die Funktion fiifp) k;uin m' 

mit sick anderndem t ftir jedes r ^ JS tg mod sowohl die obero 

durck (F.) gegebene Sckranke erreicken, ftir jedes r > tg mod 

obere, aber nickt mekr die untere, wohl aber die dann an ikre Stelle 
— mod^i^. Man erkennt dieses, wenn man, nnter G eine positive Zakl 

reelle Zakl, endlick nnter a eine zwischen ^ gelegene Zakl a 

spezielle, zu der durck die Gleicknngen: 

fjcp) + = Ge’"’, wenn — a^cp <a, = — Ge"', wenn c 

definierten Funktion fiipp) G gekorige Funktion: 


,, -L I nrp fa r rsm(a + t) l , r r 3 m(o:-/)- | 

“'•.'“a r La* —rcog(o:-oJ ^ 


6 re’‘' arc tg ■ 


2]Rr cos t — cos a' 


(itl^—sia oc 


betracktet nnd berilcksicktigt, daB ftir diese Funktion = — Ge^', ivi 

ist, und daB infolgedessen die TJngleickung (F.) kier die Gestalt: 


4:Gr , [ f sin cc 

— arc to -rn- 

7t ^ V-^ +• ^ cos CC 


^ mod f — mod ^ arc tg (^ 


r sm ( 


annimmt, wakrend zugleich B tg mod in Btg(^ — ^ ilbergeht. 

ein Blick auf den ersten fur aufgestellten Ausdruck zeigt, wird 
TJngleickung gelieferte obere Sckranke von mod — mod ftir i5 = 0 un 


ilr r > 


271 liea:ende 


2Ilr cos 


iiiocI'Z/a bei 


reicbeii. Audi inosre mit ittlcksicht auf die tol^^endeii Lnt 

erden, da6 bei passeiider Tertiigung tlber die GroBe a im 

<la<n fiir mod u ieder der Bediutjunsr t) < mod < 6f 


0 < ,r < n gleiclizeitig geltendeu r ormein: 


, I / r sin ® \ ^ 0- 

0 < arc ts: -) < -r ,— 

o — r cos xl jR — r 


^ r r\ ^ 1.(1' sin x \ ^ r 

< T 5 -tg i-f, - < 

ii' — r ’ ^ — raosxj M - 


an, so erhalt man die einfacheren Ungleiclnmgen: 


(F.-) 


R—r 


((? — mod Mp) < mod — mod < - 7^1^ [T + 


(X-; 


R A 


I* ^ Y 

— {Gr-\- mod «o) < mod — mod r 


Die so gewonnenen Ungleichungen (Pi-), (Fj.) konnen aucli di] 

gleichung (P^.) erhalten werden, indem man darin das eine Mai = C 
yj n setzt, imd beaclitet, daB fur diese speziellen Werte von ip, wie 

merkt wurde, die bei (F^.) stehenden Gleickkeitszeichen nickt mehr zi 
den beiden olieren Schrauken, welche durck die Pormeln (Fi-), (P,-) fur 
geliefert werden, ist die durcli die Formel (P^.) geliefeife sfcets un 

durck die Formel (P^.) gelieferte. Die durck die beiden Pormeln ge 
Sckranken dagegen konnen nnr dann in Betrackt kommen, wenn sie 

— mod u. sind; das aber ist bei der in (P.) vorkommenden unteren S( 
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umsoniehl* fiir ^ (g’^mod u ~ Beziehung ji-j-r (<?-f kiocI’ wj < 
besteht, so erkennt man schlieBlicli, clafi die durch die Fovmel (4\.) tiir i 
gelieferte nntere Scliranke, wenn sie tiberliaupt in Betraclit kommt, 


2r 


nichfc kleiner als — mod ist, stets ungilnstiger ist als die durcli 


gelieferte. 

IJm fur mod m,. ^ — mod die gunstigsten von «o fTeien Sclirank 
beachte man, daB die Funktion ^: - r in dem Intervalle von .r = 0 

groBten Wert 




li — r cos X 

fur ic = arc cos 4, in dem Intervalle von a; 


7t 

“cT 


groBten Wert 4 fur ^ = y ^unimmt. Man erhiilt dann aus (F.) die U 


ft-) 


^ ^ arc sin ^ < luod u,.^t — uiod -Mu < ^ arc tg ^, 


tC 


wenn man nocli beachtet, daB fur r>0 die Mer vorkommonde uiito]' 

in dem Falle, wo 4 = sin 1 ^ mod und gleicbzeitig mod > 0 ist, i 

als die durch (F.) fiir mod — mod gegehene nntere Sclirank'e, und 
Falle beide Schranken den Wert — 2modW(| haben, also von inod'W,., 

keinen Umstanden erreicht werden konnen. Im iibrigen kann die durch 
fiir mod —mod Mq gelieferte untere Scliranke nur dann in Betrucht 

sie nicht kleiner als — mod \ ist, oder, was dasselbe, wenn 4 ^ sin i 

durch die Formel (F^.) fur mod m,.,, — mod geliefeite obere Schranln 
solche Funktionen erreicht werden, fur welche mod«o==() ist, dann 
die Betrachtung der gegen Ende des vorigen Artikels anfgestellten spe; 

fur den Fall a = -|- zeigt, bei jedem Werte von r. 

Auch die Ungleichung (Fj.) kann ohne Mtihe ans der Ungleichnnj 
werden. Setzt man nkmlich in der Ungleichung (F^^.) das eine Mai y/ = 

andere Mai y' = -f" beachtet das im vorigen Artikel uber U(ip) nn( 
so erhalt man die Ungleichungen; 

- — arc sm ^ < mod - mod %< — arc sm 4 , 

5*" jRS’g- r* ^ mod — mod % ^ arc tg 4 ■“ ^ 


scniuQ cies £ aues r = u, eiH 
Man betraclite znna 
‘ ‘ngefiihrten Integrale; 


i Funktion fS^f) fur jed 
die Funktion /i(^) reduz: 
enze der M^erte, ^Telch( 
gegen unter G, der in 
enze der Werte, welch 
inktion /’ (a) zukommen, 


Wert IS nil nat, 
i-erstehe unter Jv’ 
ktion in i 

ngefuhrten Bezei 
odul von f[ ((f ) 
in auch hier der 
snunkte denselbe 
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cine oborB Sclir^-nkG filr mod — wj bildot. BG^jChtot m^jii nim nocli, 


tiyeiii der links stekendo Ausdruck den groBeren Wert kat und die (■ 
mod Mo ersetzt werclen kann, daB dagegen bei negativem \ der reckts 
druck den groBeren Wert hat und die GroBe % durch - mod ersetzt 
so erhalt man scMieBlich, welchen Wert aucli kaben mag, fiir moi 
Ungleickung: 


(Fo-) 


mod [u^^t — M-o] < ^ arc tg 


rsin 


7t 


l^G 


[G — mod 


R — rcos 


7t 


Jq{Q — BlOd ttg) 


DaB bei passender Verfiigung tlber die Funktion [cp] die GroBe mod \u,. , 
anderndem t fiir jedes r die dnrek die Formel (Fq.) gegebene obere Sekr; 
kann, erkennt man aus dem am Ende von Art. 3 aufgestellten Beispiel, nachc 

x = ^ gesetzt kat. Fur die dam auftretende reelle Funktion % „ bei der 
mod \ G- ist, wird namlick durck die Formel (F^.) als obere 

mod mJ die GroBe arc tg ( j; ' qr ' ~~~ ) geliefert, und diese Grc 

mod —Mo] to i = n auck erreickt. 

Dm far mod \u^ t — '^o] die gunstigste von Mo freie obere Schranlo 
beackte man, dafi die Funktion ’ Intervalle von x = 0 bi 

R — r cos X 


groBten Wert 


O' 


YR- 


r- 


fiir X == arc cos ^ aimimmt. Man erhalt dann aus dt 


(Fo-) die sekon von Herrn H. A. Schwarz*) aufgestellte Ungleickung: 



mod — Mo] < 


4 G 

7C 


arc sin ^, 


bei der das Gleickheitszeicken nicht weggelassen werden darf, da, wie 
tracktete Beispiel zeigt, zu jedem vorgegebenen Werte r von r unter all 
Funktionen bei welcken die zugrunde liegende Funktion f\{(.p) ikr 
Werte nack die Zakl G nicht ubersteigt, stets solche existieren, ftir welche 

bei sick anderndem t den Wert — arc sin 4 erreicht. 

7C Jti 

In dem allgemeinen Falle, wo /i(9>) +den zu Anfang d 
gestellten Bedingungen unterworfen ist, gilt die Formel (F'o.) nicht mehr 


Bestimniung von Schranken for die Werte eines Poisson*bchen Integrals. 


sie gilt aber, welche Fuuktioii aucli YOiiiegen mag, uiiter alien Cn 
wie mit Hilfe der in Art 3 abgeleiteten Forinel: 


mod cj{rp)u^ < I “2 Q{^) -f (u-2xp 


dQit 

d'lj) 


gezeigt vverden kann, ftir jedes r ^ it sin mod . Die Formel fT'.) 

aucli nocli im allgemeinen Falle unbeschrankt; derm sie gelit aus d« 
scliriebeneii, ftir jedes zwischen 0 and n liegende geltenden FurnK 

hei’vor, wemi mau darin = arc cos ^ setzt imd beachtet, daB dann ■■ 

Q{'ip) = 2 arc sin ^ wird. 


Dritter Al)scliiiitt. 


Integration der partielleii Differentialgleichiing An=0 fur inehr 
Kreisflaclien iiiul melirblattrige KreisergiinziingsflacUen. 


1 . 


Die im ersten Abschnitte gewoimenen Eesultate bleiben im w( 
stehea, wean maa aa Stelle der reellea Faaktioa /’((/)) eine koiiip 

zu Grrunde legt, derea Bestaadteile f{(p), f”i(p) den im eK 

far f((p) gestelltea Bediaguagea genvlgen. Alle folgenden XJatersuchung 
auf Graad dieser allgemeiaerea Aaaahme durchgefahrt werden, jedocb, ( 
Darstelluag wegea, mit Bescliraakuag aaf dea Fall, wo die reellea, einwe 
der Periode 27t periodischen Fuaktioaen f{(p), deaea sich f((p) = 

mit Hilfe der lateralea Eiaheit i zusammeasetzt, far jedea Wert der rei 
lichen cp stetig sind. Fur diesea Fall gebt aus dear am Ende des erst 
ausgesprocheaea Satze uater Beibehaltung der dort angewandtcn Beze 
folgeade Satz kervor; 

Satz. „Es existiert m der Kreisflache X (s. Fig. 1 ) mit deni MitU 
dem Radius It immer eine und nur eine in der gansen Fldche einweH 

Funktim u = u -\-u''i des durcli die Polarkoordinatcn r, t, o<i-5-/e, i 

Gleicimngen a: = rcost, j/=rsiat fixierten Punktes x,y, welche fur jeden 
Rmdes von X mit einer vm~ge.gebenen einwertigen, stetigen und mit der Pi 
dischen ko^nplexen FunUion f{t) = f'(t) + f"(t)i der reellen Vercinderliclm 
nacli ubereinstimmt, fur jeden inneren Punkt der Xreisfldche stetige Per, 


•gp-, lesitzt und in derselhen Ausdehnung der partiellen JDiff 

Am = + ■gp’ = 0 genilgt. Diese Funktion u wird fur alle Punkte der 

Funktion der Polarkoordinaten r. t da a telU dureh dm Gleiehunfip.n- 


Integi'ation der Gleicliung A(f=0 fiir melirLliittrige Flilolienstuelce. 


Da die Funktioii u fiir jeden ini Innerii der Kreisflache geleg€ 
Differentialgleichung An = 0 genilgt, so liiBt sicli zu ilir eine einwerti 
Funktion v = v -J- r" i der durcli die Bedingung .i- + //- < Fr hesclirankt 
anderlichen a', y finden, welche ftlr jeden imieren Puukt der Kreisflacli 
knilpft ist durcli die Gleichungen: 


cv on 


Fine solche Funktion v ist fCir jeden im Inneni der Kreisflilclie gelege 
vollstandig kestimmt, sobald man noch den Wert r , den sie fur den 
der Kreisflilche besitzen soil, angibt. Unter Hiiizunahriae dieses AVertes 
namlich. zur Bestimmmig von v die Gleichniig: 


y 

>-».+/(■ 


cy ox 


dabei ist der Integrationsweg fur das reclits stehende Integral nur der B 
worfen, vollstandig ini Innern der Kreisflacke zu verlaufen. Setzl 
IV = u -\- vi, so ist die so fiir alle inneren Punkte der Kreisflache defi 
eine Funktion der komplexen Veranderlicken s = x-\-yi, da ihr reeller ' 

__ *j. *1 _ 1 _ j._ 1 _ , ^>\ • -1 _ 1 - .!_• _* _i_ olC 


mit ilirem lateralen Teile tv"i = (it'-\-v')i durcb die Gleichungen 
verkniipft ist. 


Eine Darstelluiig der Funktion w fur das Innere der Kreisflache 


auch, ohne daB man vorher v durcli Integration bestimmt, direkt gewin 
beachtet, daB die Gleichung: 


— r- . 2J2rsiii(i—qo) 

R'‘ — 22J»-cos(i—q3)-|-r- R- — ^Rraos(t —9) + r* ^ 


besteht, der hierbei links stehende Ausdruck eine Funktion der komp] 
lichen s = x + yi = re*’ darstellt, und iufolgedessen der reelle Teil des 


lateralen Teile vi durch die Gleichungen 
sich alsdann unmittelbar: 


^ ft 3 V 3 y 


3y ’ 3y 3x 


verkniipft 


%, ( + ^r, d == '^ 0 '^ + 




Re’l’‘-\-z 


d(p, 


wahrend zugleich die Koniponenten und durch die Gleic 
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Die Funktion u\ lafit sich fur das Innere der Kreisflache durch eine i 
von 0 mit ganzen positiven Esponenten fortschreitende Eeihe, deren Koeff 
unabhangig sind, darstellen, und eiitsprechend lassen sich die Punktionen 
Innere der Kreisflache dnrch Eeihen, die nach Potenzen von r mit gan 
Exponenten fortscki-eiten und als Koeffizienten Punktionen von t besitzf 
Man erhalt namlich auf Grund der Gleichung: 



und der aus ihr durch Trennung der reellen Teile von den lateralen sic 
Gleichungen: 




n=oo 


J?- — 2 J?r cos [t —qp) -|- r- 


1+^2 ■nn Cj^ , 

n = l 


2 i^f sin {t — fp) 
jR“ — 2 Rr cos — cp) -f- r~ 


n=oc 



n = 1 


zimaclist far tv, die Darstellung: 


w, — f -f- ^ i — Cq -f- Cj ^ -j- <^2 H” * * ■ H" + 


wobei 


2 Tt 


Tt 


= n^=^Jf(ip)dcp, f{cp)e-^-p>g^p 


ist, und weitex dann fur die Komponenten und von w, die Darstt 


n=co 


%7t 




^^ 0 +^ [atJ '^^r,i== ^ 0 +^ (“ f f((f)^mn(f~~~(p)dcp 

A n= 1 fj 


2 . 

Die Pnnktion w, deren Existenz in dem zu A.nfang des vorigen 
gesteUten Satze ausgesprochen wutde, ist auch dann noch eindeutig'^besi 
man die ihr auferlegten Bedingungen, soweit dabei die Deriviexten in Betra 
fur emzelne Punkte der Kreisflache fallen, es also dahingestellt sein laBt, 
Punkte die genannten Derivierten tiberhaupt existieren. Der Beweis far d 
tung soil, mit Hilfe eines von Eiemaxn*) zu ahnlichem Zwecke ei-sonnene- 
hier nur far den hei den spateren lint r uclii]U 0 An nnaanTiimRii’^i. 


u Ters 


aufgesti 


fill- den 
ftir die 


Aus diesem Yerhalten der Fnnktioii U und iliL-er Derivierten folgt dan 
dem man in derselbeii Weise schlieBt, \^de es im evsten Absciinitte 
Art. 7 fur die Fnnktion gescheben ist, daB der ’VYert der Punktic 
von 0 \-erscliiedeuen Punkt cP im Innern der Kreisflache das arithmeti 
denjenigen ^Yerten ist, welcbe die Fnnktion U auf irgend einer nm ^ 


besclniel)enen, ganz iui Innern der Kreisflache verlanfenden und den 


ningebenden noch enthaltenden Ki’eislinie besitzt. 

Um weiter dami den Zusaxnmenhang des dem Mittelixunkte 0 
YV'ertes von U niit den ubrigen Werten der Funktion U zu erkennen 
nnter eine gleicli nalier zu bestimniende Funktion der reellen Vera: 
welclie fur jeden im Innern der Kreisflache gelegenen, von 0 verschie 
dieselhen Bedingungen erfullt wie die Funktion u, beziehe alsdann das 


ff{UAU- UAU)d(cdy 


auf eine Ringflache F, welehe von zwei um 0 als Mittelpunkt mit de 
beschriebenen Kreisen S'j begrenzt ist, und reduziere es i 
Yerfahren auf Eandintegrale. Man gelangt auf diese Weise, wenn man 
daB jedes Element des aufgestellten Integrals und daher auch das gan 
Wert Null hat, zu der Gdeichung: 
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(ler Riclituog der wachsenden t ansziifilhren ist. Aus der so gewoimei 
geht iiun zunaclist, iudem mau U= 1 setzt, die Oleiciiung: 


+ 


•h 




dij 


ito 


hervor, die zeigt, daB der Wert des iiber eine ganz im Iimern der Kreisflacb 

2 


um 0 als Mittelpuukt beschriebeue Kreislinie erstreckten Integrals / (^- ^ 

von deni Radius dieser Kreislinie unabhangig ist. Diesen konstanten Wert 1 
mit c. Setzt man alsdann in der mit (G.) bezeichneten Gleichnng U = In r = 
und ftilirt zugleich bei denjenigen Integralen, welche die Derivierten von 


an Stelle der recMwinkligen Koordinaten x, y die Polarkoordinaten r, t a 
Gleichnngen x = r cos t, y = r sin t ein, so erhalt man, v\''enn man noch der 
im Punkte r, t mit bezeicbnet, die Gleichnng: 






( 6 ".) 


r — c In =j — c In r; 


Da c eine von r^, unabhangige GroBe ist, so hat der auf der rechtei 
Gleichnng stehende Ausdruck einen von unabhangigen Wert, und es ka 
auf der linken Seite stehende Ausdruck seinen Wert nicht andern, wen 
Eahmen der Bedingung 0 < sich bewegen laBt. Daraus folgt zunii 

GroBe c der Null gleieh ist, da im anderen Falle der Wert des auf der 
stehenclen Ausdrucks hei nnbegrenzt abnehmendem nicht ungeandert bk 
ins Dnendliche gehen wflrde, und man erkennt nun, indem man geg 
vergieren laBt, daB der Wert des auf der linken Seite stehenden Ausdruck 
ist. Infolgedessen kann die Gleichung (G".) durch die Gleichnng: 


2 7t 


U. 


hjK.'it. 


eirsetzt werden, die aussagt, daB auch fur den Mittelpuukt 0 der Wert 
Punktion U dort hat, das arithmetische Mittel aus denjenigen W^erten i 
auf irgend einer ganz im Innern der Kreisflache verlaufenden, um 0 al 
beschidebenen Kreishnie besitzt. 


o’enen Piiiikt c/ 

C7 

'etniclit siezuu’eiie 


lint lime 


AXXi JUXJlliVXXl \.IV. X JLX.X XOAXtlV, iXV % X X<H S_tX U. ii LlAX'Ll 

st, deii Punkt 0 weder umyebendeu nucdi eiithalt 
Terhalten der Funktionen V, U" iind dem Uiiisi 
Ireisfliiche einwertie uiid stetii*: siiid mid am San 
11 besitzeii, folgt aber, indem man in derselben 
litte zu Anfamf des Art. 7 filr die Fuuktion 7i ,., m 
Terte G-', G" als anch die kleinsten "Werte A", K" 
laupt annehmen, jedenfalls unter den filr die 1 
ten Torkommen intissen, also nicM von Xull verst 
die Funktionen U', U" filr keinen Punkt der Ki 
'Wert kaben konnen. Es besitzt also aucli A = 


der Kreisflilcdie den ^\'ert Null, oder, was dasselbe, die Fimktion u ist inii 
identisch. 


3 . 

Es moge unter z = x y i eine unlieschrankt veranderliche koni] 
standen werden, deren reeller Teil x, deren lateraler Teil yi sei. Un 
geometrisch zu reprasentieren, waMe man in einer Ebene einen Punki 
denselben zwei aufeinander senkrecht steliende Aclisen X, Yi imd ordnt 
dem man ftir jede der beiden Acbsen den Punkt 0 als Aufangspunkt d 
gesetzt und von ihm aus in der Acksenriclitung die Langeneinbeit aufg 
GroBe x diejenige Strecke 0^^ der X-Achse zu, welche den absoluten 
Lange und entweder die Eichtung der X-Achse oder die entgegengesi 
nachdera x positiv oder negativ ist, der GroBe yi dagegen diejenige S 
X'i-Achse, welche den absoluten Wert von y als Lange und entweder t 
Xi-Achse oder die entgegengesetzte besitzt, je nachdem y positiv c 
Al s Reprasentanten der GroBe z = x-\-yi kann man dann diejenig 
gelegene Strecke ansehen, welche bei senkrechter Projektion auf < 
Strecke OSl., bei senkrechter Projektion auf die Fi-Achse die Stret 
Bezeichnet man mit r die Lange der Sti’ecke mit t, u&ksti, die Grt 
um den man die Halbachse OX um den Punkt 0 im positiven Sinne 
der Drehung durch den ersten Quadranten zur EGAchse. drehen mul 
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bestimmt, soil mit Eiicksicht Merauf der Korrespondent der GroBe 
der Punkt z genamit wercleu, uiicl entspreclieiid inoge die Ebeiie der 
Z-Ebene heiBen; endlicli sollen iioch die zur GroBe z geborigen GroBen 
winkligeii, die zur GroBe z geborigen GroBen t, t die Polarkoordiiiciten des 
naiint werden. Mit Ellcksicbt Merauf wird im folgenden der Puukt ^ c 
dem Namen „der Punkt x, y“ oder „der Punkt r, belegt werden. 

Pilr die Funktionentbeorie empfieblt sicb die Aimabme, daB die 
gescblossene Flacbe ist, die nur einen unerreicbbaren Punkt, welcher „i 
Oder kurzer „der Punkt oo“ genannt werden soli, besitzt. Auf Grund di 
welcbe die Ebene, soweit sie zur Eepraseutation der Werte von z in Be 
nicbt beeinfluBt, lassen sicb namlicb mancbe Betracbtungen sowobl dor 1 
Wortausdrucke nacb einfacber gestalten, obne daB dadurcb die Strenge 
eintracbtigt zu werden braucbt. Von einem Punkte der sicb in d( 
bewegt, daB zu jeder vorgegebenen positiven Zabl 2> ^^icb ein Zeitpunkt 
von dem an der Modul r der zugeborigen GroBe z seinem Werte nac 
unter p sinkt, kann jetzt gesagt werden, er strebe dem Punkte z 
man urn den Punkt 0 der Z-Ebene als Mittelpunkt eine Ivrcdslinie mit 
so trennt dieselbe die Ebene in zwei Teile, von denen der eine den 
andere den Punkt oo entbalt, und bildet zugleich ftir jeden dieser bo: 
vollstandige Begrenzung. Der den Punkt 0 entbaltende Teil ist eino e 
flacbe, der den Punkt oo entbaltende Teil soil die zum Radius It g' 
erganzungsflacbe genannt werden. Ein positiver Umlauf um die Kreisflil 
dasselbe, um den Punkt 0, das ist ein Umlauf, bei dem die nacb in: 
Normale zu der Fortscbrittsricbtung so liegt wie die positive Ricbtimg 
zur positiven Eicbtung der X-Acbse, ist in Bezug auf die Kreisergilnzui 
was dasselbe, in Bezug auf den Punkt als ein negativer Umlauf ai 
umgekebrt. 

tiber der Z-Ebene denke man sicb jetzt eine ri-blattrige E 
Flacbe T mit einer endlichen Anzabl von Windungspupkten ausgebreitet 
Punkte der Z-Ebene liegen dann n Punkte der Fliiche T, wenn di( 
dieser Stelle keinen Windungspunkt besitzt; dagegen nur t Punkte, we] 
liber dieser Stelle r Windungspunkte von den Ordnungen v^—1, k — 1, 

sitzt und v^-i - = n ist. Ein Windungspunkt wird namlicb ein V 

von der Ordnung r — 1 oder ein l)-facber Winduno'spunkt genannt w 


Integration cler Gleiehung Aw — 0 fiir iiielirMattiige Fliiclienstiicke. 

einziger Puiikt anziisehen. Die soeben defiiiierte in sicli ziirucklaiifeiicle 
eiiiB y-facli6 ikreisliiiie nncl der von ihr begrenzte, den Bn—If-feclieii ^ 
als Mittelpunkt enthaltende Teil der Flaelie T eiiie n-blattrise Kreisf 
werdeii. Oline gegeii diese Definition zu verstofieii, kanii man eineii Pi 
Windungspunkt ist, auch. als eiiien (J-faclien indnngspiiiikt aiiselieii, imd de 
soli im folgeiiden bei alien Untersuchmigeii, die sicli anf eiiien i —li-tac 
punkt beziehen, der Fall v-=l nicht ausgeschlosseii sein. Jedem iiber ci 
der Z^-Ebene liegenden Punkte cT der Flache T sollea nun die zuin Punkt- 
Wei'te von z, x, y ebenfalls zugeordnet werden. Wird im folgenden vor 
der Flache T, deneu der Wert z ^ a znkommt, nur einer betrachtet, so 
als schon durch die Anschauung bestimmt, der Punkt z = a oder einfache 
genannt werden; konimen dagegen von den geuannten Piinkten mehrere 
Betraclit, so sollen zu ihrer Unterscheidung dem Buchstabeii a irgend 
Iiinzugefilgt werden. 

Besclireibt man in der Z-Ebene urn den Punkt ^^ = 0 als Mittelpui 
linie, deren Radius li so groB ge^vablt sei, daB dieselbe die samtliche: 
Punkte der -Z^-Ebene, flber denen Windnngspunkte der Flache T liegen, ( 
achtet, daB jedem Punkte S' dieser Kreislinie «Punkte 
entspreclien, und bestimmt alsdann die Linien, welche die Punkte c 
der Flache T beschreiben, wenn der Punkt S' von einer Anfangslage ans 
vollstandig dnrchlauft, so entsteht in der Flache T ein Liniensystem, das 
Falle ans n getrennten einfachen Kreislinien besteht, im allgemeinen 
aus q getrennten mehrfachen Kreislinien, von denen die erste eine j/j-fac 
eine ?/ 2 -fache, • • •, die (f" eine rj-fache ist, wahrend zugleich die Beziehung 
besteht. In dem genannten einfachsten Falle soil nun fiir ju, = 1,2, ■■■ 
die Kreislinie hegrenzte, sich einblhttrig ins Unendliche erstrecke 
Flache T als eine znm Radius B gehdrige Kreiserganzungsflache mit d 
haren Punkte Sic, angeseheu werden, und es sollea zngleich, nachdem so 
den Charakter einer geschlossenen Flache erhalten hat, die n den Char; 
Wiudungspunkte hesitzeiiden Pmilcte Si,^, ■ ■ ■, die dem Punkte 

entspreclien den Punkte der Flache T genannt werden. Liegt dagegen c 
Fall vor, so soli fiir x = 1,2, ■ ■ ■, q der durch die y,,-fache Kreislinie I 
als r,,-hlattrige zusammenhangende Flache ins Unendliche erstreckende Tei 
als eine gescblossene Flache mit dem unerreichbaren Punkte cF ^, der dj 

O OOjg 

rl iCk'v* "P-piiTi/IT?tAl* ('i/ —"I— fn P.ll ATI "VFlTi flllTl CTftT'lT 
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eiiier gesclilossenen Flache erlialteii hat, die q Pnnkte * ■ * ? » 

Punkte c/* der Z-ETaene entsprechenden Pnnkte der Placke T heiBen sol] 

Pie Page eines Punktes in einer den (r-l)-faclieu Windungspunkt 
der Flache T als Mittelpunkt enthaltenden r-blattrigen Kreisflache die 
gehfiren moge, kann man dadurch bestimmen, dafi man den Punkt ; 
koordinatensystem bezieht, welches den Mittelpnnkt s = a der Flache 
irgend einen der r Eadien, welche man vom Punkte ^ = a aus in der posit 
der X-Achse ziehen kann, zur Polarachse hat, und bei dein der posit 

sinn so gewahlt ist, daB eine Drehung urn ~ die positive Eichtung der Ji 

positive Eichtung der ]F?]-Achse uberfuhrt. Zwischen den so defiuierten Po 
r,t, osr-<fl, eines Puiiktes der Flache X*’' und dem zugehorigen 

besteht dann die Gleichung: 

s -= X -\-yi== a + re‘'= (fl'-f r cos t) + (u"+ r sin t) i, 

und es entsprieht zugleich jedem von s = a versehiedenen Punkte der F 
bestimmtes Wertepaar r, t, wie umgekehrt, wahrend der Punkt 0 == a durch 
r = 0 hestimmt ist. 

Eine Funktion f = f(x,y) soil eine in der Flache einwertige 
Ortes Oder Punktes x, y genannt werden, wenn zu jedem Punkte x ,yi 
und nur ein Wert von f gehort. Eine in der Plilche JO''> einwertige 
Punktes x, y liefert im allgemeinen eine v-wertige Funktion der reel 
lichen x, y in dem durch die Ungleichung {x-df^ hestimmt 

Z’-Ebene, da jedem von cv, a" versehiedenen Punkte x, y dieses Gebi( 
von entspreehen. Ptihrt man aber an Stelle von x, y die ehen defi 
koordinaten r,t ein, indem man /”=/’(.u, </)=/(«'+r cos t, a"+r sin if) setz 
durch f in eine einwertige Funktion der beiden reellen Yerilndexlichon i 
darin besteht der Nutzen, den die Einfuhrung der GroBen r, t gewahr 
man alsdann das Verhalten einer soldien in der Flache X^''^ einwerti 
/*=/’(a?, 2/) =/(a-f-r cos a pr sin if) des Punktes x, y bei unbegrenzt ab; 
so sind drei Palle mbglich; entweder konvergiert f(a'pr cost, u"+r 
begrenzt abnehmendem r gleichmaBig fur alle Werte von t gegen eine von 
rd\tf^ = \\mf(d+rcoBt, a"prsmif) zu bezeichnende GrbBe, und es ist zuglei 

oder es konvergiert f im angegebenen Sinne gegen die mit f„ bezeichneti 


Integration der Gleieliung Ai/ —0 fiir mehrldattris'e Fliiehenstiifko. 

0 = a stetig genanut werden; im zweiteii Falle besitzt sie dann fiir dei 
eine hebbare, im dritten Falle endlicb eine laicbt liebbare Unstetigkeit. 

In abiilicher ^eise, wie es im vorstebenden bei einei* ^'-bUlttrigeu I 
gescbehen ist, kann man auchbei einer deu (r-l)-fachen Windmigspuiikt 
enthaltenden j/-blattrigen Kreiserganzimgsflacke die zum Eadius li s 
die Lage eines Punktes cP durcli Einftihruiig von Polarkoordinateii besthni 
Ende lege man durcb den Punkt ^ zu der die Flaclie K’'-'' begrenzei 
Kreislinie eine konzeiitrische y-faclie Kreislinie, deren Punkten dami 
mit demselben Modul r entsprechen, ziehe kierauf von einem beliebig ge 
aber auch far alle Falle festzubaltenden, der v dem Werte z = Ft e 
Punkte der Begrenzungslinie einen Strahl in der positiven RicMuiig der 
die durcb ^ gezogene Kreislinie in einem Punkte A treffen moge, und 
dann die Lage des Punktes auf dieser zmn Radius r gekbrigen Kreisli 
gabe der Lange r • I desjenigen Bogens A<F dieser Kreislinie, deu man, \ 
in der Richtung der abnebmenden y ausgebend, durclilaufen muB, uni z 
zu gelangen, setze endlicb t = —I. Zwischen den so definierten Polarko 
05 i>- 2 .», eines Punktes ^ der Flacbe und dem zugehOrigeu 

bestebt dann die Gleicbung: 

0 = X yi = >'A‘= (r cost) -f (r sbi#) i, 

und es entspricbt zugleicb jedem Punkte 0 der Flacbe ein besti: 

paar r, t, wie umgekehrt. 

Eine Funktion f = f(cc, y) soil eine in der Flacbe einwertige 
Ortes Oder Punktes x, y genannt werden, wenn zu jedem Punkte dies 
und nur ein Wert von f gebort. Eine in der Flacbe einwertige 

Punktes x, y liefei-t im allgemeinen eine ^/-wertige Funktion der reel 
licben x, y in dem durcb die TTngleicbung bestimmten 

Z-Ebene, da jedem von verscbiedenen Punkte dieses Gebietes v Pui 
entsprecben. Fiihrt man aber an Stelle von x, y die eben definierter 
naten r, t ein, indem man f=f(X', y)=f(rcost, rsiiiiJ) setzt, so gebt 
eine einwertige Funktion der beiden reellen Veranderlicben r, t bber. B 
alsdann das Verbalten einer solcben in der Flacbe K'^'^ einwertigen Funl 
= f(rcos^, r sin if) des Punktes x,y bei unbegrenzt wacbsendem r, so s 
mbglich; entweder konvergiert f=f[rcost, rsint) mit unbegrenzt wacbsenden 
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niit /111) bezeichnete Grofie und es ist /^ci) von dem der Funktion f fur d 
zukomnienden Werte versckieden; oder endlich, es konveigieit f entwec 
nicht gegeii eine von t unabkangige Grofie oder dock niclit im angegebei 
ersten Falle, aber anch nur in diesem, soil die Funktion f fur den Pun 
ijennnnt werden; ini zweiten Falle besitzt sie dann fiir den Punkt oo^ ^ 
ini dritten Falle endlich eine nicht hebbare Unstetigkeit. 


4 . 


In der uber der Z-Ebene ausgebreiteten «-blattrigen Flache T s 
um den ()'—l)-faclien Windungspunkt z = a als Mittelpunkt beschriebene y-ft 
eine y-blattrige Kreisflache abgegrenzt. Der Radius der begrenzein 
moare mit R bezeichnet werden. Die Lage eines Punktes s in dieser Flilc 


sick durch die zu diesem Zwecke im vorigen Artikel eingefiihrten, mi 


Gleichung: 


e== X yi = a re 


ti 


verkniipften Polarkoordinaten r, t bestimint. 

Zu dieser Flache AT'’' soli nun eine in der ganzen Flkche einwertij 
Funktion u = u + u"i des Punktes x, y bestiinmt werden, welche ftir jed 
des Randes von mit einer vorgegebenen einwertigen, stetigen und mit d( 
periodiscken komplexen Funktion fit) = f'{t) -f der reellen Verande 

Werte nach iibereinstimmt, fiir jeden voin Punkte z = a verschiedenen ’ 

der Flache stetige Derivierte besitzt und in derselben k\ 

partiellen Differentialgleichung ku = 0 geniigt, walirend es dahingestellt b 
die genannten Derivierten fur den Punkt z = a existieren. 

Zur Lbsung der gestellten Aufgabe nehme man an, dafi eine Fi 
verlangten Art existiere, und bezeichne den Wert, den sie im Punkte r, t ( 
besitzt, mit Bezieht man alsdann die Punkte r, A o<rv;B, o.<(<; 2 r«, d( 

und die auf Grund der Gleichung: 

i = r + = re‘' 

ebenfalls durch Polarkoordinaten fixierten Punkte r, t, o<r< 2 «, der in 

liegenden, durch den Mittelpunkt ^ = 0 und den Radius M bestimmten 
wech IseitifiT eindeutifif a.ufeina.ndfir rlnrfb rlip ftloiiibiinrTovi • 


Integi ation der CTleicliung — 0 fiir mehrbMttrige Flilchenstiicte. 

aus clenen sich fiir die zugelidrigen GroBen a', ^ die 



R 


(z 


i 

V 


a i 

T“ 


jK 


I 


ergibt, und ordnet der Flache K eiue Funktiou u = u- 7 des Pimktes J\ i 

Gleicluiiig = bei der r, t den deni Piinkte r, t entsprecliendeii Piinkt < 

bezeiclinen soli, setzt aiicli f(vt) = f(t) und beachtet, daB daiiii die Gleicln 
bestehfc, so ist die so definierte Fnnlvtioii u — da die Beziebunff u- j = u , 

O r,t r,t 

Bedingung 0 genitgende r l 3 esteht, 10 ^^ allenthallDeu stetig ist 1 

chungen (G„.) zufolge einer in JiT'’* stetigen Fnnktion des Pimktes r, 

ill K stetige Funktiou des Punktes r, t entspricht — eine in der ganzen 
einwertige und stetige Funktiou des Punktes ir, y, die fiir jeden Punkt B, 
mit der Funktiou f{t) deni Werte nach ilbereinstinnnt, die zudeni, wie 
werden soli, fur jeden voni Punkte 2 = 0 verscliiedenen inneren Punkt ■ 


Berivierte 


dw cu d^io 


dx^ dy ’ ’ ‘by 


j besitzt und der Differentialgleicliung A« =0 ge 


sich daher auf G-rund des in Art. 2 dieses Abschnittes bewiesenen Satzes 
durch die Gleicliungen: 


27E 


(D-) 


u 


r.T-hJm 




— 2 r cos {t — 9 ) -j- 5 * 


d(pj 


u 


B, t 


f{^)> 


DaB die durch die Gleichung fhr die ganze Kreisflache 

Funktiou -it in der Tat, wie behauptet wurde, fur jeden von 5 = 0 verschie 

Punkt r, t der Flache K stetige Derivierten ^ besitzt und d 

gleichung Am = 0 genugt, laBt sich auf folgende Weise zeigen. Man I 
einem passend gewahlten Radius B eine ganz im Innern der Flache B 

nicht durch den Punkt a ■ gehende einfache Kreislinie, welche den dei: 
von K entspxechenden Punkt r, t unischlieBt, aber einen von r, t verschi< 

punkt r^, dem in der Flache K der Punkt r^, \ entsprechen moge, b( 
den Punkt r, t durch Polarkoordinaten q, t, os,q<r', o .< r < 2rt , auf den Punkt 
und den durch ig in der positiven Eichtung der X-Achse gezogen 

T> /-vl -Mrk /»"V» otz-v nrTrri iCVTl ZlTl n 'T' nrvrl rlpn '7.U rlAn PnnTrf.A'n 


CO 
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mit /(Vj. 

Kreisliuie 


Xuch tiiiher Bewieseneiii bestelit claiiu fur jedeu iin IiiuBin 
begrenztm TeUes cler Fladie A'") gelegeuen Punkt r, t die Gle 





^R' Q cos(i:—I5p)-t- Q 


idq>, 


raid auch, uacMem man 


V 




It 



_ 2 R' Q sill (r—qp) 

— 2 R Q cos (r — (p) -f- 



gesetzt hat, die Gleichimg: 


27t 


2Tt 


+■ ^rJ 


r,‘ 


1 /V s E'e'!'‘-lr Qe^''. _ 1 Tr ■gV'"'+ 


Pilhi-t man jetzt in die letzte Gleichung mit Hilfe der vorher aufgestellten 
durch 'vvelche die Flachen K^'\ K puiiktweise aufeinander bezogen wur 
der Grofien r, t\ r^, 4 die GroBen r, i; ro,io ein, beaditet, daB dann ii 
raid bezeicbnet entsprechend diejenige Funktion von r, t, in welche 
Vjrj, SO erhalt man, wenn man noch ro^*°‘=^o setzt, fur 


%.r 




Ke’f'^ niz'’-g^) 
~S(z"—go) 



Beachtet man nun noch, daB aus dem die rechte Seite dieser Gleict 
Integrale die GroBe u^j hervorgeht, wenn man die unter dem Integralzeicliei 
nnd stehende rationale Funktion der komplexen Verilnderlichen s- 
ihren mit F{x, y) zu bezeichnenden reellen Teil ersetzt, nnd daB diesei 

fiix jedes in Betracht kommende Wertepaar ijc, y stetige Derivierten -p- 
besitzb und der partiellen Differentialgleichung = 0 geniigt, 

schlieBlich, dafi die Funktion u in der Tat fur jeden von ^ = 0 verschi 
Punkt r, t der Flkche K stetige Derivierten besitzt und i 

gleichung Aw = 0 geniigt. 

Ftlhrt man jetzt in die vorher gewonnenen, die Funktion u fur j' 
der Flache K darstellenden Gleichungen (U.) an Stelle der GroBen r, t 


^ '1 jh <3.61 Grl6icli'o.n a ~0 iiii’ melirlilattri^re Firn^honstucke. 

O 


daun in iibergeht mid da6 die Gleichung l^e.steht 


die Gleichungen: 


V 7 t 


(D.) 


IC 



2 V7C 


fir) — 


M 


H 


2 ^’r’ cos ^ 


Y d(f 


a 




fd 


—|— jr 


bei denen, ebenso wie im folgenclen, unter r’ die GroBe Vr, miter li' 

zii VGrsteheii ist. Dieso CIleichungBn siiid aligeleitet worclGn auf (iruiid 
daB eine Fiinktion u der verlangten Art existiert. Mit Riicksicht liiei 
schlieBlicli nocli gezeigt werden, daB die diircli die Grleicliiin2:en lU. 

O' , 

Fiinktion u in der Tat eine Funktion der verlansrten Art ist. iSTun f 


nachst — da die Gleichung 


u 


r-.i 


fiir jedes der Bedingung 0 ^ ^ i 


besteht, zi-y allenthalben stetig ist und den Gleichungen <&„.) zufolge einei 


Funktion des Punktes r, t inimer eine in stetige Funktion des Pm 


spricht, aueh fit) ist —- daB die erhaltene Funktion u eine in der gam 

einwertige mid stetige Funktion des Punktes a;, y ist, die fttr jeden P 
Randes von K^’’^ mit der Funktion fif deni Werte nach ubereinstimm 
Funktion u aber auch. ftir jeden von ^ = u verschiedenen inneren P un' 


stetige Derivierte besitzt und der Differentialgleichung L 


erkennt man, indem man beachtet, daB bei dem die Funktion darsteUe 
der zwischen ficp) und cl<p stehende Ausdruck, der Gleichung: 


1 . ± ■■ 
V 1' 


a'e' AG—' 


i ULi i ±i 

V V ^ , V V ^ 


1 1 


JK e -{-r e 


It — r 


O T) ^ V * / i 

2 i? r sin 


1 ; 


B e — {z —a) 


i i- 

V n " V v '• 

jK e 


r e 


— 2jR^r^ cos (-——) + 


V 




1 1 


B —2JR 


\ y / 

T COS I 


gemaB, der reelle Teil fi einer im Innern von allenthalben einwertige 
Funktion fi + vi der komplexen Veranderlicheu z = x-\-yi ist und info 
Funktion der reellen Veranderlichen •£, y betrachtet, ftir jeden vom Pun 
schiedenen inneren Punkt der Flache nicht nur stetige Derivierte nacl 
jeder Ordnung besitzt, sondern auch der Differentialgleichung = 0 genii 
die Gleichungen (U.) dargestellte Funktion u genugt also in der Tat den ' 
Artikels aiifgestellten Bedingungen und ist zugleich, -wie aus dem Gan 
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Satz 1 . in (kr liber der Z-Ehene misgehrelteten n-Uattrigen F 
eine tan den [v-lj-fachen Windungs^unkt z = a als 3IiUelpunkt mit dem 
schriebene v-faclie Kreislinie eine v-hlaftrige Kreisfldcke ahgegrenzt, so exi 
KrehfUiclie immer eine tend nur eine in der gamen Kreisflacke einwertige und s. 
M = des durdi die Polarkoordimfen r, t, a<t<^r7t,^auf Grutid 

z = X + yi = are” fixietien Punktes x, tj, tcelche fur jcden Punkt M, i 
von A"'”’’ niit einer rorgegebenen einicertigen. stefigeu und mit der Perlode 2v 
komplexen Funkfioti f{t) = f{i)Ff'{t)i der reellen VeranderUclwn t dem We- 
einstimnit, fiir jeden vom Pii-nkte s = a ve-rsclnedenen inneren Pwnkt der 


Derivierte j-., ^ besitxt -mid in derselhen Ausdelinuny der partiellei 

gleicJimig A2« = ^ + ^ = 0 ge-niigt. Diese Ftinktion u -wlrd fur (die Pmikte d 


als Ftinktion der Pola-rkoordhiaten r, t dargesfelU durcli die Gleichunge-n: 


(D..) 


f{v) 


±± /. 

V V ft — cp 


2JS r cos 


dip, 


/■(O. 


Zu der Funktion u laBt sicli eine einwertia-e und steti^e Funktio 
des in seiner Bewegung auf das Innere von beschriliikteix Punktes 
welclie fur jeden von 0 = a verschiedenen inneren Punkt der Flaclie 
knupft ist durch die Gleichungen: 


dv dtt d'V dib 

dx dy ^ dy dx 

Eine solche Funktion v ist fiix jeden im Innern tod gelegenen Pun 
standig bestimmt, sobald man ihr noch die Bedingung anferlegt, fiir den 
0=^a^a+d'i der Flache eine vorgegebene GroBe als Wert zn l)es 
also ist. Unter Hinznnahme der GroBe Vq erhalt man naiii 

stimmnng von v die Gleichang: 


dabei ist der Integrationsweg fur das rechts stehende Integral nur der Bee 
worfen, vollstandig im Innern von zu verlaufen. Setzt man alsdan 


Integration der Gleiebung A!f = 0 fiir mehrLluttrige Flaelienstiicke. 

O 


2 V7C 


2V. 


i 4" '^r, f — % i "h 7 


SV 7 t 


fiv'j 


R"e" -i- 


■a) 


1 f . 


T>^ 

it e 


{:-~(r 


(I (f , 


wahrend zugleicli die Kompoiienten und tv.( von ir^ durcli die Gleichi 





^r,t=Vo 


0 <r < 7?, 

0 < t <2v7t. 



bestimmt sind. 


Die Fuuktion w. laBt sicli fur das Innere von durcli eine n: 

von mit ganzen positiven Exponenten fortschreitende Reilie, deren 

von ^ unabhangig sind, darstellen, und entsprecbend lassen sich die Punkt 

JL 

fill’ das Innere von durck Reilien, die nacli Potenzen von t' mit gan 
Exponenten foi’tschreiten und als KoefSzienten Punktionen von t besitze: 
Man erlialt, unter Beriicksichtigung der am Ende von Art. 1 geniachten Ei 
zunilchst fur w, die Darstellung: 


w .— — Co + Cl {p — o) + Co {z —u} + • • • + c^{z —a) + 


wobei 


\vrt 


2v7t 


Co==Mo + ^^o*, 



C« = 

n>0 


vicM 0 



(f 


e 


' cl(fi 


ist, und weiter dann fur die Komponenten und von w. die Darste 


*=«0 f((p) cos n dtp 


2v7t 


72 = CO 


2v7t 


R 


IL ^ 

V 


f f((p) sin? 2 (- 


n — 1 


0<t <2vfr. 


Bei den vorliergehenden Betrachtungen ist der Fall, wo v ==1, der 
also ein O-facher Windungspunkt der Plache T, und entsprecbend die Fla 
einfacbe Kreisflacbe ist, wie schon frilher bemerkt, nicht ausgescblosse 
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«>4 


5. 

Auf Gruiid des im vorhergeheaden Artikel gewonneneii Satze 
jetzt die allgemeinere Aufgabe losen, zur Placlie eine Pimktion u = 
stimmen, vvelcke fur alle vom Puukte z = a versckiedenen Punkte x,y i 
ebeaso verkult, wie die in dem Satze definierte Funktion it, fur den Pu 
in Jersell>en Weise unstetig wird me eine gleich naher zu cliavakterisiei 
Funktifm M = «'+i77, in dem Sinne, dafi die Differenz u — u sich in der 
Punktes wie eine fur diesen Punkt stetige Funktion verbalt. 

Znnachst soil die Funktion u definiert werden. Zu dem Ende fiil 
Flilc-he einen mit I zu bezeicknenden Schnitt vom Punkte 0 = rt 
(lurch die Gleiehung /=0 bestimmten Eadius bis zur Begrenzung, bez 
diese Weise aus der Plache entstandene, von der zum Eadius B gelio 

Kreislinie und den beiden Seiten des Scbnittes I begrenzte Flache mit . 
alsdann dem durch die Polarkoordinaten T,t, o<,<r, auf Grund 

z=r + ?//=fl + /-e“' fixierten Punkte x, y dieser Plache die durch die Glei 

(s-a)*' (.z—ay (s—ay (■£' — «)’' 


Bin 


V 

r r 


I-* 


4 - ^ 

' m ^ 


m- 


bei der die S irgend welche komplexe Ifonstanten, die teilweise 
Null haben konnen, bezeicbnen und unter In die reelle GroBe_~ 

r ^ 


ist — bestimmte GrOBe w, zu. Die so auf die Plache Iff") bezogeue 
(3ann in dieser Plfiche, vom Punkte = a abgesehen, eine einwertige und 
es Punktes sc, y, deren Werte in je zwei auf versckiedenen Seiten des Schn 
aber demselbeu Werte von ^ entsprechenden Punkten r=r ^ = 0 un 
fech die Gleiehung = 2 verknvlpft sind, wenn (lie durch 

Seite des_ Schnittes I die positive, die durch t=2yK bestimmte Seite 

^nt wird. Nach diesen Torbereitnngen definiere man jetzt die Fi 
deiyenigen Ausdruck, welcher aus dem erstfi-n 


4 .-. — 


Integration der GleicljUEg Am — II ftii' inelirLlattrige Flrieheiistuclvf 

O 


del geiianuteii Funktioneii von z ilixe Interalen Teile treteii liiOt, n 
definierten Fuuktionen u, v werden dann als Funktioneu der Polarkmird 
gestellt durcli die Gleichungen : 






1 ■ 2, ___ f . _ 2t 


Sln4 + 4cos-F + ^ 




Q 


qj 


Sill 


2. 


CO: 


Sill 


I ^ 

+ -f COS — 


2t 


Q 


m 


Sill 


m t 


und es ist zugleich UK = Ti^^t +v^^,L Die Funktion ist in der Flilclie K' 
z==a abgesehen, eine einwertige und stetige Fnnktion des Punktes -x, 

jeden Punkt B, t des Randes von A'to mit der durck die Gleicdiung f(t. = 
eimvertigen, stetigen und rait der Peiiode '2%'n peiiodisclien Funktion c 
ilnderlichen t dem Werte nack ubereinstiinint, fiir jeden voni Punkte ^ = « 
inneren Punkt dei* Flacke stetige Derivierte nack x und y von jeder C 
und in derselben Ausdehnung der Diiferentialgleickuug Aii = 0 geniigt. 
mit der Funktion v ikrer Entstekung gemafi fiir jeden voni Punkte z = n 
inneren Punkt der Flacke JPO* verkniipft durck die Gleickungen: 

dv dll dv du 

dx dy " dy dx 


Nackdem so die Funktion u definiert ist, gelangt man durck 
legungen zu dem folgenden, die Losung der zu Aufang des Artikels ges 
entkaltenden 


Satz n. „Ist in der iiber der Z-Ehene ausyebreiteten n-hidftrigen 
eine uni den (y—'i^)-fachen WindunyspunJit z = a als MittelpiinJd mit dem 
schriehene r-fache Kreislinie eine v-Uiittrige KreisfliicJie algeyrenzt, so ex 
Kreisfldche immer eine und nur eine Funktion tt=ti des durcli die j 

r, t, o£.r^R, o&i<sv7t, auf Grund der Gleiclmny z = xyi = a + re“ fixieriei 
die fur jeden vom Punkte z = a verscliiedenen PmM der Flacke einirertig 
fiir den Punkt z = a aker in derselben Weise unstefig tcinl wie die durck d, 



Sin 


9* 


+ 4 


cos 


V 


r 


.So ^ . 

+ COS ~ +■ 






m 

tn 

- V 


COS 


7nt 


fur jeden vom Punkte z^ a verscliiedenen Punkt der Flacke definierte komple. 
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periodisclten Icomjjlexen Fimliion f{f) = f’{t) + der reelJen Veramleylkhen i 

ticich iihe/'c'i}isii>iu)>t, endlicli fib' jaden i' 0 )ii Punldc z = (i' vcyschicdcncn iwioct 


Flaclie sMujy Feyirkrte 

Aj{ = ^,= 0 genihjt. Biese Fmildion u wird, wenn man noch die cinwc 


dx- dij^ '' ^ 

unci mit der Periode 2v7i periodisclie Fmddio'r der reellen VcrcmderhcJien t, h 
fur r=Pi idergeht, mit f(f) hezeklinet^ ftlr jedeu vom Pmlde z = a verscJdedenc 
Pdciche als Fimliion der Polarl'oordinaten r, t dargestciJt diireli die Gleivlnirgen 


(U,.) -1- ^ 


[fi.9)-fi.9}\ 


1 1 J 

2 JR r cos f- J + r 


^d<p. 


Dafi durch die Gleicliungen (U^.) in der Tat eine Funktion u der ver 
fur jeden vom Punkte z = a verscMedenen Punkt der Plilche dargestellt v 
sich unniittelbar, wenn man die oben erwalmten Eigenscbafteu der Funktioi 
gleicb die aus Satz I des vorigen Artikels sicli ergebenden Eigenscdiaften 
Verbindung mit u auftxetenden Integrals berucksiclitigt. DaB diese Funkt 
auck die einzige derartige Funktion ist, ei'kennt man, wenn man beacMet, 
einer Funktion u der verlangten Art und der gegebenen Funktion li gebildt 

u = u~u dadurcb in eine in der ganzen Plache einwertige und stetis. 
verwandelt werden kann, daB man ihr fur den Punkt z = a, fur den sie 


zunachst nicht besitzt, die der Yoraussetzung gemaB existierende (IroBe g = li 

r - 

als Wert zuschreibt, und daB die so vervollstandigte Funktion u — da sie 


fiir jeden vom Punkte z=a verscMedenen imreren Punkt der Flache stetigi 


du dii d^u 
dx’ dy^ dx^’ dy^ 


besitzt und der Differentialgleichung A« = 0 genflgt, 


auch 


Eandpunkt B, t mit der Funktion f{t) - 'f(t) dem Werte nach tibereinstiu 
Grund von Satz I des vorigen Artikels durcli diejenigen Gleicliungen dargi 
welche aus den dort angegebenen Gleichungen (U^.) hervorgelien, wenn n: 
durch u, f((p) durch. f((p) - f{(p) und f{t) durch f(t) - f{t) ersetzt. 

Zu der gewonnenen Funktion u laBt sich erne einwertige und stetit 

O c. 

v = v Fv"i des in seiner Bewegung auf die Flache nach AusschluB der B 


linie r = A und des Punktes 0 = a beschrankten Punktes 00 , y finden, welch 

— —1^1 1 Tl "I .. /'Jl*! “» ^ 


Integiation clei Gleieliniig — 0 fur melirblrittiige Fliic'beiistricke. 


Bine solclie Funktion r ist fiir jeden der erwaliiiten Puiikte .r. jj you K 
bestimmt, sobald man nocli den "Wert welclieii sie filr den aiif der ] 
des Sclinittes I gelegeiien Piinkt r = t = {)^ besitzeii soli, angibt, 

zuiialiine der GroBe erliMt man nainlicli ziir Bestiniiiiiiiiif von r die ' 



dabei ist der Integrationsweg filr das reclits steliende Integral nur den 
nnterworfen, den Schnitt I nicht zii tlbersclireiten imd weder den Pun 
ancli Punkte der Begrenznngslinie zu enthalten. Bine Darstelln 

Funktion der Polarkoordinaten r, i lafit sicli aber anch direkt <^ewinnen, 
am Elide des vorigen Artikels durchgefCihrte Untersuchung imd das in c 
iiber die Beziehungen zwischen Ti und ? Gesagte berucksiclitigt. Man erbi 
Miihe fur die Darstellung: 



wobei C,: eiiie nur von -r und . der vorgegebeneu GroBe „ abbangige GrO 
die als Funktion clieser GrbBen erhalten wird, wenn man in der vorstehen 
r, t in r, 0 tibergehen laBt nnd die Gleichung iV',o=** beacktet. 

Die Funktion v ist filr jeden den Bedingungen 0 <y < E, 0 

Pnnkt r, t der Fldehe K^'’^ einwertig und stetig, wird fur den Punkt z = < 
Weise unstetig wie die Funktion v und besitzt zudem in je zwei auf versch 
des Schnittes I gelegenen, aber demselben Werte von eutsprechenden I 
t = Q und r = r, t = 2vn Werte, die durch die Gleickung 
knilpft sind. 

Setzt man jetzt to^u + vi, so ist die so fur jeden nicht auf der 
linie r = B liegenden und auch nicbt mit dem Punkte z = a zusammenfa 

der Plache definierte GroBe iv eine Funktion der komplexen Veranderli( 
Diese Funktion w^, die durch die Gleichung: 
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der Flilclie A.'*’’ em'W'erfcig imd stetig, wird filr deu Punkt s = a in 
unstetig wie die Fanktion u\ imd besitzt zudein in je zwei auf verschn 
Schnittes I gelegenen, aber demsellDeii Werte von * entsprecbe^denj^^ui 


und /■ = /', ^ = 2 }' 7 r Werte, die durch die G-leichung iv 


-b 




'Wt 


iV, = 


Sind. Unter Berucksicktigung der am Ende des vorigen Artikels durcl 
suchung erbiilt man sclilieBlicli nocb filr w. die Dai&tellung. 


«r,i+ 


1 ^ 2 


JL ‘ -i- 

(s —a)‘' (« — «)’■ (s—a) 


{z — a) 


JL -S. 

+ Cg+c^(^—ct) +c^(s—a) H- \-c„(^—a) + 


wobei 


2r7t 


2 V7t 


Cn 


vjtB 0 


ist. 


6 . 


In der iiber der Z-Ebene ausgebreiteten I'i.-blattrigen Flae.be ; 
y-facile Kreislinie eine den (j/—l)-fachen Windungspunkt enthal 
Kreiserganzungsflache abgegrenzt. Der geineinsame Modul der 
der begrenzenden Kreislinie gehorigen Werte von z nioge init II In 
Die Lage eines Punktes s in dieser Flilcbe denke man sick durck die ; 
in Art. 3 dieses Abscknittes eingefubiten, mit z dnrck die Gieichung: 

s = X + yi = re*\ 


verknupften Polarkoordinaten r, t bestimmt. 

■ Zu dieser Placke soli nun eine in der ganzen Flache einw 
Funktion uu' i des Punktes x, y bestimmt werden, welcke filr 
des Randes von mit einer vorgegebenen einweitigen, stetigen und m 
periodiscken komplexen Funktion f{f) f'if )der reellen Vera 
Werte nack ubereinstimmt, fur jeden vom Punkte oo^ verscbiedenen 


Flache stetige Derivierte 


dio du d^u 
dx ’ dy ^ 


d^u 



besitzt 


und 


in 


derselben 


partiellen Differentialgleickung A'W = 0 genttgt, wahrend es dahinges 
wie die genannten Derivierten sick verkalten, wenn der Punkt x, y 


Integi’ation der Gleichurg A?< = 0 fill' mehrljliittiige Flaelienstiicke 

besitzt mit den Wert, den sie im Punkte besitzt, mit u^r, = 

man alsdann die Punkte r>R, cler Flaclie A"''^ und du 

Gleiekung: 

z='x-\-yi = re“ 


ebenfalls durch. Polarkoordinaten tixieiten Punkte i\ f, o<« 2 .-r. der 

7 7 7 

liegenden, durch den Mittelpunkt ^ = 0 und den Eadius A bestimmt 
wechselseitig eindeutig aufeinander durch die Gleichungen: 



indem man zugleich, entsprechend der aus diesen Gleichungen fiir 
GroBen s, s sich ergebenden Beziehung: 

J_ 

b'' 



als Korrespondenten des Piinktes oo^''^ den Puukt 5=0 erklart, und or< 
eine Funktion u = des Punktes r,t zu durch die Gleichungen u 
wobei r, t den dem Punkte r, t entsprechenden Punkt der Plache 
setzt auch f{—vt) = ~f(t) und beachtet, daB dann die Gleichung = 
ist die so definierte Funktion u — da die Beziehung \--t=Ur,t hrr je( 
0 < r ^ A geniigende r besteht, aUenthalben stetig ist und den Gl< 
folge einer in stetigen Funktion des Punktes r, t immer eine in 1 
des Punktes r, t entspricht — eine in der ganzen Kreisflache K einw 

Funktion des Punktes x, y, die fui- jeden Punkt A, t des Randes mit 
dem Werte nach iibereinstimmt, die zudem, wie durch die in Art. 4 a 
den Stelle angewandte SchluBweise gezeigt werden kann, tiir jeden 

verschiedenen inneren Punkt von K stetige Derivierte 1- 

Differentialgleichung Aw = 0 genrigt und die sich daher auf Grand d( 
Abschnittes bewiesenen Satzes darstellen laBt durch die Gleichungen: 


Hit 


^7t 


(U'.) 


U: 


r A 


I 7t j ^ 


K 


B — 2Br cos {t —qp)-|-r 


d(p, 


0 
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mit Hilfe der Gleichmigeu (G^.j iind zugleicli an Stelle der Integrationsv'ii 
neiie Integrationsvariable cp durcli die Substitution cp == ~ ein? indem 

daB dann i^ t ubergelit, und daB die Gleicliungen ^oo(0? f ^ 
stehen^ so erhalt man die Gleichungen; 


2vtc 


(D '.)«, 



B 


1 1 


JR, — 2 r cos 


gp— t 


-j-dw, ■«jr)=liin u 
— >'•••00 


V J r > 72, 

0>2> —2 I'TT, 



bei deneii, ebenso wie im folgeuclen, nnter r’’ die GroBe unter 72' 
zu verstehen ist. Diese Gleichungen siud abgeleitet wordeii auf G: 
nahine, daB eine Punktion ti der verlangten Ai-t existiert. Mit Kuelcsich 
also schliefilich uoch gezeigt werden, daB die durch die Gleichungen (t 
Punktion u in der Tat eine Funktion der verlangten Art ist. Nun folgt 


da die Gleichung 


u 


ryt 


fur jedes der Bedingung 11 geniige 


u. 


allenthalben stetig ist und den Gleichungen (Go-) zufolge einer in K ste 


des Punktes r, t immer eine in 7i’'^'> stetige Punktion des Punktes r, t ei 


= ist 


dafi die erhaltene Punktion u eine in der ganzen Plriche J 


und stetige Punktion des Punktes x, y ist, die fur jeden Punkt II, t des K 
mit der Punktion f(t) dem Werte nach ubereinstiniint. DaB diese Punktic 
fur jeden vom Punkte oo'’'^ verschiedenen inneren Punkt der Ifliiche ste 

r besitzt mid der Differentialgleichung Ak^ = 0 geniigt, erl 


du du d~u 


dx ^ dy ^ dx^ ^ dy‘ 

dem man heachtet, daB bei dem die Punktion u,.^, darstellenden Integral( 
f((f) und d(p stehende Ausdruck, der Gleichung: 


1 <P : 


z It e 


i X/ i- Xi 

V V V v'- 

re jR 6 


R 


1 1 


2B,' sin 


1 <p 


X 

z — E e 


I X/ 

r r " VI 

-Be 




1 1 


r e 


B" -2BWoh 




-h 
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1 1 


B ' — 2 ’ r' cos 


cp- 


gemaB, der reelle Teil fi einer im Innern von allenthalben eii 

stetigen Punktion fi i-ri der komplexen Veranderlichen z = x + yi ist 
dessen, als Punktion der reellen Veranderlichen x, y betrachtet, ftir jeden v^ 


Integration, der Gleichung Am = 0 fiir melirbliittrige Fliichenstiieke. 


Anfang des Artikels aufgestellten Becliiigungen und ist zugleich, wie aus cl< 
Untersiichung urunittelbar hervorgeht, die einzige derartige Fuiiktion. 

Die in diesem Artikel bis jetzt erbalteneii Resultate lassen sick 
folgenden Satz zusammenfassen: 

Satz ni. „Ist in der iiher der Z-Uhene ausijehretteten n-blditriijen J- 
eine der Cileicliu'ng mod z — li entsprechende v-fciche Kreisihue ehie den 
Windimgspiinkt enthulteride y-hlCdtrige Krciserganmngsflaclie ahgegren. 
su dieser Kreiserganmngsflaclie immer eine tmd nur eine in der ganzen Fid 
und stetige Funktion ti =tt'-\-u'i des durcli die Folarkoo-rdinaten r, t, r>Tt, o>t >-2 
der Gleichung z = x + yi = rd' fxierten Funktes x, y, tvelche fiir jeden Piinld F 
um niit einer vorgegehenen einicerfigen, sfetigen -und mit der Feriode 2v. 

komplexen Funktion f(t)==f{t)Ff"(t)i der reeJlen Veranderlichen t deni Werte 
stimmt, fiir jeden vom Punkte oo^’'^ verschiedenen inneren Fiinkt der Fldclie 


vierte 


r\ r\ k) 4j 

Oli' CU 0'‘U O-^U 


dx^ dy^ dx~ ’ dy 


3 lesitzt und in derselhen Atisdehnmig der partidlen Diffei 


Am 


+ ^ == 0 gcnuyt. Diese Funktion uird fiir alle Punkte der FI 

c X’' 0 y ' *■ 


Funktion der Folarkoo-rdinaten r, t dargestelU durcli die Gleichungen: 


2r/r 


(D..) «.v 


V7t 



f'(F) 


r 


JR. 


R 


■^r' r cos 

V ' 


jd(p, 


r... oo 


V 



f{<f 


r>R, 

Q^t>'~2vTt. 


Zu der Paiiktion laBt sicli eine einwertige und stetige Fnnktic 

des in seiner Bewcgung auf das Innere yon besclirankten Pnnktef 

welclie fur jeden yom Punkte yerscMedenen inneren Punkt der Placl 

yerkntipft ist durcli die Gleickungen: 

dv Bit d-v _ du 

dy’ Fy ~ dx 

Eine solcbe Funktion v ist fiir jeden im Inneni von X'W gelegenen Pui 
standig bestimmt, sobald man ihr noch die Bedingung auferlegt, fiir d( 
eine vorgegebene GroBe'Wo(,(i) als Wert zu besitzen, so daB also 

liinzunahme der GroBe vj.v) erkalt man namlich znr Bestimmung von v c 
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’verlaufenden Integrationswege erstreckten Integrals konvergiert, wenn c 
dem Punkte zustreM. Setzt man alsdaiin «• = so ist die so f 

Punkte Ton definierte Grdfie w eine Punktion der koinplexen 

Auf Grimnd der letzten vor dem aufgestellten Satze stehei 

erkalt man ohne Miihe: 


— 2v7t 


w. 





fXcp)^ 


+ J? 


A 2.; 

]' r 


-1 
V V 

R e 


clcp, 


wahrend zugleich die Koinponenten und ''"on w, durcli die G lei cl 



— zrn 


X X 
2 R O' s 


^(l(p, fi(p} 


B 


1 1 


2 jR r c 


r>Ej 

0> t > — 2vn^ 


bestimmt sind. 

Die Funktion w, lafit sick, fur das Innere von durch eine 

X 

( 1 \ ^ 

—j mit ganzen positiven Exponenten fortsckreitende Peihe, dere; 
von 2 unabkangig sind, darstellen, und entspreckend lassen sich die Pun 

X 

far das Innere von durch Eeihen, die nack Potenzen von mi 

tiven Exponenten fortschreiten und als Koeffizienten Punktionen von t besi' 
Man erkalt, unter Berflcksichtigung der am Ende von Art. 1 gemaekten 
zunackst far w, die Darstellung: 


wobei 


'^z — ‘^r,t p — ^0 -f- Cl 



2 


H-+ c„ 



^0 ^ **ooW "k 


%vn 







ist, und weiter dann fur die Komponenten und yon die Dars 


Integration der Gleidmng A« = 0 fiir melirWattrige Flaclienstiicke. 

Bei den vorhergehendea Betrachtungen ist der Pall, vro r = l. de 
also eni 0-faclier Windungspunkt der Flache T, und enfcsprechend die Fla( 
einfache Kreiserganzungsflache ist, niclit ausgeschlossen. 


1 . 

A,uf Grund des ini vorLergelienden Artikel gewonnenen Satzes III li 
die allgemeinere Anfgabe losen, zur Flache eine Funktion u = u- 
stimmen, welche fur alle vom Punkte ooW verschiedenen Punkte r, y dei 
ebenso verhalt, wie die in dem Satze definierte Funktion u, fur den Pui 
in derselben Weise unstetig wird wie eine gleich naher zu charakterisieren 
Funktion u u u i, in dem Sinne, daB die Differenz ti — Ti far den 
stetig bleibt. 

Zunaclist soil die Funktion ti definiert werden. Zu dem Ende fi 
der Flache vom Punkte B, 0 der Begrenzung aus langs des durch c 

t = 0 bestimmten Strahles einen mit seinem Endpunkte dem Punkte co^’) 
Schnitt I, bezelchne die auf diese Weise aus der Flhclie entstandene, 
Radius B gehorigen y-fachen Kreislinie und den beiden Seiten des Schnitte 
Flache mit und ordne alsdann dem durch die Polarkoordinaten r, t, 
auf Grund der Gleichung ^ = a:-|- 2 /^ = fixierten Punkte x,y dieser Flac 
die Gdeichung: 

_ _ 1 _ _ 1 _ ^ 

W ^ 111 ^ ’ -f* £1 ^ ^ “f* £2 . -j- ^ 


S Inr" F Qir" s'"’e + 


"f* £ 




^ m~L 

V V 

r e 


bei der die S irgend welche komplexe Konstanten, die teilweise aui 


J- 

FTnll haben konnen, bezeichnen und unter Inr’’ die reelle GroBe 



ist — bestimmte Grbfie zu. Die so auf die Flache bezogene Pm 
dann in dieser Flache, vom Punkte oo^’'^ ahgesehen, eine einwertige und stei 
des PunktesiT, y, derenWerte in je zwei auf verschiedenen Seiten des Schnitte 
aber demselben Werte von z entsprechenden Punkten r = r, ^ = 0 und r = 
durch die Gleichung w+ — w~ = 2ni^ verkndpft sind, wenn die durch t = 
Seite des Schnittes I die positive, die durch t = — 2rjr bestimmte Seite 
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Multiplikatoren besitzenden Funktionen von ^ ikre reellen Teile treteu 
zeickne zugleich denjenigen Ausdrnck, welcher dadnrch entstekt, daB ma 
genannten Funktionen von z ikre lateralen Teile treten laBt, mit vi. Di( 
Funktionen werden dann als Funktionen der Polarkoordinaten v, t d: 
die Gleickungen; 



I- -i. 

S In r '■ +• Si f '■ cos 


, 0 - 1 - 
-t COS 


u 


m 

+ •• • + S„r’' cos 


m t 


V. 


rj 


S 


+ Sir’’ sm — + Ssr’ sin — H-+- ' sin 


V 


und es ist zugleick = -f-A Die Funktion u ist in der Flilcke A" 

ooW abgeseken, eine einwertige und stetige Funktion des Pnnktos x, y, w 

Punkt B, t des Eandes von mit der durck die Gleicliung f(t) = 
einwertigen, stetigen und mit der Periode 2yzr periodisclien Funktion c 
anderlicken t dem Werte nack ubereinstimmt, fur jeden voin Punkte oo^' 
inneren Punkt der Flacke stetige Derivierte nack x und y von jeder ( 
und in derselben Ausdeknung der Differentialgieickung Au = 0 geniigt. 
mit der Funktion v ikrer Entstehuug gemafi fiir jeden vom Punkte oo^' 
inneren Punkt der Flacke verkniipft durck die Gleiclmngen: 

dv 3u dv du 

dx dy^ dy dx 

Nackdem so die Funktion u definiert ist, gelangt man durck 
legungen zu dem folgenden, die Losung der zu Anfang des Artikels ges 
entkaltenden 

Satz IT. ,,Ist in der ilher der Z-Ehene cmsgehreiteten n-UdUrigen 
eine der GleicJiung mod ^ jR entsprecJiende v-fadie Kreislinie eine dc 
Windtmgspunkt enthaltende v-Udttrige Kreisergmmngsfldehe abgegr 
zu dieter Kreisergdnzungsflciclie immer eine und nur eine Funliion u = %(• 
die Eolar'koordmaten r, t, r>n,^>i>^^r7t^ auf Grund der GleicJmng z ='.v + g 
Punktes oo, y, die fur jeden vom Punkte nerschiedenen Punkt der Eldol 
stetig ist, fiir den Punkt aJber in derselben Weise unstetig wird wie 
Gleichung: 


Integration der Gleichung Ai( = 0 fiir mehrWattrige Flachenstucke. 


alls Werfe I'on t gegen cine voii t unahlidngige GrdJSe konvergicii f]?e fet 

RanclgmnU B, t mit einer vorgegelenen eimcaiigen, stetigen uml mif /let 
periodisclien konqdexen FtmUion f(i)^ f (t) + der redlen Veramkrlkhe 

iittcli lihe'}eliistuii^idf endlicli f*iiT gedc'}i voni Bmdde verscJdvde}ie)i ihuc 

Blache stetige JDerivierte g, g, g hesifzt uml der paiikllen I)life 

Am = ^2 + ^ = 0 geniigt. IJiese Funkfion u icird, ivenn man mch die eh 


U)id mit der Periode '2vn gyeriodiseke Fiuddion der reellen Ycrilnderlklien t 
fiir r = B'ilhergelit, mtt f(f) hezeiclinef, fur Jeden vom Punkte rermhiede 
Flaclie als Funktion der Folarkoordmaten r, t dargestellt durch die Gkichuw 


— 2v7i 


(u,) 




'r,t 




'r,t 
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B — 


JL Jl. 

2B r cos 


(^) 




li 


R,i 
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DaB durch die Grleichungen (U^.) in der Tat eiue Puuhtion u c 
Art fur jeden vom Punkte oo^’’ verschiedenen Punkt der Flache da] 
ergibt sich unmittelbar, wenn man die oben erwahiiten Eigenschaffcen d 
nnd zugleich die aus Satz III des vorigen Artikels sich ergebenden Eigi 
hier in Yerbindung mit u auftretenden Integrals beriicksiehtigt. Dafi die 
aber anch die einzige derartige Punktion ist, erkennt man, wenu man 
die mit einer Funktion m der verlangten Art und der gegehenen Funktii 


u — u dadnrch in eine in der ganzen Flache einwerti; 


Diflferenz u 

Funktion des Punktes x, y verwandelt werden kann, dafi man ihr fur d' 
fiir den sie einen Wert zunachst nicht besitzt, die der Voraussetzung gem. 
GroBe g = f'-ls Wert zuschreibt, und daB die so vervollsb 


tion u — da sie im iihrigen fur jeden vom Punkte oo'’’^ verschiedenen 


der Flache stetige Derivierte g. g. g, g besitzt und der Differentialgl 

geniigt, auch fiir jeden Eandpunkt B, t mit der Funktion f(t) — f(t) dei 
hhereinstimmt — auf Grund von Satz IH des vorigen Artikels durch d 
chungen dargestellt wird, welche aus den dort angegebenen Gleichungei 

gehen, wenn man darin u durch u, f{(p) durch f{(p)—f{(p) und f{t) durch /■(; 
Zu der gewonnenen Funktion u laBt sich eine einwertige und st( 
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dv du d‘V 

dx dy^ By Bx 

Eine solche Eunktion v ist fiir jeden cler erwahnten Puiikte x, y von K 
bestinnnt, sobald man nock den Wert . welchen sie fiir den auf der ] 
des Schnittes I gelegenen Punkt f = /, t = 0, besitzen soli, angibt. 
nahme der Grdfie v,.o erhalt man namlicb zur Bestimmung von v die Gl 

P.O 


dabei ist der Integrationsweg fiir das rechts steliende Integral nur der 
unterworfen, den Schnitt I nicbt zu nberschreiten nnd auch nicht Pr 
gi’enzungslinie r = B zu enthalten. Eine Darstelliing von v als Punkti 
koordinaten r, t laBt sich aber auch direkt gewinnen, wenn man die 
vorigen Artikels durchgeftihrte Untersucliung und das in diesein Artike’ 
ziehungen zwischen u und v Gesagte beriicksichtigt. Man erhalt dan 
ftir v,.^t die Darstellung: 


— 2 V7t 


'^r,t == ^r' + '^r,i 


2V‘. 


L ^ / 4. 


^ _ 2 r sin 

[f(<p) - f(<P)] -T-X3~ 

B'' — r" COS 


(V)+-' 


wobei G-. eine niir von / und der vorgegebenen GroBe abhilngige Grc 
die als Fnnktion dieser GroBen erhalten wird, wenn man in der vorsteher 
r, t in r, 0 ubergehen laBt und die Gleichung = 0 beachtet. 

Die Punktion v ist fiir jeden den Bedingungen r> B, 0 ^ ^ — 2» 

Punkt r, t der Flache einwertig und stetig, wird fur den Punkt cx)^ 
Weise nnstetig wie die Punktion v und besitzt zudem in je zwei auf versct 
des Schnittes I gelegenen, aber demselben Werte von s entsprechenden ] 
i = 0 und r = r, t = — 2vn Werte, die durch die Gleichung — ■y = 
verkntlpfb sind. 

Setzt man jetzt w = u vi, so ist die so fur jeden nicht auf dej 
linie r = B liegenden und auch nicht mit dem Punkte oo^ zusamnienfe 

der Flache definierte GroBe w eine Punktion der komplexen Veranderli 
Diese Punktion w„ die durch die Gleichung: 


Integration der Gleieliuiig A ?(= 0 fiir nielii'blattrige Fiiiehenstucke. 

dargestellt wircl, ist fiir jeden der Bedingung/•>Ii, —geniigen 

der Flache einwertig und stetig, \vird fur den Punkt =c'’' in de 

unstetig wie die Funktion w, und besitzt zndena in je zwei auf verschiedei 
Schnittes I gelegenen, aber deinselben Werte von z eutsprechenden Punk 
und r = r, t = — 2vn Werte, die durch die Gleickung — ic~= u-* — n 
knCipft sind. Unter BerticksicMigung der am Ende des voiigen Artikels < 
Untersuchung erhalt man schlieBlicb noch far die Darstellung: 


= ^r,t + %,ti = S In + Sa;?’- d-F 


P Co + q (y) + Co (y) F • • • + c„ (-f) F 


wobei 


— 2vrf 
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72> 0 
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ist. 


Yierter Alschnitt. 


Integration der partiellen Differentialgleiehung A« = 0 fiir eine v 

konzentrischen Kreisen begrenzte Ringfiache. 


1 . 

In der Z-Ebene sei durch. zwei um den Punkt z als Mittelp 

Eadien E, E, r>r, bescbriebeiie Ki-eise W eine Ringflache abgegreiizt. I 
Punktes z in dieser Flache denke man sick durch die frilher eingefuhrten 
die Gleichung: 

z = X + yi= re*‘. 


verkniipften Polarkoordinaten r, t bestimnit. 

Zu dieser Eingflache soil nun eine in der ganzen Flache einwertij 
Funktion u = u + 'd'i des Punktes x, y bestiinmt werden, welche fur jed( 
der Eandlinie ^ mit einer vorgegebenen einwertigen, stetigen und mit d 

periodischen koinplexen Funktion f(t) = f(t) d- fur jeden Punkt E, t d' 

mit einer vorgegebenen einwertigen, stetigen und mit der Periode 2? 


komplexen Funktion der reellen Yeriinderlichen t den 

ubereinstimmt, fur jeden inneren Punkt der Flache stetige Derivierte -1^ 

besitzt und in derselben Ausdehnung der Differentialgleiehung Aw = 0 gei 
Lafit sick eine solche Funktion u bestimmen, so ist dieselbe zugle 
den aufgestellten Bedingungen genugende Funktion. Mmmt man nanali 
eine zweite derartige Funktion sei, und bildet alsdann die Differenz Hi = u 
eine in der ganzen Eingflache einwertige und stetige Funktion des Punkt< 

fur jeden Punkt der Eandhnien ^ den Wert Null hat, ftlr jeden inne. 


Flache stetige Derivierte 


dx ^ dy ’ 


dx^ ^ 


^ 2 

besitzt und in derselben Ausdehnui 


Integration der Gleicliuiig Am=0 fiir eine Ringfliiehe. 

Funktion pschehen ist, daJB sowohl die groBteii Weite O', G" als aucl; 
W^eite K, K , welche die Fuaktionea u, u ia der Riagflaclie tlbeidiau' 
uatiei dea fill die Raadpunkte auffcaeteadea FaaktioasTrei’tea vorkoaiaiea 
aiclit yoa Null veischiedea seia koaaea, uad daB deaiaacli die Fuaktioa 
Faakt der Riagflaclie eiaea yoa klall yei'sclaedeaeii \V eid lialiea 
hat also auch u = u-a far jedea Puakt der Riagflache dea Wei-t Null <j 
selbe, die Fuaktioa u ist aiit der Fuaktioa u ideatisch. Die gestellte Ai 
deiaaach, weaa sie uberhaapt losbar ist, aur eiae eiazige Losuiig. 

Was aua die Behaudluag der Aufgabe betriflft-, so kaaa dieselbe ai 
die Behaudluag der beidea eiafacliereu Aiifgabea reduziert werden, welchi 

durch hervorgehea, daB laaa das eiae Mai /(f) = 0, das aadere Mai f(t) = 0 ! 
sich aaailich diese beidea speziellea Aufgabea losea, uad bezeichaet uiaa di 

erstea mit JJ, die der zweiteii mit U, so bildet die durch die Gleichua 
defiaierte Fuaktioa zi die Losuag der ursprtlaglich gestelltea Aufgabe. 2 
hierauf soli jetzt zunachst die erste spezielle Aufgabe behaadelt werdea. 


2 . 

Die Bestiiauiuag der soebea defiuiertea Fuaktioa U, der die Bedi 
erlegt siad, fiir jedea Puakt J2, t der Raadliaie ^ aiit f^f) dem Werte i 

zustimiuea, fiir jedea Puakt JR, t der Raadliaie ^ dea Wert Null zu besit 
aiit Hilfe einer Methode durchgefiihrt werdea, die luan passead als k 
successivea Iiiflueazeii bezeichaea kaaa. Diese Methode ist iai Priazip voi 
ersoaaen uad spater daaa voa dea Herrea C. Neumann**) uad H. A. Schwa 
ausgebildet wordea. 

Uai diese Methode im vorliegeudea Falle aaweadeu zu koaaea, 
alleia die gegebeue Riagflache als dasjenige G-ebiet aufzufassea, welches c 

Lillie ^ begreaztea Kreisflache uad der durch die Liaie ^ begreuztea Eire 
flache geiaeiasaai ist, uad die Aaweaduag der Methode hat daaa ia der 
folgea, daB aiaa auf Gruad voa Satz I und you Satz III des vorhergeheade 

Mubphy, R., Elementary principles of the theories of electricity, heat and molecular act 
(Cambridge 183^3, S. 98—98.) 

Neumann, C., Untersuchnngen uher das logarithmische iind Newton’sche Potential. (. 
1877, S. 310—338.) 
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ftir die Kreisflaclie Punktionen ■■■, ftir die Kreiserganzungsflac 

■■ ■, in der Eeihenfolge u^\ ■ ■ ■ dadnrch bestimmt, daB 

dei fur die Kreisflache zu bestimmenden Funktion die in der Aufgabe 
Punktion fit) als Eandfunktion vorsclireibt und alsdanii fur ot = 1,2,3, 
der fur die Kreiserganzungsfiache zu bestimmenden Punktion W®’"' langs 
dieser Plache der Gleicbung gemaB, die Werte der fur die 

bestimmenden Punktion Mngs des Eandes ^ dieser Plache ( 

^ gemaB wahlt, so daB also 


langs des Eandes ^ der Kreisflache 
den Wert = 

den Wert = 

den Wert = 


langs des Eandes ^ der Kreisergiii 

den Wert vi-f == 'i/i; 
'dft den Wert wtl) = 
den W ert == u^] 

^5 ^ R,t II 


besitzt. Aus den so fur jeden Punkt der Ringflache bestimmten Punktioner 
laBt sich namlich eine unendliche Eeihe bilden, welche nach Hinzunahme 
einfachen Punktion die verlangte Punktion U liefert. 

Die Punktionen • • • lassen sich nun auf Grund der 

wenn man nock bei den auf die KreiserganzungsHache sich beziehendeir 
Integrationsvariablen sich in deniselben Intervalle 0 • • • 27t bewegen liiBt, 
Koordinate t zugewiesen ist, fur das Innere der Plachen, auf die sie bezi 
nachst darstellen durch die Gleichungen: 
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Integration der Gleichung A«<=0 fur eine Ringflaebe 
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(H2m-) 


2 m-r>2 


27r 




^2 /«j^2 — 2 JR COS (i—gj) -|- 5 


.3 2*/ 




L 2" -K" — 2 jR cos Gt|3— (f) -j- J jR- — 2 i? r Cf 

i?-- g2m_^2 


TO = 1, 2, 3, • • • 


r> H 


rn ^ _ =j_r 

(,-n-2„t + i-j i23_2Jt;2“rcos(«— 


Sn: 


r<Ji 


.i?" — 2 i? cos ('ll ;— q)) -{- 


i?-- 


R- — 2Rre 


bei denen zur Abkurzung g = ' gesetzt ist, in independenter Fon 

werden. Die Formel (H^,,,.) gebt aus der ersten Gdeichung (U3.) des Satzes HI, 

darin v = 1 und in neuer Bezeicbnung R — cp = ip gesetzt bat, hervo) 
an Stelle von die auf der linken Seite von (H,,,,.) stehende, die allger 
schaften von w,.,, besitzende Funktion treten lafit und beachtet, daB diese 

den Eandpunkt r = B, t=ip dnrcb den auf der recbten Seite von (H,,, 
Klamnrern stekenden Ausdruck dargestellt wird. Die Formel (H 2 „,+i.) dage 
der ersten Gleichung (U^.) des Satzes I, nachdem man darin r = 1 und in neuei 
cp = yj gesetzt hat, hervor, wenn man an Stelle von die auf der lint 
stehende, die allgemeinen Eigenschaften von besitzende Fm 
laBt und beachtet, daB diese Funktion fur den Eandpunkt r = R, t = yj d 
der rechten Seite von in eckigen Klammern stehenden Ausdruc 

wird. Um jetzt die independente Darstellung der Funktionen • • • 

ersetze man zunachst bei der zweiten Gleichung des aufgestellten Systems c 

durch den ihr auf Grund der ersten Gleichung entsprechenden hategrala 
fdhre die Integration nach (p^ mit Hilfe der Formel (H^.) aus; ersetze hi 
dritten Gleichung die Grofie durch den ihr auf Grund der eben 

Gleichung entsprechenden Integralausdruck und fuhre die Integration nach 
der Formel (Hg.) aus; behandle weiter dann die folgenden Gleichungen de 
in derselben Weise. Man gelangt so zu dem Gleichungensystem: 


2 7( 


27t 


= 5 


ff((p) 


R^—r^ 


0 


2 7t 


u 


(3) 


^ 2 
r^R 



JR“— 2 Rr cos {t — qp) + 

JR^— 


■dcf, J 


co^it 


2 7t 


R ^— 2Bqr cos -f q^r 


24 . 2 ^ 9 ^ ? 


U' 


(4) 


t>R 



O'^—q^R- 


q^R^— 2q-Rr C 08 {t 
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welches die Punktionen 'iP, 'iP, • • • in independenter Poriii darste 
von dem vorher anfgestellten auch dadurch unterscheidet, daB die lin 
Gleichungen, von der ersten abgesehen, auch noch filr den Hand ^ dc 
also fur r = M, die rechts stehenden aueh noch fiir den Hand ^ der Kre 
fiache also fur r = H gelten. Setzt man namlich in der die Punktion 
den Gleichung r = B, so geht das auf ihrer rechten Seite stehende Integu 

Beziehnng q=- B^BT^ in das die GroBe darstellende Integral ilber, mid 

geht, wenn man in der die Punktion bestimmenden Gleichung r== 

auf ihrer rechten Seite stehende Integral in das die GroBe darstell 
uber. Durch das letzte Gleichungensystem werden also, wenn man noch 
= f(t^ hinzunimmt, auch die vorher filr die Punktionen iP, tP, tP, ■ ■ ■ 
Randbedingungen zum Ausdruck gebrachfc. 

Bezeichnet man jetzt fQr m = 1, 2, 3, • ■ • den Wert, welclien die Pu 
im Mittelpunkte der Kreisflache besitzt, init den Wert, welchen die 


iin Punkte oo der Kreiserganzungsflache besitzt, init ip“\ so daB also 



ist, versteht unter G den groBten der Werte, welche mod/’(i5) tiberlnin' 
kann, und wendet auf die den Differenzen er 

Ausdriieke die von der Pormel (P'.) in Art. H des zweiten Abschnittes ni 
Bezei,chnung sich unterscheidende, filr je zwei der Bedingung > ,s ^ 0 gen 
GroBen s geltende Pormel: 




2jps COS {t—(p)-{-S 


Z7t 


arc sin 


an, so erhalt man, wenn man noch die fur jedes der Bedingung 0 ^ < 1 

geltende Ungleichung arc sin a; ^ a? beachtet, die im folgenden znr Verwend’ 
den Beziehungen: 


mod [nf^] 




mod ^2Gg' 


Integiation der Gleicliuiig = 0 fiir eiiiG Rincrflaclio. 


Um mm die gewimsclite Fanktioii IT zu erlialten, bilde man ai 
Ringflache bestiiiimteii Funktioiieu 4!/, 4^^ ••• I die imendlici 




ti¬ 


ny 




u 


(■i) 


^ J 


Diese Reilie konvergiert uuabhangig von der Anordnung ihrer Glieder i 
alle Punkte r, t der Ringflache in gleiehem Grade, da die niit den 
Glieder gehildete Reihe, wie die soehen ftir diese Moduln newonnene 
zeigen, fur alle Punkte r, t der Ringflache in gleiehem Grade konvergi 
man dann noch, dalil ein jedes Glied der Reihe eine in der ganzen Ringflii 
und stetige Punktion des Punktes r, t ist, und dafl infolse der fur 


geltenden Beziehunnen 


■K 


(2 7n. + 1 ) 


^(2m) 

Rf t 


m 


(2 m-1) 


0 


und 


— f(t) die Snmme der ersten 2m Glieder der Reihe fur r = It den 


li 


R,t 


Summe der ersten 2 m + 1 Glieder der Reihe filr r = B den Wert f(t^ 
erkennt man, daB diese Reihe eine in der ganzen Ringflache einwertige u 
zn hezeichnende, Punktion des Punktes r, t darstellt, welche fur jed 
der Lillie ^ mit f(i!) — dem Werte nach libereinstinimt, fiir jeden P 
Linie ^ dagegen den Wert Null hat. 

Die so erhaltene, durch die Gleichung: 


(1-) 


K. - Ki - «r>] - [«?. - »S>] + Kl- "I”] - [<1 - !<2>] + 


fur die ganze Ringflache definierte Punktion besitzt aber auch fflr je 


der Ringflache gelegenen Piinkt x, y stetige Derivierte 


dF dF d-F d-F 


v' i^v..yxv.; 0 vjxjuvyix jl utAiJii, u .x j ^ y-> ju^ x r xv./i uw ^ ^ ^ l/~ 

dem in derselben Ausdehnung der DiflFerentialgleichung AjF= 0. Um dies 
beachte man zunachst, dafi aus dem letzten die Funktionen d-\ tP\ 
den Gleichungensystenae die fiir j» = l,2, 3, und jedes der Bedingung 
nugende r geltenden Gleichungen: 


^7t 


2 It 




r,t 


li) 




C[ Z 




d<p, 




ti 


(2 m) 


Ja 

'Jt 



{(f)'St 


der reelle Teil 


folgen, bei denen t = ist und miter 

den beiden Vertikalstrichen sich findenden Ausdruckes zu verstehen ist 
dann aus den hinter 91 stelienden Ausdriickeii die unendliche Reihe: 
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entsprecliend, auf die von den Punkteii des Rancles I! verschiedeneii Pm 
Hiiche, so konvevgiert diese Eeibe, da 2<;1 ist,.fur alle in Betiacht konii 
paare'^ = unabhangig von der Inordnung ihrer (xlieder i 

gleicbeni Grade. Daraus folgt aber zunachst, da6 diese Reihe, deren ' 
Fiinktionen von cp sind, bei festgebaltenem s eine stetige Funktion de 
anderlicben cp darstellt, und weiter, daB das von 0 bis 27t ersfcieckte In 
dem reellen Teile des Reibenwertes durch Mnltiplikation mit f{(p)(Up g( 
rentials gleicli ist der Summe der von 0 bis 2?! erstieckten Integiale de 
rentiale, welche ans den reellen Teilen der einzelnen Glieder der Reihe dnrch 
mit f((p)d(p entstehen. Anf Grund dieser Beziehung liiBt sick jetzt die 
nachdem man die Glieder der sie definiexenden unendlichen Reihe durch 
gestellten Integralausdrticke ersetzt hat, fur jeden nieht aut dern Rand 
Punkt T, t der Eingflache darstellen durch die Gleichung: 

( 2 .) 

0 

Kann man nun von der auf der rechten Seite dieser Gleichung zwisch 
Yertikalstrichen stehenden unendlichen Eeihe, deren Wert nur von dem 
GroBen g, t, abhangig ist, noch zeigen, daB sie in der Ringllache nach 
Randes ^ eine einwertige und stetige Funktion der komplexen Yerilm 
Oder, was dasselbe, sich in eine nach Potenzen von z mit ganzen Ex 
schreitende Eeihe tlberfuhren laBt, so ist damit bewieson, daB die Funl 
behauptet wurde, fur jeden im Innern der Ringllache gelcgenen Punl 

Derivierte ^^, |-t > 44^ besitzt und zudem in derselben Ausdehnung 

Differentialgleichung AA=0 geniigt. Znm Zwecke der Uberfilhrung v 
nun die vorliegende Reihe zunachst, mit Hilfe der Gleichungen: 




in die zweifach unendliche Eeihe; 


lategiation der Gleichuiig A/^ — O tiir eiBe Rio "flat'lie. 


Moclulii ilii6i GIIgcIpi gcbildpte Keihe konvpvgiGrt, dip Suiiiniiiti(tns(,)vdii 
fillirt die Summation iiach m aus, so entstelit die sjewiinschte Eeibe: 


= + 00 


n = —oo 


1 


n 


u ^ 


bsi welcbev der dem Suiiimenzeiclien beigefiigte Accent andeuten soil, 
Summationsbuchstaben » der Wert Null ausgeschlossen ist. 

Aus der durch. die Gleichung (1.) definierten, nach Einfnhruug der ebei 
Eeilie in die Gleicbung (2.) fur alle Punkte der Eingflaclie durcli die Glei 




F 


n. 




u 


0 ? 


dargestellten Fnnktion F erhalt man jetzt sofort die zu Anfang dieses 


langte Fnnktion U, indem man — bei positivem j) unter In p die reell 
verstekend — die durch die Gleichung: 



In 


B 


JR 
In -rr- 
JR 


dt'O j 


definierte, einwertige und stetige Fnnktion L des Pnnktes x, y der Eingflache 
Diese letztere Fnnktion vei+alt sich namlich im Innern der Eingflache, da 
ist, geradeso wie die Fnnktion F, insofern als sie dort fur jeden Punt 

^JC/ 'd L S^JZJ Jj 

Derivierte besitzt and der Differentialgleichung Ai = 0 gei 

das Vcrhalten der Funktionen F und L an den Eandlinien ^ und c 
durch die Gleichungen f{t) — -2^5,i=0, Lg t=0 chan 

Infolgedessen geniigt die Fnnktion L + F den samtlichen fur die Fun 
gestellten Bedingnngen, und da uherdies, nach dem in Art. 1 dieses Al 
wiesenen, eine zweite diesen Bedingungen genhgende Fnnktion nicht exi 
steht die Gleichung U = L + F. Die verlangte Fnnktion U wird dahei 
noch die Konstante durch das ihr entsprechende Integral ei’setzt, ftlj 
der Eingflache dargestellt durch die Gleichungen: 
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3 . 

Die am Ende des Art. I an zweiter Stelle definierte Funktion 
dingnngen aulerlegt sind, fur jeden Punkt II, t der llandlinie mit 
nacli fibereinzustimmen, fiir jeden Punkt E, t der Eandlinie ^ den W( 
sitzen, kann, wie aus dem Yorhergehenden unmittelbar ersichtlich ist, eb( 
Methode der successiven Influenzen erhalten werclen. ITnter Benutzung 
Artikel fur die Funktion U gewonnenen Darstellung laBt sich aber 
aucli durch das folgende, einfachcre Yerfahren erhalten. 

Man ordne allgeinein dein Punkte r, t der llingtiaclie den durch 


(CjI.) 


r 


Eli 


r 


bostirmnton Punkt r, t dersell:)en zu, beachte, daB infolge dieser Gleichun 
Punkte, r, t der Eingtlache ein obenfalls im Innern derselben gelegener 
Punkte E, t der Eandlinie der Punkt R, t der Eandlinie dem I 
Eandlinie ^ der Punkt E, t der Eandhnie entspricht, und defiiiiere 
liingflache einc Funktion IT des Punktes r, t durch die Cdeichnng 
den dem Punkte r, t entsprechenden Punkt bozeichnen soil. Diese F 
dann I'iu* jeden Punkt r, f, der Eingllilche durch diejenigen (Heichun 
w(dche arts den a,in lljnd(i des vorigen Avtikels ftir die Funktion U gewonne 

setzt. Man erhillt auf diese W 
ihren Wert nicht iindert, wen 


horvorgcheii, wenn man darin r 
noch beachtet, daB eine (JrbBe !;E 


zwischen den beiden Vertikalstricluai sich iindenden Ausdrucke allentha 
orsetzt, fur die Funktion 1/ die Gleichungen: 



In 


:r 



^7t 



f{cp)d(p + 


Tt 




wobei s'=re*T ^ = Ee''’‘ ist. 

Was nun die Eigenschaften der Funktion U betrifft, so folgt zi 
die Funktion JI fur jeden Punkt r, t der Eingflache definierenden Glei( 


Integration der Gleicliung A!( = 0 fur oine Ringfliiche. 

auch I = f(f) , ZIj^^ t = 0 ist claS die Funktion 17 eine in der liauzen 
wertige und stetige Funktion des Punktes r, t ist, welche fur jeden F 
Randlinie § mit f{t) dem Werte iiach dbereinstimmt, fflr jeden Punkt j 
linie t dagegen den Wert Null hat. Die Funk-tion U besitzt aber a 
im lunern der Kreisflache gelegeiien Punkt x = r' cos f, ij = r sin t ste 


dU dU d^U 


3^1/ 


W ’ 3*'" ’ zudem in derselben Ausdehnung der Differ 

AZ7=0, da bei der eben gewonnenen, die Funktion U fur alle niclit 
linie ^ gelegenen Punkte darstellenden Gleicbunu die ztvischen den In 


strichen stehende unendliche Reihe eine in der Ringfiache nach Aussch 
linie einwertige und stetige Funktion der komplexen Veranderlichen z ^ 
darstellt, und lnr' = 9^|lnF| ist. Beachtet man nun noch, da6 die Fun] 
der die Funktion TJ langs der Randlinie ^ Ubereinstimmt, nur der Be< 
worfen ist, eine einwertige, stetige und mit der Periode 2n periodische koni 
der reellen Veranderlichen t zu sein, und im Eahmen dieser Bedinguug '' 
beliebig gewahlt werden konnte, so erkennt man, dafi die rorher ge 
Funktion U fur jeden Punkt r, t der Ringflaclie darstellenden Dleichungi 
darin an Stelle der Funktion f(t) die den gleichen Bedingungen unterworfen 
treten laSt und entsprechend f((p) durch f{(p) ersetzt, auch den Acceni 
drtlckt, eine Funktion des Punktes r, t der Ringfiache liefern, welche c 
der Funktion U auferlegten Bedingungen gentigt und infolgedessen — df 


Art. 1 dieses Abschnittes Bewieseneu eine zweite diesen Bedingungen genu^ 
nicht existiert — mit der Funktion IT identisch ist. Die verlangte Fin 


daher fur alle Punkte der Ringfiache dargestellt durch die Gleichungen: 




2?? 


, U 
in — 
B 0 


+ h rib© 


« = 4-00 




wobei ^ isi 




Die Darstellung der in Art. 1 d^ses Abschnittes yeiiangten Fu] 

jetzt auf Grrnnd der Grleicliiing u == U-\~U sofort erbalten werden, ■wenii 

’Ri-nfrflQf'Tip ftnwnlil fiie fur J] 
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s, "Q, q durcli die ihnen entsprechenden Ansdrilclre ersetzt, auch fur 
Teil des zwischen den beideii Yertikalstrichen sich findenden Ausdruct 

TO = -}- OO TO = CO 

dami aufbrefcenden Reihen der Gleichung g(n) = ^ + ^'(—w)] e 

TO = — oo TO = 1 

formt, fur alle Punkte der Ringflache dargestellt durch die Grleichunge 


In ~ 

1 R 

2 ® , B 

In "r“ 

R 0 


+ 


1 R 



TO ^ 
TO 0 



Das so erhaltene Resultat bildet einen spozielleii Fall des ResultaR 
C. Neumann*) bei seineii Untersuckniigen ul)er die Integration der Dif 
A« = 0 fur eine von zwei Niveaukurven begrenzte Eingdaclie auf eine 
eingescklagenen Wege dnrclians verscliiedenen Wege erlialten hat. 

Das gewonnene Resultat kann nun uninittelhav von der vorl 


Z-Ehene konsti’uierten Rinuflaclie auf eine Ringdache ubertragen werd( 


liber der >2'-E1)ene ausgcbreiteten «--blatterigeu Flacke T durch zwei i 


Windungspuiikt 0 =a als Mittelpunkt mit den Radien li, li, jo it, besc 
eigentlichon Windungspunkt der Flilclie unrscldiefienclo Kreislinien II, I 
Man braucht zu dem Ende nur die Punkte 0 dieser neuen Ringflach 


koordinatensystenr zu beziehon, welches den Punkt 0 = a zum Pol und 
Punkte in der positiveu Richtung der X-Achse ausgehenden Strahl 


hat, also 


z = X + yi = a re*\ 


zu setzen und alsdann die fur u erhaltenen Gleichungen auf den Punld 
fliiche zu beziehen. Man erhalt so schlieBlich als Resultat der in d 
durchgefuhrten Untersuchungen den folgenden 

Satz T. „Ist in der tiler der Z~Ehene ausyebreiteten n-bldUoigey 
zwei um den 0-fachen WindungspmM 0 = u als Mittelpunkt mit den H 


integration «.iieiriiiir;g it nir piro^ itingiLOrii! 


ljBSClu‘ith6}U'. /tVv//("// fl a^tbli^ispnih^f I'liirh*' 

CUW III'fi (if 1(1 die (ihfiiHjfttiZt. -SO cjisfif'fi ifi ii^rsri' 1 li neae'f (ue' ih 

ganzeri RhigfUldie- ehniy^rfiffe iohI sfd'ajt Fualdhiif //os i/erd^ o 

■}\ fj E<r^R,Qfj<'2n^ auf (ji'ti)id (h‘f idt’li'hidgi Z j‘— gi (( ~ ff'' fiJff 

U'ddie fllr jeden FkuM IL t iler Unedlhih' Si leit idun' nayRtfr/enRH (« 
lliid hlH (lee Periodic 'Iti peeadddien I'ompirjre Fidflifion fd =^f d.- 
FiinJd jfi, / dee Fayidlhi'Kj Si inif ('hief tofgtfifdne^ii i'hifrniiijnt, ddigeti a 

9 f9 

271 j^^^dodisdieK hjaigdeeni Fioddioa /'/, = /' / f d! der Tt 

IVerfe nacdi iih^ridHsthuhd. fiir Jedre han^rta J^hhH di^r lUniifliidK^ 


cii ou c~ii e-'u 


cx^ oy cx 


2 7 


C\J 


hesitzf iiiid hi df'rs(Fj('ii Ansdifuiidig df^e piirfidltn j 


All 


c~u 


C‘ u 


'dx' ‘ ay 

FiinJdion dee Polarhjordhiafi^a }\ f dargi'shdlf dnrdi di(^ (Tledfiiiiigen: 


0 geiuigf, Dh^se Funldion ii icird filr (die Pmdde 


u 


In - rr - 

1 i? 


Stt 


2 n 


A t' 


(Us-) 


2:r , H 
In — 

H 0 







H 


fl= 3 C j^ — n it TjU 
r~r JI } - M / 


n , — a 






CUS Ji . f 


271 


2n 


e- 


In — 

1 i? 


, JR 
m — 

B 0 



f{(j:')d(f+- I f((f')\ J" 

I W =: 1 


( ir" /•"- R” r 


n » 


««,/=AO’ 


f(ir 


cos n it- 


u 


R, t 


5 . 

Es sollen jetzt uocE fur den besoiideren Fall, wo fit), f{t] 
sind, zu nnd entsprechend ftir den allgeineinen Fall, wo /ifj, 
schrankung, reell zu sein, unterworfen sind, zu inod ii,., moglickst en 
denen der Wert der genannten GroBen bei festem r und sick andernd 
tritt, ermittelt werden. 

Man setze znnacbst zur Abkurzung: 


Sr.tiv) 



R 

V 



n n 


J?" r 


■Jin T>- n 


cos }l(t — (fj. 


n -nU 
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es laBt sich claim u fur alle Punkte der Ringflache als Fuiiktion der P 
r, t auch. darstellen durch die Qleichungen: 

‘ilTt 2 rf 

^ == i^P) + h JM liM 

0 0 

%,< = /‘(O- '*07,( =- /'(O- 

Die neu emgefiihrteii, die GroBeii r, t als Parameter eutlialteiidei 
tionen I/r,t(sp) haben, wie aiicli r, t im Ralmieu der Bediiigmigen /»*< , 

gewalilt werdeii, ftir kein in Betracht kommendes (p einen negativeii V 
weise dieser Behauptung nehme man an, daB die auf den Punkt 
Ringflacke bezogene Punktion (Jr^,tS9) der Bedingimg 

Wert (/)y von g) einen negativen Wert liabe, also d sei. Dann 

friilier Bewieseneni eine stetige Punktion der roollon V( 
ist, eine von (p^ verscMedene, der Bedingung genilgende Z 

Art angeben, daB </r^,tX'p) jedes zwisclien (p^^ nnd (pp liegende (p> c 

Wert besitzt. LaBt man nun in clem soeben fiir u aufgestellten (llei< 
an Stelle der Punktion f(t) die ISTull, nnd zaigleicli an Stelk? dor Pun 
oinivertige, stetige nnd mit der Periode 27r periocliscbe reelle Puidctioi 
welclie ftlr jedes niclit zwisclien cp^ und (p^ liegende, der Bedingung 0^A< 
den Wert Null, fur jedes zwisclien cp„ und cp^ liegende t dagegen einen ])osi 
so ei'balt man eine reelle Punktion u von dor im Satze Y definierton . 
den im Innem der Ringflilclie gelegenen Punkt r„, aber fiir keinen auf 
linien itll, It der Ringflache gelegenen Punkt einen negativen Wort besit 
lialten der gewoiinenen Punktion u widerspriclit aber clem sclion in ^ 
Satze, dafi sowohl der groBte wie der kleinste Wert, den eine solclie 
der Ringflache ilberhaupt annimint, unter den fur die Eandpunkte aiift 
tionswerten vorkomnien muB. Die Annahme (j,.„,tSpp^ < 0 hat also auf eiii' 
gefuhrt und ist daher als unzuhlssig zurtlckziiweisen. Damit ist aber doi 
Punktion (i,.,t{'p) beziehende, Teil der aufgestellten Behauptung be’ 
kann auf dieselbe Weise auch der Beweis fhr den z-weiten, auf dio Punk 
beziehenden, Teil der Behauptung erbracht werden. 

Nachdem jetzt feststeht, daB die Punktionen p,,,(cp), ]jr,t((p)^ wie auch 
im Rahmen der Bediu nun e'en R<'r<' R. 0<f,<r‘2'n (wwablt werdmi fi 


Integration der Gleiciiung A;i = 0 fiir eine Einirflu’Tit. 


Cr, Gr die groBten den Fnnktionen fif), fit) beziellIlngs^Tei^e ziikumiiieii 
steliend, in clem letzteii fiir aiifgestellten Aiisdruck an Stelle vmi 
eine Mai K, K, das aiidere Mai (i, Li beziekuiiirsweise, so i 

giinstigste uatere iincl die giinstigste ohere Schraiike uud erhalt schlieG 
noch die Gdeichiingen: 



beachtet, die gewiinsehte, aucli noch fiir >' = ii mid r = ii geltende. F 


In ^ In — Ind- 

B , B ^ = /-, -R 

In -r- In — In — 

BE B 


4 - fj 


Sollen dagegeii in dem allgemeinen Falle, ivo die Fnnktionen /i 
Beschrankung, reell zn sein, unterworfen sind, fiir mod muglichst 
ennittelt werden, so leite man znnachst aus der fiir aufgestellten 
Anwendnng des in Art. 3 des zweiten Abschnittes bewiesenen Modulsatzes 


27t 

mod f “lod [f((p)]g^^i{(p)clcp + ^Jmod [f((f)]Ur,/sf)<-^ 


ah mid beachte, daB man fiir den. auf der rechten Seite dieser Unglei 
Ausdrnck die giinstigste obere Schranke gewinnt, wenn man darin, nnter 
den Fnnktionen mod/‘(t), modf{f) heziehungsweise zukommenden ^ 
an Stelle von mod f{cp), mod f((p) die GroBen G, G beziehungsweise ti 
man dann noch die Integrationen ans, so erhalt man schlieBlich die ^ 
noch fiir r = JR nncl r == JR geltende, Formel: 

In ^ — 

0 ^ mod ^ G —^ + G —^, 



Integration der partielleii Differeiitialgleiclmiig A^/ = 0 fiir eine Rie 
Flaclie T Fei vorgegeFeiieii Un.stetigkeitsFedingiingeii. 


Die in Art. 3 des dritten Abschnittes eingetuhrtt^, iibor der Z-Eben(^ 
'/ 2 .-blattrige, geschlossene Kieniami’sclio Fklcho T l)esitzt der Voraasscjtzun 
eiidliche Anzahl von Windungspunkteii, die teilweise oder auch iinsgesami 
als der ersteii Ordnimg seiii konucn. Sicbt man nini eincn (?' —l)-faoh( 
punbt, insofern als derselbc stcts durch Zusannncnriicken von (n--!) jtass- 
einfachen Windungspunkten erzougt weixlen kann, ids iupiivalent an in 
fachen Windungspunkten und bezoicbnct die Anzabl der einfacliien Wi 
welche der Flilcbe T boi diescr Art der Zilhlung zukonnnon, niit to, dit! 
den Znsammenhang dor Flaclie angibt, mit 2p-hl, so bostebt zwischei 
Zalilen u, w, p stots die Bozieliung w — Dor siaiziollc Ibi 

p = 0 ist bei den folgenden Detracbtungen ansgoscddos.sen. 

Die (2j)-l-l)-facb zusamnuuiliilngi'udo Flacbe T kann anf die v 
Weisen durcb 2p Querscbnitte in eini' oinfacb znsa,inmenli}ingende Flacbe 
werden.**) Das fur die weitereu Untersucbnngon zwinkniilBigste (bm 
ergibt sicb auf folgende Weise (s. Fig. 4). Man lixiere in dor Flacbo T irge: 
init eineni Windungspunkte zusainmenfailendGn Pnnkt nnd zielu; von i 
ersten die Flacbe nicbt zerstiickclnden (.biorschnitt, der zu oinciiu von c/1, 
seiner Punkte zurtickkehrt. Dieser Querscbnitt setzt sicb dann znsamui 
geschlossenen Scbnitte und eineni Scbnitte welcher von J/] ausgeh 
Schnitt Uj mtindet. Bei deni Scbnitte soil die eine Seite als die positi' 
als die negative bezeichnet werden, und zwar sei die Bezeicbnnng so gei 


Integiation dei Gleichung A^^ = () fiir eine Fliiclie T. 


oiiiGni positivGii; d. L.. dGiii positivGii DrGlmngssinii d0sPola.^l^oo^diIlatGllsv^^t0!lls i 
dGn, XJnilajuf uni don Punlvt dor Scliiiitt von dcr positiYcii ziir iiG^citiV' 
uberscliritten wird; bei clem Sclinitte clagegen soli diejenige Seite,"anf 
Schnitt miindet, als positive, die andere als negative an^reselien werdeii. Eii 

mit zu bezeichneiiden, Qiiersclinitt ziehe luau jetzt von clem tier negativt 
Schnittes und der positiveii Seite des Sclinittes gemeinsam angehorigen 
durcli die Fklche bis zu demjeuigen Punkte auf der uegativen Seite des Sclinitte: 



dem Ausgangspunkte gegentiber liegt, und nenne bei diesem Scbnitte \ die 
auf welcher der Scbnitt miindet, die positive, die andere die negath 
diese Weise aus der Flacbe T entstandene, von den beiden Seiten der Schn 
begrenzte Flache ist eine ( 2 jp —l)-facb. zusammenbangende. Diese Flacbt 
man nun, indem man, wiederum vom Punkte ausgebend, in derselben 
es vorber bei der Flacbe T gescliehen ist, zwei aus drei Teilen c,, K 
Querscbnitte zieht, in eine ( 2 _p—3)-facb zusammenbangende Flacbe und fabre 
man zu einer einfacb zusammenbangenden Flacbe kommt, ziebe dabei aber 
C 3 , ■ • Cj, so, dab die Scbnitte c bei einem negativen Umlauf um ibren g 
Ausgangspunkt in der Reibenfolge c^, c^, Cg, • • •, c^, ilberscbritten werden. 

Die in angegebener Weise aus der Flacbe T entstandene einfacb zusamn 
Flacbe, deren Begrenzung von den beiden Seiten der Scbnitte c,,, >=1,2, 




94 


Funfter Abschnitt. 


zusammengesetzt sind, also auch aus Streckeii oder Kroisl)ogen b< 
clemnach im allgemeiiien, also etwa albgesehen von einzelnen Punic 
beim Fortschreiten auf cler Kurve ihrc Eichtxing st(‘tig iliKlorndi 
Speziell in bezug auf die Schnitte a, h, c aber soli vorausgesotzt, w 
sich ans eiiien endlichen Anzahl von Stiickeii gorader Linieu ziis; 
Bedingung Icoinmt nur fur die in Art. 10 durclizufuhreuden UnBu’sx 
und kann spater, naclidem das Endresiiltat orlialten ist, leicht abg 
Stelle des Punktes 0'^ der Flaclie T, von deni die p Rchnitto r;,, 
sind bei der Flacke T' p Begrenznngspunkte getreton, die in der Wc 


bezeichnet werdeii sollen, dafi f,. den der negativen Sdto von 


Seite von c,,_i geineinsam angehorigen Punkt bodeutef. Dagegini 
Begrenzung von T' gehorigen Punkte, 'welclie an Stidle dos 
a,, h,., c„ gemeinsameii Punktes dor Placho T gotrotcui si 

Figur zu ersehenden Weise diircli p,., q,,, r,,, d,,, t,, bozeicdinet vumi 
zwei Punkte der Begrenzung von T', die sick nur da,dure,b uidiu'sc. 
auf der positiven, der andere auf der negativen Seite eines Sclinitk 
und denen daher derselbe Wert von si zukomnit, onts])r(u-,]i(Mul('. 15 
genannt und allgemein durck 0’'^, cd” bez(!i(dinet wi'rdeii. 

Bei der Begrenzung der Flacke .7" soil als positivai Itichi.u 
diejenige bezeicknet werden, wclche zu der ins Tmn're von 7" g 
der Begrenzungslinie ebenso liegt wic die positive Biclitung (bn- X 
Eicktung der Pz-Ackse. Diese positive Eichtung des I)ur(‘.lda,ul<ii 
durck Pfeile angedeutet. Infolge der fiber die Sclinitte g(!iu:ic,h 
besitzt die Begrenzung der Pliicbe T eine bcstiiiunb^, mit ../ zu 
und man kann daker die Lage eines Punktes cd (ku’ B(>gr(nizuu 
bestimmen, da6 man die Lange A desjenigen Stilckes d(!r ilegriuii 
man, vom Punkte fj in der Eichtung des Pfeilos ansgolunul, di 
zum Punkte 0^ zu gelangen. Die Zakl A,*)-,!-/, soli die Koordina 
punktes 0 genannt werden. 


Es moge unter f(A) =/''(A) +/"'(A)z eine (lurch die Koc 
unabkangige Veranderlicke, auf die Begrenzung der Flache 7" ko: 


Integration der Gleichnng Az» = 0 fiir eine Eiemann’sche Fiuehe T. 

©insn und. d. 6 DS 6 ll) 6 D dsr Schiiittft n h f d ■■ • 

a,o,c getrennten BegrenziiDgspmikte 

eine und clieselbe Gleichung in der Weise Terknilpft sind, daS 

langs ^ A,f- 

(S.) langs = ^ 

langs c,.{f^= /■-, 

ist, wobei A,., B,., St,,, 9)„, > = 1 , 2 , . Konstanten bedeuteu. Die Koustanten 
sollen den Bedingungen yl,, 4 = 0 , i ?^+0 unterworfen sein, da weder ; 
nocb. im Palle ii,,= 0 von einer Verknujjfung der Werte f'^, f" langs 
Scbnittes, ft,, oder b,,, die Bede sein konnte. Zwiscben den Eonstantei 
und den Werten, welcbe die Funktion / in den Punkten p,, q,, r,, 5 ,., t, 1 
bestehen dann auf Grund der Beziebungen (S.) die Gleichungen: 


^•) fc\,~ 

3-) 4,,=S5,,, 

5 .) 


2.) st,„ 

4.) = a. 


und man erkennt, indeni man die aus den ersten vier Gleickungen du 
der GroBen , sicli ergebenden Gleiclinngen: 


/; = + st.„ /;^= Abj,^+ b,% + 

mit der Gleichung /g,, = /’t,, kombiniert, daB die bei einer solcben Pnnkti 
4p Konstanten A,., B,,, St,,, B,,, ’= 1 . 3 ,• durcb die 2 ^ Eelationen: 

(S'.) (l-E„)St„=(l-J„)^„, 


verknilpft sind. 

Sind umgekebrt irgend A.f den f Gleicbungen (S'.) und den Bedi 
-B„=bO, 1 = 1 , 2 ,- gentlgende Konstanten St,,, 33,, 1 = 1 , 2 ,. ..p, gegeben 

dazu immer unbegrenzt viele Funktionen bilden, welcbe dieselben Eigens 
wie die eben betracbtete Funktion f. Zur Herstelliing einer solcben Fu 
man zunilcbst die p Werte 1 = 1 , 2 , sowie den Wert 4 = ft, = • • • 
an und bestimme bierauf mit Hilfe der Gleicbungen 1 .), 2 .), 3.), 4.) 
fq„i /t,,i /?„> ft,,) Infolge der Bedingungen (S'.) ist dann die Gleicl 

jedes V von selbst erfullt. Wablt man jetzt die Werte der herzustellende] 
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die Werte der Funktion f fiir die positive Seite eines jeden der Schn: 
CHeichungen (S.) gemaB, so ist damit eine Funktion / der verlangteii 
Zugleieh erkennt man, da6 sick auf diese Weise zu den gegebenen Kc 
^ uabegreazt viele derartige Funktionen bilden lassen. 

Da nach dem eben Bewiesenen die Gresamtheit der GroBensystem( 
■■■; Aj,, Bj„%, ^8p, welche fiir die Bildung von Funktionen f der in ] 
Art in Betracht kommen konnen, dnrcb die Dleichungen (S'.) nnd die 
A^^O, B,.+ 0, . = 1 , 2 , ■■■,?, vollstandig charakterisiert ist, so erhalt man 
artiges S^^stem von 4p GroBen, wenn man an Stelle eines jeden der 
[A,., jB,,, St,,, iBJ, ■■■, j', aus denen sick das allgemeine System A^, 
Ap, Bp, %ip, zusammensetzt, ein in seinen vier Elementen der Gleicki 

(l-.B)St = (l-.4)e 

sowie den Bedingnngen A + 0, 5 + 0 genxigendes Zaklensystem [A, 5, SI, 
Dafi man auf diese Weise aber auck ein jedes derartige System von 
zeugen kann, leucktet uumittelbar ein. Beacktet man nun, daB die mii 
lichen Konstanten ^ gebildeten Grofien Sl = (l—.G)^, 93 = (1—5)^ stei 
der eben aufgestellten Gleichung bilden, nnd diese Lbsung zugleiek die a 
wenn die GroBen A, B nicht beide den Wert 1 kaben, daB dagegen in di 
5 = 1 die Gleichung von selbst erfilllt ist, welche Werte man auch de: 
beilegen mag, so erkennt man, daB die Gesamtheit der fur die Bildung 
A^, B^, Stj, ■ • •; Ap, Bp, 21^, 95;, der verlangten Art in Betracht kommem 
[J.,,, 5,,, SC„ i8,.] (’'=1,3, p) aus den beiden Systeinen: 

[A,B, [1-A)^, (l-B)^], [1,1,S(, 93] 

hervorgeht, wenn man beim ersten die GroBen A, 5, ^ unter Festhaltung d 
A + O, 5+0 und unter AnssckluB des Wertepaares 1, 1 fur das GroBenp 
zweiten die GroBen 91, sick im Gebiete der komplexen Zahlen frei b( 
Es moge zum Scklusse nock bemerkt werden, daB auch jede I 
eine Funktion f der betrackteten Art aufgefaBt werden kann. Setzt 
f^lc, sodafi also langs des ganzen Schnittsystems ist, 

daB alsdann 


Integiation der Gleicliiing A?( = 0 fiir eine lliemaun^sciie F! 


T. 


ist, wbIcIi© Grrofien man aucli miter A^., 1=1,2, verstelieii iber, so i 

da 6 eiiiB Konstante fc iminGr und zwar auf imbegveiizt viele WBisen als 011 
del' betracliteten Ait aufgefaBt werden Vann. 


3 . 


Die deiii Piiiikte 00 der Z-Ebeiie entsprechenden Punkte oc,, oc. 
Pkaclie T' solleii mit c/’^, die ziigeborigen Ordnungszakleii init 

• • V,— 1 bezeiclinet werden. Im Anscblusse daran sollen die im Endlich 


Windungspunkte s = s = a^_, •••, 0=a,. der Plache T' mit 


$1-1? 


zusehoris’en Ordnune’szahlen init v 


$+•1 


y 


q + 2' 


1 


Vfi+r~ b bezeicl 


Zwisclieii den Zalilen v und den sckon friilier eingefahrten Zahlen «, ii\ n 
Zabl p dnrcli die Relation vr = 2 (p-l-i/ — 1 ) verknilpft ist, besteben dann die 


X=J 


n= n, 


y. = l 


y. = q-\-7' 

X = 1 


Die Zalilen r,j konnen teilweise oder aucli alle mit der Zakl ; 

fallen; in dein letzteren, durch ^ « cliarakterisierten, Falle liegen die Wii 

der Elacbe T silmtlicli im Endliclien. Die Zaklen I'j+r ' 

saintlicli groBer als 1 . Zu'den anfgezablten q r Punkten nehme man nun 
nicbt auf der Begrenziiiig gelegene Punkte 0 = s^, 0 = s.,, • ■ 0 ^ der Fla 

und bezeicliiie dieselben mit c^5+,.+2» •••> setze aucb zu 

q-+-r + t=^s. In den Fallen, wo die Punkte a, s unterschiedslos betrac 
soli der kurzeren Darstellung wegen eine einbeitliche, durch die Gleichun 
*^2“ ®<y+2) ■ ■ '5 ^^<;+r+i j ‘ ‘®<i+i-+2 bestuumte Be2 

sie verwendet werden; zugleicli soli dann, im Anscblusse an schon fridn 


der Punkt 


0, dein der Wert .s == e,= entspricbt, als 


Windnngspunkt angesehen und deingeinaB ibm die Ordnungszabl y^+r- 
•^^+,.+1= 1 ist, zugelegt werden. 

Man betracbte jetzt ftlr a=l, 2 , ^ den Punkt , 0 ’^ als Punt 

Radius 11 ,, geborigen, blattrigen Kreiserganzungstiacbe Jl„ und denke s 
eines Punktes 0 in dieser Pblche, den in Art. 3 des dritten Abscbnittes gei 
setznngen gemafi, durch Polarkoordinaten foSSo, die mit 

Gleicbung z — x yi = TgC*"' Yerknilpft sind, bestimmt. Entsprechend betrc 


TTrr _ I 
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sclmittBS gGinaclit©!! FGstsGtzungon gGniclB, durch PolarkoordinatGii tfj 
die mit ^ durch die Gleichung z = x i-yi== verlmiipft sind, 1 

sollen jedoch die Kadien R, so gewahlt sein, daB die zug 

K;, E:, ■■■, K'-, i;+i, Ji;+ 2 , a; getrennt liegen, mid auch keine 

Begrenzungspunkt der Plache T' entkalt. 

Der Flaeke K'„ (,;=i. 2 , ■, j) ordne man nun die durch die Oleiclm 




9(7 O’a? ^(/) == + Sal ^’(7 COS^ -f" ^ J ‘I ^ ^7 cos 


bestimmte einwertige Funktion des Punktes r^, 4 ? 
(n-=3+i, 9+2, •••,0 dagegen die durch dve Gleichmig: 


i*Q 2 ?/T ^ 0 ^ i(\ ^ Tt , 


zu 


= In- 


^(71 

-5-cos 




'02 


Va 


■COS 


2t 


V, 


+ 


s 


a ni 


fcos— 


bestimmte einwertige Funktion des Punktes r,,, o<r„<Ra, o<^„< 2 r„.^•. 1 

die m positive ganze Zaklenj die 2 irgend welche komplexe Konstant 
Oder auch samtlick den Wert Null hahen kdimen; die auftretenden I 
der Bedingung reell zu sein, die auftretenden Potenzen der Bedingunt 
unterworfen. Die wesentlichen Eigenschaften der aufgestellten Funkti 
den zu Anfairg des Art. 7 und des Art. 5 des dritten Abschnittes gemacht 
zu entnehmen. 

Es moge jetzt unter F=F(x,y) eine komplexe Funktion d 
der Flache T verstanden werden, die ftir jeden von den Punkten S 
scMedenen Punkt der Plache einwertig und stetig ist, fur den Punld 
derselben Weise unstetig wird vfie die Funktion y„, in dem Sinne, daB fth 
Differenz F{r„c,os t„, r^sin Q — (p„(r„,ta) i>iit unbegrenzt wachsendem r„, ftir i 

die Differenz JF cos a"-l-r„ sin 4) — nnbegrenzt 

gleichmaBig far alle Werte von gegen eine von unabhangige Gi 
und deren, allgemein mit F'^, F~ zu bezeichnende, Werte in je zwei 
denselben der Schnitte a,l, c getrennten Begrenzungspunkten 
dieselbe Gleichung in der Weise verknkpft sind, daf! 


lategration der Gleichung A?< = 0 fiir eine Eiemann’sehe Flaebe T. 

ist, wobei A^, TB^., St,,, 35,., ’ = 1 . 2 , ■ vorgegebene Koiistanten bedeuten, ( 
vorhergehenden Artikel durchgefiltirten Untersucbimg den Gleicliimge 

(S'.) (l-^„)St,= (l-A„)58.., 

zu genugen haben, und die im tibrigeii mir den Bedingungen A,.=Hb, 
unterworfen sein sollen. 

Die Funktion F kaim, da sie der Voranssetzims: sremaB, al 
Pnnktes x, y von T' betrachtet, niclit nnr fiir jeden von den Punkt' 
verschiedenen inneren Pnnkt der Plache F, sondern auch fur Jeden B 
der Bedingung der Stetigkeit genugt, auf unbegrenzt ^nele Weisen tlber 
Begrenzung hintlber, das selbst nnr einen Teil der negativen oder dej 
eines Schnittes a,., b,. oder c, bildet, stetig fortgesetzt werden. Unter a 
setzungen ist eine dadurch ausgezeichnet, daB sie in direktem Zusanin 
zu dem betreffenden Schnitte gehbrigen Gleicknng des Systems (S.) s 
der Fortsetzung soil jetzt naher charakterisiert werden. 

Zu dem Ende nehme man irgend ein den Milndungspunkt v< 
haltendes Stuck des Schnittes a,„ bezeichne den dadurch bestimmten Tf 
Seite von a, mit pj, der positiven Seite von mit p>t, ziehe 
vom Punkte p^ zum Punkte pj, als auch vom Pnnkte j)t zum Punk 
im Innern der Flache T' verlaufende Kurve und 
bezeichne das von dem Begrenznngsteile pz 
und der Kurve pT p^ begrenzte Stuck der Flache 
T' mit jp, das von dem Begrenznngsteile ptpt 
und der Kurve plpt begrenzte Sttick der Flache 
T mit £b (s. Fig. 5). Die Knrven PtPi,pt:^t 
sollen im ubrigen so gezogen sein, daB sie keinen 
Pnnkt gemeinsarn haben, und daB die Punkte 
<^ 2 . • • auBerhalb der Flachenstiicke Ct 
liegen. Ordnet man jetzt einem jeden Punkte x, y 
des Flhchensttlckes an Stelle des ihin zukom- 
menden Wertes der Funktion F(x,y) den Wert, 
den die Funktion A^.F{x,y) +fdr diesen 
Pnnkt besitzt, zu, so bildet die so fiir das Flachensttlck ^ definieii 

> T -m.. T _L-*i 



Fig. 5 
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Flacheiistuckes ^ cliirch die Gleicliiiiig (i‘, y) — v) + defiii 

die Fladienstucke ip, 0 ti-emienden Teiles von a,, der (deicliuiig 
Funlvtiou F; in der Flache 5)5 + 0, welche durch Anfhebung des die Fla 
txennenden Teiles des Schnittes ci,, entsteht, allentliallieii einwertig und s 
man umgekehrt einem jeden Punkte r, y des Pliichenstiickes O an St 
kommenden Wertes der Funktion F{:t,y) den Wert, den die bunktion . 
fur diesen Punkt besitzt, zu, so bildet die so fiir das Flaclienstxick £ 
Funktion eine stetige Fortsetzung der fur das Flachenstilck 5)5 gegt 
F[x,y) uber das Begi’enznngsstuck PUF hintiber, in dem cben angege 
daB also die fur jeden Punkt dea Flaclienstuckes 5)5 durch die (lleichung J 
fiir jeden Punkt des Flachenstuckes O durch die CTleichnng =. 

definierte, langs des die Flachenstticke 5)5, O trennenden Teiles von ( 
Ft= Ff genOgende Funktion F^ in der Flache 5)5 + 0 allenthalben einv 
ist. Die vorstehenden auf den Schnitt a, sich beziehenden Betrachtungi 


lich anf irgend ein den Milndungspunkt von a,, nicht enthaltendes Stilcl 
tihertragen werdeu, indem man die Buclistahen A,,, durch die Bucks 
ziehungsweise ersetzt. Was endlich den Schnitt c, betrifft, so erkennt i 
daB fiir jedes Stock von c,,, welches keinen Mtindungspunkt eines ai 
enthalt, die Funktion F[x,y) selhst die stetige Fortsetzung der Funk 

angegebenen Sinne, tlber jedes 
gehorigen Begrenzungsstiicke hin 
so charakterisierten stetigen Pori 
die den Gleichungen (S.) en 
stetigen Fortsetzungen de 
genannt werden. 

Die Funktion F(x,y) kau 
jedem der filnf Plilchenstucke 5)5 
welche um den gemeinsamen Mil: 
Schnitte h,., heruin durch 
W, si, rr' (s. Fig. 6) in der Weis( 
sollen, daB die Punkte 
dieser Flilchenstucke liegen, hher 
vig. 6. kommende Stuck der Begi'enzu 

Grleichungen (S.) entsprechend s 
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X imd 2 


! 

1 



F' = 

F 

1 

1 


A,.F+ % 

F 

1 

Fs = 

B,.(A,.F+%) + ^„ 

: B,F+ a 

F,- 

1 

B,.(A,.F+ 9t„) + 33,, 

: B,.F+ 33., 

F,=\ 

B,.FF 35.. 

^^AA(B,.BA^r)~A-^3l,. 

ist. 

Unter Beachtung 

der Gleichungen (S.), 


A^B 

F 

F 

A;AF~ %) 


Punktionen F^, F’^, F^, F^, B\, die in den Plachensttickeii C, X, 2, Si 

n 


mit der Funktion ftbereinstimmen, in dem Flackenstucke F i 

welches aus den genannten funf Plachenstiicken durcli Aufhehung der 
Teile der Schnitte c,, entsteht, allenthalben einwerfcig und stetig 

daher niit diesen Punktionen auch die den Gleichnngen iS.) entsprecl 
Fortsetzungen der Funktion B'(x',y) uber die Begxenzungsstilcke qq,.q 
beziehungsweise hinuber gewonnen sind. DaB endlich die Funktion F 
den Gleichnngen (S.) entsprechende stetige Fortsetzung der Funktion F( 
der 2 ) Flilchenstucke aus, welche man um den gemeinsamen Ausgaugspui 
Gi, c-i, ■ ■ ■> herum durch Kurven abgrenzen kann, tlber das in Beta 
Stuck der Begrenzung hinilber bildet, ist unmittelbar klar. 


4 . 

Die fundainentale, durch die Ubersehrift dieses Abschnittes ange* 
laBt sich jetzt in folgender Weise formulieren. 

Aufgalbe. „Fs ist m mgen, dafd m der FUcIie T' eine FunMi 
des Funldes T’, y existiert, welcJie den folgenden Bedingungen gemgf: 

I. Die Function U soil fiir jeden niclit mit einem der Funkte cd 
sammcnfdllenden Funld x, y der FlcicJie T', einerlei also, 6b derselbe ini . 
der Begrenzung von T' liegt, eintvertig und stetig sein. Fur den PimM i 
gegen soli sie in dersellen Weise unstetig werden -ivie die im vorigen ^ 
Funktion ip„, sodajd also fur a = 1,2, ■ ■ g die Bifferem: 
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mit unhegrenzt ahnelimendem r„ gJeichnuijSig fiir alle Werte von t„ gegen t 
hdngige G-to^b Jionvergierf. Ziidem sollen ilive, ollgoneiii nvit TI zu peZ' 
in je zwei enfspreclienden Begre'nztingspvvlien c/’ in der Wetse verlcni 

langs a,.{ A^U~+ 

langs l,.[ U*= 33 ,, > 

laiDgs c,,{ U~, 


(S.) 


ist, tvobei A^, B,., r = ], 2 , ■ vorgegehene Konsfcmten ledenfen, die simtlicli 
sitzen, wiihrend 2(„, 58,., ’ = 1 , 2 , vorgegehene Konstantcn hezeiclinen, die dt 


(S'.) 


genugen, im uhrigen ether keinen Bedingungen unterworfen siniL 


IT. Lie Berivierten 14",!?, S, Grenzeu der eMtspreclie 


dx ^ dy ^ dx^ ^ dy 

qnotienfen clefiniert^ sollen niclit mir filr jeden von den Fmlden cP^, • • • 
inneren PunU x, y der FldcJie T' existieren ^md stetig sein, sondern anc 
Begre^iziingspunhtj sobald man die FimPtion U iiher ein diesen Begrerzimgi 
entJialtendes Stuck der Begrenmng von T' liinuler den (Heiclimgcn (S.) e 

fortsetzt, und es ^verden alsdcmn, ausscldie/Slieli auf Gr%md Hirer Deflnitio'ii, 
du^ dm du- du- an/" a-r/ 


dx ’ dy ’ dx^ ^ d y‘‘^ ^ dx ^ dy ^ dx- 

Berivierten in je zwei entsprecliendei 
sein, dajS 


dr 


zu heseicimenden Werte der i 


langs a,, 
langs 


[dm 

1 dx 

11 

du-^ „ 
dy 

i dU- 
dy ’ 

^2 ^7 + 

\dm _ 

dx ^ 

dm _ 

QD 

r~i 

1 

a- r/+ 

[ dx 

dy 

" '^y ' 

a.'rr“ 

\dm _ 

du~ 

dU^ _ 

d u- 

a- 

i dx 

dx ’ 

dy 

dy ’ 

r\ 

OX" 


A , 
B 


jp^, c) 

’ in 

d^u- 

d^rm 

dx^ ’ 

dy" 

a- r/“ 

a- m 

dx^ ^ 

dip 

a^ m 

d‘^ m 

dx^ ’ 

dy- 


A 

B 


^2 tt tt 

III. Die Berivierten 4-^. sollen filr jeden Bunkt x, y der Ft 


■> (. 


dx"^ ’ dy 

Hire Existenz gefordert tvurde, also filr jeden nicM nit einem der Punkk 

sammenfallenden PunU die GleicJmng A t/" === 0 erfullen.“ 

Die gestellte Anfgabe verlangt demnach, um es kurz auszudrttclcei 
der partiellen Differentialgleichung A ?7 = 0 fur die Flache T' unter 


Integration der G-leiokung Am = 0 fiir eine Riemann’sclie Fiaehe T. 


langt, welche in denPunMen 0^,,..., ,9, in der dnrch die Funktionen q d 
Weise, IS-ngs der Linien a, h in der durch. die G-leichungen (S.) ckarakte 
nnstetig wird. Fiir gewisse von Kreislinien begrenzte Teile der Flache 1 
Aufgaben schon im dritten und vierten Abscknitte gelost worden. Die d^ 
in den SStzen I, II, III, IV, V niedergelegten Losungen bilden die Grundla 
handlung der hier gestellten Aufgabe. Man kann namlich von diesen scko 
Losungen ans zui Lusung der gestellten Aufgabe allin&blicb aufsteigen 
holte Anwendnng der Methode der successiven Iniuenzen unter Zubil 
Beweisverfaliiens, das als eine Verallgemeinerung des von Herrn H. J 
sonnenen und in seinen schon (S. 79) erwahnten Arbeiten mitgeteilten Be 
insofern anzusehen ist, als es auch auf solche komplexe Funktionen u 
gewendet werden kann, bei welchen die auferlegten Bedingungen nicht ii 
von denen die einen nur u, die anderen nur u” enthalten, zerlegt \v 
Die Grundlage dieses im folgenden zur Yerwendung komnienden Be’ 
durch das der Methode der successiven Influenzen neue Gebiete erschl 
bilden zwei Hilfssatze, die zuniichst abgeleitet werden sollen. 


5 . 

Man fuhre in die Plache T nur die p in Art. 1 definierten Schn 
a.^, h./, ■ ■ ■; Gj,, hj, ein, jedoch ohne die beiden Seiten dieser Schnitte als Beg 
anzusehen, bezeichne die dadurch aus T hervorgehende Flache mit T mid 5 
in T dnrch eine in sich zurticklaufende, aus einer endlichen Anzahl 
algebraischer Kurven bestehende Linie 91, die ganz im Endlichen verlau 
Windungspunkt, aber auch keinen zu einem Schnitte a oder b gehorigen 
ein Flachenstiick F ab. Diesen Festsetzungen entsprechend kann also das I 
einige oder auch alle Windungspunkte, ebenso einige oder auch alle Punt 
einige oder auch alle Schnittpaare a, b in seinem Innern enthalten. 

Es werde nun die Annahme gemacht, daB zu der Flache F ei 
Punktion u = u' -j- u'i des Punktes co, y esistiere, welche den folgenden Beding 

I. Die Funktion u soli fur jeden nicht zu einem Schnitte a oder eh 
gehorigen Punkt so, y von F stetig sein, aber auch noeh fur jeden zu ein 
gelegenen Schnitte a„ oder h, gehorigen Punkt oder sobald man 
Werte von u fiir die in der TJmgebung des Punktes oder mit de 
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liings J.,,« , 

langs h,.{ u^= B^u~ 


ist, wobei A,„ Konstanten mit dem Modub 1 bezeicbnen. 

II. Die Deriviei-teii sollen bei Hinzunahme der den 

entsprecbenden stetigen Foitsetzungen der Funktion u tiber die Schnitt 
fur je'deri nicht auf der Begreuzung 9b gelegenen, aber aucb nicht mit e; 
punkte Oder einem Punkte zusammenfallenden Punkt von B existi 
sein, und es werden alsdann, ausschliefilicb auf G-rund ibrer Definition 
genannten Derivierten in je zwei zu einem Schnitte oder i,, geliorigen 
Punkten S’"", S~ in der Weise verknfipft sein, dab 


langs a,, 


dti' 


dx 


langs K\'^ 

^ ^ { 0 X 


A^, 


ist. 


dtr 

du-^ 

A 


{ 


dx ' 

’ dy 

" dy ’ 

dx~ 

— FL 


du~ 

diX 

= B ^ 

dHx __ 

-B, 


dx ’ 

dy 

'■ dy ’ 

dx'-^ 

' dx- ^ 


dHf 


dHi 


dy- 


dy 






dy- 


III. Die Derivierten 


r\ C) t> 

O'^li CJ-U 


- sollen fur jeden Punkt von B\ fiir di 


’ dy' 

gefordeit wurde, die Gleickung Au = ^ = d erfilllen. 


Fiir jede solclie FunMion %v = id + id'i gilt der Satz, da[3 der Wen 
keinen Bunkt der Flcidie F grojSer ist ids das Maiimum G der Werte, 'H 
die Fimkte der Begrenzung 9i ron F hesitzt. 

Da die Eichtigkeit dieses Satzes unmittelbar einleuchtet, wenn 
Punkte von F denselben Weit besitzt, so kann man bei dem jetzt fol 
des Satzes diesen Fall, als schon erledigt, ausscblieBen. 

Man setze also voraus, daB mod u nicM fiir alle Punkte von F 
besitzt, bezeichne das, jedenfalls iiber Null und nicht unter G liegende, 
Werte, welche mod u fiir die Punkte von F besitzt, mit G' und stelle 
ob G' far einen ini Innern, also nicht auf der Begrenzung 9b von F geb 
als Wert von mod u auftreten kann. Pur die Beantwortung dieser Fra^ 
bezug auf die Lage des Punktes S vier Palle zn unterscheiden. 

Als ersten Pall sehe man denjenigen an, wo der Punkt S ein ii: 
legener, aber weder zu einem Schnitte a noch zu einem Schnitte h ^ 
0 = u ist. In diesem Palle grenze man zu dem Punkte S als Mittelpuif 
(r—l)-facher Windungspunkt ist, eine nicht aus F heraustretende ur 


Integi-ation der Gleicliuiig A(/ = 0 fiir eine Riemann'sclie Fladie T. 


Abschnittes gemachten Festsetziiiigen gemaiB, durcb Polarkoordinaten /•, t o, 
mit ^ durcb die Gleichung s == (o + i/i = a j,- re*' verknupft siiid, bestimmt. I 
alsdann den Wert von u in irgend einem Pmikte r, t der Kreisflacb 
den Wert von « hn Mittelpunkte der ICreisflacbe mit lieacbtet dj 
zwiscbeii ^ mid den Werten, welebew,, anf der Peripherie “von Wbesitzt 




2 V 


I^Jur/U besteht, und weiidet anf diese den in Art. 3 des zweit^ 
0 


KJ 

bewiesenen Modul&atz an, so erbalt man, da der Foraussetznng gemafi n 
die Beziehnng: 


2v7Z 




Bei dieser Beziehnng ist jedoch, damod«^_, aufGrund der Definition vou 
Pnnkt li, t der Peripherie von K groBer als G’ ist, nur das Oleichheitsze 
Daraus folgt dann, daB fiir jedes t nicht nur den Modal G', 
dieselbe Eichtnngszahl x besitzen inuB, sodaB also fiir jeden Pnnkt J?. t 
von 7v und dam it auch, nach Satz I, ftir jeden Punkt t, t von K tiberhaupt 
G eJ" besteht. Grenzt man jetzt zu irgend einem Peripheriepunkte 
Mittelpunkt eine Kreisflache alsdann zu einem Peripheriepunkte S 
Mittelpunkt eine Kreisflache ab und fahrt in dieser Weise fort, bit 
jedoch eineii der Schnitte a,h zu ilberschreiten und ohne aus F heraui 
Kette von Kreisflachen, bei der jede neue Kreisflache ihreii Mittelpunkt auf 
der unmittelbar vorangehenclen hat, und ftbertragt die fur K gemachtei 
die Kreisflachen iv', K^, •••, so erkennt man, daB u fiir jeden Punkt d 
systems den Wert G-'cF besitzt. Da aber durch passende Wahl der Mif 
Radien der Kreisflachen 7vj, K^, ■ ■ ■ ein jeder im Innern von F gelege: 
weder ein Windungspunkt, noch ein Punkt noch auch ein Punkt ( 
Cl Oder I ist, zu einem Punkte des zu konstruierenden Plachensystems ge 
kann, so ergibt sich schlieBlich, dafi die Punktion u fiir jeden solchen Pu 
auch, den ihr auferlegten Stetigkeitsbedingungen zufolge, ftir jeden Punki 
haupt den Wert G'er-‘ besitzt. Dieses Resultat steht aber im Widerspruc 
Beginn der TJntersuchung gemachten Voraussetzung, daB mod u nicht fi 
von F denselben Wert besitzt, und es kann daher dieser erste Pall nict 
Als zweiten Pall sehe man denjenigen an, wo der Punkt S' 
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flaclie X' — also emer eiiiblattrigen, wenn ein 0-facher Windungsp 

denke sick die Lage eiues Punktes z in dieser Kreiserganzungsflacke 

des dritten Abschnittes geinackten Festsetzungen gemaB, durch. Polaii 

o>«>- 2 vs, die mit z durch die Gleichung z = x->ryi = re*’ 

Bezeickuet man alsdann den Wert von w in irgend einem Punkte 

K' mit den Wert von n im Punkte mit u^, beacktet, dal 

zwischeii und den Werten, welche anf dem Rande von IC besitz 
0 

II =-i- / u^.clt besteht, und wendet auf diese den in Art. 3 des zwe 

— ^V7t 

bewiesenen Modulsatz an, so erkalt man, da der Voraussetzung gemaB 
die Beziehung: 

0 

G' ^ / mod u„ ,cU. 

^ 2 vatj 

— 2v7t 


Bei dieser Beziekung ist jedock, da mod Ui^^t auf Grund der Definition v 
Punkt 11, t des Eandes von A" groBer als G' ist, nur das Gleicliheits 
Daraus folgt dann, daB mod i fur jeden Punkt li, t des Eandes von 
besitzen muB, und es ist damit der zweite Pall anf den sckoii als unm 
ersten Fall zurflckgefuhrt. 

Ein dritter denkbarer Fall ist der, wo der Punkt cP zu eint 
einem der Scknitte a, h gehort. Man betrackte zimackst den Uii' 
Punkt ^ znm Scknitte a,, gehort. In diesem Unterfalle bezeickne mai 
nachdem er anf oder auf a~ liegt, mit ed+ oder mit und gre 
Mittelpunkt eine Kreisflache K ab, deren Radius B so klein gewal 
weder einen Punkt von 31 nock einen Punkt von I,, nock auck einen Pi 
Scknitte a, I entkalt, und daB ikre Peripherie mit dem Scknitte a,, n 
geineinsam hat, bezeickne den an a~ anstoBenden Teil von K mit 

stoBenden mit D, (s. Fig. 7) und definiere alsdam 
eine Funktion u daduxch, daB man fttr jeden Punl 
ftix jeden Punkt von u = Al^u setzt. Hebt m; 
Flkckenstttcke D trennenden Teil des Scknittes 
trachtet die definiexte Funktion u als Funktion ( 
in der zusammenkangenden Flacke K, so exkennt i 
Funktion von der im Satze I charakterisierten Art ist. Es besteht daher 



Integiation der Gleickung A?f — 0 fiir eine Hiemann'sclie Flilche T. 
und S] 36 zi 6 ll mod== mod = G- ist, Binorloi ob cler Puiitt cPaiif Oi 

i 

die Beziehung: 


27t 



Aus dieser Beziehung folgt aber, durch die schoii wieclerholt angewauc 
daB die mit t sich stetig andernde GroBe mod fiir jeden Punkt it, i 
von K den Wert G besitzt, und dairdt ist auch der betrachtete Ur 
schon als unmOglich erkannten ersten Pall zuruckgefilhi-t. Auf diese 
sich auch der andere Unterfall, wo der Punkt ^ zam Schnitte h a 
ersten Pall zuruckfuhren; man braucht dazu niir in der vorstehend 
alienthalben a,., h„ durch a, und A, durch B,. zu ersetzen. 

Der vierte noch denkbare Fall endlich ist cler, wo der Punkt 
Schnitte a, wie zuin Schnitte &„ gehort, sich also mit einem der vier zu 
Mtindungspunkt der Schnitte a,., I, gehorigen Punkte p,„ q,., r,,, s,, de( 
Falle grenze man zu dem Punkte S’ als Mittelpunkt eine Ereisfliich' 
Eadius It so Mein gewahlt sei, daB sie weder einen 
Punkt der Begrenzung ift von F noch einen Punkt der 
ubrigen Schnitte a, h enthalt, und daB ihre Peripherie 
sowohl mit dem Schnitte wie mit dem Schnitte h,. 
nur zwei Punkte gemeinsam hat, bezeichne die vier 
Teile, in welche K durch die Schnitte a„ zerfallt, 
der Bezeichnung p,., q,,,r,,, g,, entsprechend, mit D, @ 

(s. Pig. 8) und definiere alsdann zur Plache K eine 
Punktion u dadurch, daB man fiir jeden Punkt von ^ 

« = ^{, fur jeden Punkt von Cl w = fur jeden Punkt von 91 « = _ 

Punkt von @ v, = A~^BSu setzt. Hebt man jetzt die die Flachenstiic 
trennenden Teile der Schnitte a,, h,. auf und betrachtet die definierte 
Punktion des Punktes x, y in der zusammenhangenden Plache K, so erkennt 
Punktion von der im Satze I charakterisierten Art ist. Es besteht daher, 

derselben Bezeichnung wie im ersten Palle, die Beziehung 

folglich auch, da wegen modA.„ = l, mod j5,, = l fiir jeden Punkt von K n 
und speziell mod Uq = mod Wq = > einerlei mit welchem der Punkte 
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km dieser Beziehung folgt aber, durcb die schon wiederholt angewanci 
claB die mit t sick stetig andernde GroBe mod ftir jeden Punkt B, t 
von K den Wert tr' besitzt, und damit ist auch dieser vierte und letzi 
schon als rmnioglich erkannten ersten Fall znrtxckgefuhrt. 

Nachdem so die zu Anfang gestellte Frage, ob das Maximum 
welche modu fiir die Punkte von F besitzt, ftir einen im Innern v( 
Punkt ed als Weid von mod u anftreten kann, wenn mod u nicht fur alle 
denselben Wert besitzt, in verneuiendem Sinne beantwortet und damit 
festgestellt ist, daB der Wert von mod tt in einem inneren Punkt von 
ist als das Maximum G der Werte, welche mod u fur die auf der 
von F gelegenen Punkte besitzt, laBt sick das Eesultat der in diesem 
geftlkrten Untersuckung dabin aussprecken, daB der Wert von mod u, 
Anfang aufgestellten Satze bekauptet wurde, eineiiei, ob mod w in allei 
alien Punkten von F denselben Wert kat, ftir keinen Punkt der F 
ist als das Maximum G der Werte, welcke mod fur die Punkte der 
von F besitzt. 


Durch -wieclerbolte Anwendung des aufgestellten und jetzt bev 
gelangt man nun unmittelbar zu clem folgenden 

Hilfssatz I. „Fs sden in. der cms der Fldche T durch Finfithnci 
jpaare a^,h 2 > '‘S hervorgehenden Fldche T h getrennt Uegmci 

Fi, F^, •••, Aj, deren Gesmntheit mit F hesdchnet werden mikje, in der J 
da/S allgemein die Begrenztvutj von Fy von, ciner in skh stwucldauf 

endlicJien Anzahl von Stiichen algehraischer IGtrven hesfvhenden Ijinie. 
gam im EndlicJien. verlduft mid Iceinen Windungsjiunkf, aber atich Jceinen Z' 
a Oder h gelwrigen PunJct entMU, tviilireml das Flnchcnsystem F einige oder aucl 
jpunkte, ehenso einige oder auch alle Pmdde cndlkh einige oder auch alle 
in seinem Innern enthalten darf. Dobei soil der Fall, wo Z* == 1 ist, also st 
systems F nur ein einziges FldchenstucJi I<\ vorliegt, nicM ausgcschlossen se< 
Zu dem FlacJiensysteme F existiere nun cine dnwertige F-imhtion 
PunJdes x, y, welche den folgenden JBedingungen genilgt: 

I. Pie Funktion u soli fiir jeden nicht zu einem Schnitte a oder 


gehorigen PmJct x, y von F^ (>!=1,2, stetig sein, aber auch noch fur jedc, 
in Fy gelegenen Schnitte a„ oder b,, gehorigen Punkt &/*+ oder cl~, sobald r 
Werte von u fiir die in der Umgehung des PunJdes oder mit c 


Integration der Gleichung An — 0 fiir eine Eiemann'schr Flilthe 2’. 

langs = 
langs 



ist, wohei A,., B„ Konstauten mit clem Mochil 1 hemcluieiK 


11. 


Die 


Deriviertm 


du du d^ii 
cx^ cy ^ dx‘-^’ 


^ -*) 


cy 


sollen hei 


Wnnamdime der d/u ( 


e)dsprechenden stetUjen Fortsetsungen der Fimktion u iiber die Schidffe a . h hi, 

I t' 

nicht cmf der Begrenzwng gelegenen, aher auch niclit mit einem Wirdt 
einem BimMe c/« msamnmifaUenden Piinkt von F., existieren itnd Aetig srin. 
alsdami, ausscJiUefSlicIi auf Grimcl Hirer Definition, die Werfe der gantnii 
in- ge zivei zu einem Schnitte a,, oder l>, gelwrigen entsprechenden Bunhi, 
der Weise verlmupft sein, da/S 


ist. 


langs I 


Oli'^ 

dx 



du~ 

Tx^ 


dih'^ I dtf~ 
dy 


_ A d^u~ c^if^ 

cx'-^ ^ cx^ ^ dy~ 




3w^ 7? ^ 

cy dy ^ 


_ j) G-tr _ p €~ tf 

dx^ cx'^ cy- 'cy~ 


III. Die Derivierten |-4\ |-i 

C X Gy 

gefordert wurde, die Gleichung Au = 


solleti fur jeden Pimkt von F.^, 


r\et Oft 

O-'U o^u 

dx‘-^ dy'-^ 


(J 


erfidlen. 


fiir dt 


Es ist dann der Wert von mod u fiir keinen Bunkt dcs Fhichensi 
als das Maximum O der Werte, ivelche mod a fiir die Ftinkfe der dm 

gehildeten Begrenzung 9^ von F hesitzf.“ 


6 . 

In der Flache T sei eine Kreisfiache K abgegrenzt; ilir Mittelpunk 
ilar Eadius mit B bezeiclmet werden (s. Fig. 9). Zu dieser Flache v 
Polarkoordinatensystem mit positivem DreFtmgssinne, welches den Pun! 
und irgend einen von M ausgehenden Strahl zur Polarachse hat, nnd bezi 
Punkte c/’ der Flache dann zukommenden Polarkoordinaten mit r, t, o<^- 
Peripherie von K denke man sich jetzt, nnter n eine positive ganze Z; 
durch 2 % Punkte B, a^; B, ap, •••; B, (* 1 = 0 ,«,<«,<••■<%») in 2n Teile 5 
zeichne diese Teile, vom Punkte B, in der Richtimg der wachsende 
der Reihe nach mit r^, sp, r^,s.g, s„. Schliefilich konstruiere n 
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0 (Jer eine der n-1 ilbrigen Kurven q zu sclmeiden oder zu beriiliren, 
purikte R, des Bogens /•,, sich erstreckt imd in keinem der beiden Punkte 

welcbe sie mit der Periph 


zv-z 





meinsam hat, die Peripher 
in Bogenmafi geniessene Gi 
Winkels, welchen der voin 


nach irgend einem Punkte r 


J 


gezogene Strahl mit dem Pe 
bildet, soil mit T 2 ,,_i; die G; 
Winlcels, 'welchen der voir 
nach demselben Punkte r, t 
mit dem Peripherieteile s,, bi 
bezeichnet werden. Entspre 
den hohlen Winkeln, welcl 


R,a. 


im Punkte R, C 2 ,,_i mit c 


'ZP-hl 


Fig. 9. 


teile s,,_i and im Punkte 
Peripherieteile s„ bildet, < 
BogenmaB gemessen, die Zahl T 2 „_i der letztex’e die Zahl 

Ma6 haben. 

Es werde nun nnter /(i) = f'(i) + einwertige, stetig 

Periode 2 a: periodische komplexe Punktion der reellen Yeranderlichen t 
als Punktion des Peripheriepunktes B, t, o<i< 2 «, betrachtet, fur jeden 
h) ^ 2 , ■ • gelegenen Punkt B, t den Wert PIull besitzt. Auf Grun 
des dritten Abschnittes aufgestellten Satzes I kann man dann zu der 
Punktion des Punktes x,y von bestiminen, welche du 

erwahnten allgemeinen Eigenschaften besitzt und zudem fur jeden Peri; 
mit der Punktion f(t) dem Werte nach ubereinstiinmt. Diese Punktion 
Punkte der Plache K als Punktion der Polarkoordinaten r, t darges 
Gleichungen: 

^ f[(p) iJS—sJJrcosCt—9)-l-r^ ’ %,« = f{f) 




a 


2 [l—\ 


Unter der Yoraussetzung, daB die Punktion f(t) nieht durchweg den W 
Oder, was dasselbe, daB das Maximum G der Y^erte, welche mod/’(^) i 


Integration der Gleichung Au = 0 fur eine Riemann'sche FlUelie T. 

Zu dem Ende gelie man von der, auf einlaclie Weise ans der ( 
darstellenden Gleichung sich ergebenden. Relation: 


_ « -I 

mod 2{r ^; < ^ T- mod 

iii = i “ ^ 


^■^2 u 




JR~ -2i/rco3.f' 


(f 


ilq , 


ce<^, 


aus, wGiido aaf das allgoinBinG Glicd dor aiif ihror roclitoii Soito stolior 
im zweiten Abschnitte zu Aiifaiig des Art. 3 abgeleiteteii Modulsatz 
daB mod/"(^) in dem Intervalle you (f=cc2iii-i bis q = <x2Li Zalil 
schreiten, aber aucb, als stetige Funktion von q wegen f\a,u-i}=G, 
fur jodes dem Intervalle angehorige q^ den Wert G haben kanii, : 
zwischen fiqp) und dq stehende Ausdruck fur jedes in Betracbt koniineiic 
wesentlich positiv ist, endlicb noch, daB die Gleicliun^: 


1 r 

^=1 tj 




—r 


R- — 2 J?r cos (f—gp) r 

^2 /z—1 




+ 






1 r 




R^ — 2Rr cos {t — gp) + r 


dcp 


CC9 


hj: 


«i 4- 2 71 




R" — 2 jRr cos i/ — <3Pj -j- 


di 


«i 




besteht, bei der unter die Grofie cc^+ 271 zu verstehen ist. Mai 

daB fur jeden inneren Punkt r, t der Plache K die Beziehung: 




2^ 


^ = Q. r ' 

modM,.^<^— / ^ 

// = 1 e^/ 


R}—t^- 


^ —2i??*cos(^—gp)r 


2 < (?, 


besteht. Setzt man nun zur Abkiirzung: 



t 


<^2 tx 

^ J 2 

iiz=i ty 

1 




y2 


Rt cos {t — (p) -f ^ 


3 d y>y 


und bezeichnet die obere Grenze der Werte, welche die immer positi 
des Punktes r, t, o</< 2 «, fttr die im Innem der Plache K gelegener 

Kurven q besitzt, mit G, so bildet die so definierte GroBe G, da fur , 
der Plache K gelegenen, also von den Punkten B, Ki; R, R, a 
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und zugieich, wie aus dem Vorhergehenden uninittelbar erhellt, die 
Schraiike, wenn die zu u gehoxige Randfunktion f(t) nur den genanr 
Bedingungen unterworfen ist. 

Die GroBe G ist kleiiier als G. Der Beweis ftir diese Behauptui 
sein, sobald gezeigt ist, daB der Wert von ^l^r filr jeden im Innei 
gelegenen Punkt r, t der Kurve g,, (^= 1 , 2 , ■•■,«) kleiner als G ist, nicht ub 
liegende Zahl bindbergeht, wenn der Punkt r, t sicb anf der Kurve 
It, unbegrenzt nabert, und aucb nicht, wenn der Punkt r, t sick 
dem Punkte B, unbegrenzt nahert. Uni dies zu zeigen, gebe man d 
deflnierenden Gleichung die Form: 


r. 


r, t 




a 


— r 


^/ = — 1 


Cl 

1 tZ 




2 jRr cos {t —qp) + 


- 1 


2 Er cos {t — (p) -j- r- | 


p-n ^ 
■ 'JT' 

// =r-l-l 


- 1 

Ci2fi 


r _ B- — r- 

J B'^— 2 Br cos {t- 


<r) + 


«2^i — 1 


nnd fulire das anf der rechten Seite dieser Gleichung an erster Stelle s 
zunachst, mit Hilfe der Pormel: 


in den Ausdruck: 



2 i?rcosy + r- ^ arctg 


r sin cp 


- r cos q), 


+ (fi. 


2 arctg 


r sin ( 0 : 2 ^ — t) 


.B ~ r cos (^2 — t). 


+ 2 arctg 


r sin (a^ y — t) 


.B — r cos (^2 V — ^)J 


^2 V- 


und weiter dann durch Einfuhrung der zu Anfang dieses Artikcls defit 


GroBen r, t durch die Beziehungen: 


r sin fev-i — 


J? — T cos ( 0 ^ 2 ,,. 


t) 






r sill ( 0^2 r — 0 


1 /’ 


E — r cos (o '2 y — 0 


tg(_i 


Yerkntipften GroBen T21-1 . ^2 v in den Ausdruck 2T.^,,__^ + 2 r. 2 y — 2(7c 
Es wird dann: 


r 



a 


2 V 


£^9 


iM 


/t = r — 1 




f.l=l 


«2/i 

r _ 11^^—r- 

2% J —2i?r cos {t-cp)- 

<^2 /< -1 
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Ls.fit man jetzt dsn Punkt r, f sich auf der Kurve entweder dein P 
oder deiXL Punkte iinbegrenzl nkliernj so koiivergieri} ini ersten Fs 

t^ 2 v-i> '^ 2 r gegen n — iin zweiten Palle gegen n — 


walirend in beiden Fallen ein jedes der ■« — 1 auf der rechten Seit 
Gleichung vorkommenden Integrale gegen ISTnll konvergiert, und es kon 

r,,, im ersten Falle gegen a, im zweiten Falle gegen G, also 

beiden Falle, da nach. den in bezug anf die Euiwe q,. gemacbten Pesi 
Zahlen Tg,, zwiscben 0 und n liegen, gegen eine unter G liegende 

ist aber der Beweis filr die Behauptung, daB G < G ist, erbracht. 

Setzt man nun noch G = xG und beacbtet, daB die so eingefubrte, z\ 
gelegene Zabl x, der Definition Ton G gemaB, die obere Qrenze der Wei 
die immer positive Funktion: 


/(= n 

2 

(.1 = 1 


<^2 a 

: J_ c _ 

2® J W 


“IJRr cos [t' — 9) -|~ 


■p (I (p, 




des Punktes r, t fur die im Innern der Blache K gelegenen Punkte r, t 
besitzt, nennt auch diese Zahl x, insofern als sie nur von der Lage c 
punkte B, a der Kurven q und der Gestalt dieser Kurven abhangt, die 
systeme q^,---, q^ entsprechende Zahl, so laBt sich das Besultat 
Artikel durchgefiihrten Dntersuchung nach Hinzunahme des bisher ai 
Dalles G = 0 zusammenfassen in den folgenden 

Hilfssatz II. sei lei einer in der FldcJie T dbgegrenzten K) 


Peripherie in 2n der Reilie nach mit r^, sp, r^, sr, •••; zu lezt 

zerlegt, und es seien zugleich fur y ==lj2j n die Endpimkfe des Bogen 
sich cms Stucken cdgebraisclier Jmrven zuscimmensetzende und^ von iliren Endpiv, 


voUstdndig im Innern der Fldclie K verlaufende Knrve cp, verlunden^ die u 


noch eine der % — 1 iihrigen Kurven q 


schneidet oder lerulirt^ auch in Ud 


die Peripherie von K nicht lernJirt. Zu dieser Kreisflctche K sei nun irgenc 
u==%i-\-u'i des PtmMes x, y von der in dem Satzel definierten Art gegel 
jeden auf den Bogen S 2 , gelegenen PimM den Wert Null lesitzt, 2 

Maximum der WertCy welche der in der ganzen Fldclie K stetigen Fmikt 
die Punkte der Bogen r zukommeny so ist das Maximum der Werte^ welclie 
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7 . 

Fur die Beiiaudluug der in Art. 4 gestellten Aufgabe empfiehlt 
fiihrung des Begriffs einer zu einem Systeme F von Stiicken der — sc 
des Art. 5 erwalinteu, aus der Plache T durch Einfukrung der Schnitte a^, \ 
kervorgehenden — Plache T gekdrigen Pundamentalfunktion. Dieser E 

definiert werden. ^ 

Man mai’kiere in der Plache T die schon zu Anfang des Art. 3 def 
cK, >^ 2 ) • • •> nntex denen sick alle Windungspunkte und alle Punkte 
ordne allgemein dem Scknittpaare (1=1,2, -.ri die vier bei der Pi’o 

Art. 4 gewaklten, nur den Bedingungen: 

mod 1, mod J5^= 1; (1 —15,,) St„ = (1 — A„) iS,. 

unterworfenen Konstanten A„ B,., 51,., 35,., dem Punkte ,«) di< 

waklte, durck die Konstanten Sos, • • vollstandig bestimm 

zu. Alsdann greiize man in der Plache T h getrennt liegende Plaebenstuck 
deren Gesamtbeit im folgenden mit F bezeichnet werden soil, in der 
allgemein die Begrenzung von PI, (><= 1 , 3 ,- .i) von einer in sich znrtlcklaufe 
endkchen Anzakl von Stucken algebraiscker Kurven bestehenden Lir 
wird, und daB zudem diese Begrenznngslinie keinen zu einem Scbnitt 
horigen Punkt und auch keinen der Punkte cPj, cP,, • • •, c/) enthalt, ah 
ganz im Endlicben verMuft und durch keinen Windungspunkt kindurchg( 
Innern dagegen darf das Flacbensystein F einige oder auch alle Scl 
ebenso einige der Punkte oder auch alle diese Punkte en 

soil der Pall, wo ^==1 ist, also statt des Flachensystems F nur ein ei 
stuck F^ vorhegt, nicht ausgescklossen sein. 

Bs w'erde nun angenommen, daB zu dem Plackensysteme F t 
Funktion u = des Punktes x, y existiere, welche deir folgende 

gentigt: 

I. Die Funktion « soli fur jeden nicht mit einem Punkte S 
sammenfaUenden und auch nicht zu einem Schnitte tt oder einem 
horigen Punkt x, y von F^ ( k = i , 2 , ■••,*:) stetig sein, aber auch nock 
einem etwa in jF,, gelegenen Schnitte a, oder gekdrigen Punkt 

sobald man sich auf die Werte von u ftlr die i der Dmnebuns 


Iiit6gr3.tioii d6r Gleicliiing —0 fiir cine Ri6nia.iiiische PliicHe 


Sctnitte a, oder h, gehorigen entsprechenden Puakten i?- in der 
sein, dafi 



langs fl,.{ 3t„ 

langs l,{ u^= B,ir^ SS, 


ist; ftir jeden etwa in F., gelegenen Punkt aber soli sie in der diircd: 
charakterisierten Weise unstetig 'u^erden. 


II. 


Die Derivierten 


du du c~u 
dx ^ dy ^ cx~ 


Cj ** 

-^solleu beiHinzimahme der dec 


entsprechenden stetigen Portsetzungeii der Funktion n iiber die Schnit 
fur jeden nicht auf der Begrenzung 91^ gelegenen, aber anch niclit mit e 


<^ 1 ! '^2 5 ■ ■ • 5 znsammenfallenden Punkt von esistieren und steti 
werden alsdann, ausschliefilich auf (xriind ihrer Definition, die "iVerte 
Derivierterf in je zwei zu einem Schnitte oder />,, gehorigen entspret 
e^+, in der Weise verkniipft sein, daB 


ist. 


dw^ 


X 


langs 
langs &,.j^ 


A du- d ii^ 

r J 


B,. 


dx 

dir 


0 IF 


(yX ^ dy 


B 


du~ 

dy 

d ii~ 


^ oy ’ 


dx“ 


C-U' 


CX‘ 



d'’hr c'lr 
dx~ ’ dy^ 

c~u- c^ir 
€x~ ^ cy“ 



a 



III. Die Derivierten ^ sollen fiir jeden Punkt von JFl,, fur ( 

0 ^ ^ y 

^ it ^ “ w 

gefordert wurde, die Gleichung + Ip- = 0 erfullen. 

Fine, jede diesen Bedingungen- genugende Funktion soil eine zu deni 
geliorige Fimdamentcdfunktion genamit icerden. Bei Vencendung dieses 
im Auge zu, helialten, da§ die Konstanten A, B, 21, 95 und die in o 
vorkommenden Konstanten S hei der Prohlemstellung in Art. 4 ein fur 
warden sind. 

In bezug auf die so definierten Fundamentalfunktionen gilt nur 
Satz. „Eine zu deni Flacliensystenie F gehorige Fundanientulfunkt 
lestimmt, sobald fur sie die Werte, welclie sie Icings der (lurch die Link 
gelildeten Begrenzung 01 von F hesifzt, hekannt sind.“ 

Der Beweis dieses Satzes wird durch die folgende Uberlegung erb 
neben einer zu dem Flachensysteme F gehorigen Fundamentalfunktio 
E'undamentalfunktion u, welche mit ihr in den Werten langs der Begr 
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als Werte zugelegt hat, eiae zii F gehorige Funktioii cles Punktes x-, 
Hilfssatze I charaktei-isierten krt sein, die zudem fiir jeden Pnnkt der 
von F den Wert Null besaBe, und deren Modul daher, auf Gxund des g 
satzes, fur jeden Punkt von F der Null gleich ware, im Widerspruch mil 
dafi u von u verschieden ist. Damit ist aber der aufgestellte Satz bewies 
Betrachtung ist fur diejenigen etwa in F gelegenen Punkte des Punktsysten 
welche weder mit einem Windungspunkte noch mit einem Punkte z 
der in Aid. 2 des dritten Abschnittes bewiesene Satz zu beriicksichtigen. 


8 . 

Es soli jetzt in die Behandlung der in Art. 4 gestellten Aufgab- 
eingetreten werden, dafi zunachst in diesem und dem folgenden Artikel z 
dieser Aufgabe vorbereitende Untersuchungen durchgefuhrt werden. 

In der aus der Flache I durch Einfuhrung der Schnittpaare 
hervorgehenden Plache T sei, nachdem man in ihr die Punkte 
hat, ein Flachensystem F von der in Art. 7 beschriebenen Art und ei 
keinen der Punkte ■ ■ •, aber auch keinen zu einem Schnitte a o( 

Punkt enthaltende Kreisflache K abgegrenzt, die in der folgenden Beziehu 
stehen. Die Kreisflache K soil allgemein mit dem Flachenstiicke F, 
Abschnitte, zum mindesten einen Abschnitt — also einen einfach zusan 
Flaehenteil, dessen Begrenzung sich aus einem einzigen Sttlcke der Pei 
und einem einzigen Sttlcke der Begrenzung 91,, von Aj, zusannnensetzt 
haben; weiter soil ihre Peripherie so zu 91„ liegen, daB ein auf 91,, 
derselben Richtung sich bewegender Punkt von einer Stelle an, wo er 
der Kreisflache K eintritt, bis zu der zunachst folgenden Stelle, wo e 
ganz im Innem von K bewegt, und daB weder an der Eintritts- noc 
trittsstelle eine Bertlhrung zwischen der Peripherie von K und den in 
fallenden Teilen der Begrenzung 91„ von F^ stattfindet; endlich soil < 
einigung der Kreisflache K mit den Flkchenstucken F^, F^^, ■ ■ ■, F,. ei 
sammenhangende Flache F von einer einzigen, in sich zurticklaufenden 
sein. Dabei ist der Fall, wo == 1 ist, also statt des Flkchensyste 
einziges Flachenstuck F^ vorhegt, nicht ausgeschlossen; man wird sich 
standnis der in diesem Artikel durchgeftlhrten Untersuchung wesentli 

TXTanvi man aiP '7nT»Qr*Vinnv ■fnloronflD TPolla X* ___ "I 


Integration der Gleichung An=0 fiir eine Eiemann'-r-lie Flik-lie T. 

des Flachensystems F solleu untersc'hiedslos mit p, die innerlialb wdem 
auBerhall) des Flachensystems F gelegenen Teile der Peripherie vini K ii 
halh gelegenen mit r bezeichnet n-erdeii. Die Schnittrjimkte der Benivnzu 
mit der Peripherie von K, von denen jeder 
als ein den vier in ihm znsammenstoBenden 
Linien q, r, s gemeinsam angehoriger 
Punkt anzusehen ist, sollen dagegen unter- 
schiedslos mit (jj, s') bezeichnet werden. 

Ein jeder der Buchstaben p, q, r, s soli 
aber anch, sobald er im folgenden an 
dem Zeichen far irgend eine zu dem 
Flachensysteme F oder zu der Kreis- 
flache K gehoiige Funktion des Piinktes 
X, y als nnterer Index auftritt, einen auf 
den dem Buchstaben entsprechenden Linien frei beweglichen Punkt 
zugleich soil dann das mit dieseni Buchstaben versehene Funktionsze 
der Funktion in dem beweglichen Pnnkte reprasentieren. 

Man nehme nun an, dafi zu dem Flachensysteme F, wie man au 
9^1) 9 I 2 , • • •, Sflj. gebildete Begrenzung desselben eine langs jeder einzelne 
einwertige und stetige Funktion des Begrenzungspunktes wahlen mag, s 
mentalfunktion gebildet werden konne, welche langs der Begi’enzung 
gewahlten Funktion des Begrenzungspunktes dem Werte nach ubereins 
dann bewiesen werden, dafi auf Grund dieser Annahme auch zur Flach' 
mentalfunktion sich biklen laBt, welche langs der, mit ^ + s zu bez 
grenzung von F mit einer beliebig vorgegebenen einwertigen und st 
f = /■'+ f'i des Begrenzungspunktes dem Werte nach ubereinstimmt, 

Zu dem Ende wahle man fflr die von den Linien p und q gebi 
zu bezeichnende, Begrenzung von F eine einwertige Funktion g = g'+ (fi c 
punktes, welche langs jeder Begrenzungslinie fR,, stetig ist und zudem 
einer Linie p mit der vorgegebenen Funktion f dem Werte nach ubere 
also die Gleichung besteht, und bestimme alsdann einerseits z 

systeme F in Ubereinstimmung mit der gemachten Annahme Fundar 
vF, • ■ •, andererseits zu der Kreisflache K auf Grund des Satzes 
funktionen kI^^\ • ■ •, m der Eeihenfolge ■ ■ ■ dadurct 
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fitr 

fiir 

fur 



il 


ii 


( 3 ) 

p 

( 3 ) 







7 


= 

“5 j 


far 

fill’ 

fill’ 


= It 


(1) 



= u^p, 


luP-fs , 
j uP = ‘dp, 
\^iP==fs , 


ist. Die Funktionen konvergieren dann mit unbegrenzt 

gegen bestimmte Grenzfunktioneii u, u, von denen die erste fur jeden n 
cler Punkte ^ 1 , <^ 2 , • • •, cd, zusammenfallenden Punkt von F, die zweite fl 
von X existiert. Der Beweis filr diese Bebauptung soli jetzt erbracbt w€ 


Man betracbte die Funktionen -ul 


(2 ?2 - 1 ) ,^^{2 w -f 2 ) 


U 


(2n) 


n = 1,2,3, 


sicktige, daB die Gleichungen: 


1 .) 0 , 

2 .) zf“-«= zf 


3. ) 

4. ) 0 


fiir w = l,2,3,--- bestehen, wenn man noch die dabei im Falle n = 
GroBe durcb. die Gleichung tip = definiert. Die zu clem Plachen 
borigp, F nnk tinn — ist, nachdein man ibr nocb fur die etwa 

Punkte des Punktsystems <^ 2 , • • in welcben sie ja Werte zunacbs 
die ibr fur diese Punkte zukommenden Grenzwerte als Werte zugelegt hat. 
von der im Hilfssatze I cbarakterisierten Art, die zudem langs der Lini 
den Wert Null, langs der Linien q die Werte 'ii}~p'‘ besitzt. In 

mod fflr keinen Punkt von F, also auch for keinen Pun 

groBer als das mit Mod zu bezeicbnende Maximum der 

mod langs der Linien q besitzt. Die zur Kreisflacbe K gel 

^( 2 »+ 2 )_ ^{ 2 ») dagegen ist eine Funktion von der im Hilfssatze I, bei der j 
cbarakterisierten Art, welcbe langs der Linien s durchweg den Wert 1 
Linien r die Werte —besitzt, und sie ist daber zugleich aucb 
von der im Hilfssatze H cbarakterisierten Art. Infolgedessen ist mo 
for keinen Punkt von K groBer als Mod und insbesond 

Piirikt. ripr Tjinip.n a crrnRpr a.l.ci vMnrl wrvUp-r v rl- 
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lS,iigs der Linien v besitzt, zu verstelien ist. Es gelten daher fcir }t = 
Eelationeii: 


5.) Mod + ^ Mod 

J —1 L / V 


G.j Mod [«; 



Mud [ 


bei doneii die Grleiclilieitszeicheii dann aber aucli iiuv daiiii zu iiehiiii 
zwiscben der vorgegebeiien Funttion f und der gewablten Funktion 
Beziehung besteht, daB langs der Linien q durckweg nf=(j.^ ist und inf 
der Funktionen mit der Funktion iP\ jede der Funktionen , 

der Funktion -iP identisch ist. Ersetzt man nuu das eine Mai in den be: 
5.), 6.) n durcli 5? — 1 und eliminiert alsdann die GroBe Mod [/G''"'’ 
andere Mai nur in der Kelation 6.) « durcli >/ -1 und eliminieit alsd 
Mod[-i4^"’ —so ergeben sick die fur ■h = 2,3, ••• geltenden Relatu 


7.) Mod 5c Mod [wf 


8 .jMod 


< 3 £ 


Mod 


und weiter dann, indem man mit Hilfe dieser Eelationen Mod [«; 


Mod ’ Mod —zu Mod — 4^*] in direkte Beziel 


beacktet, daB nack 5.) Mod < Mod [uf — ist, auch z 


Mod \ii 


( 2 ) 

’i 




( 0 )' 


? J 


G setzt, die fur « = 1,2,3,--- geltenden Eelationen: 


9.) Mod Ilf’' “'] < '^G, 


10.) Mod [•4-"+*’- ^ 


Aus diesen Eelationen folgen jetzt schlieBlich, da nack friiher Berner! 
Punkt von F die Beziehung mod ^ Mod — 4'“’'’']> ^ 

von K die Beziehung mod [^/G”+->~■^/-'‘>]^Mod besteht, die f 

geltenden Eelationen; 

11 .) mod ^ x’'~^G, 12.) mod ^ 

von denen die erste fur jeden Punkt von F, die zweite fur jeden Pu 
steht. Diese letzten Eelationen lassen nun erkennen, daB die zu der un 

[^^(3) _ _|_ r^((5) _ j^(3)j _|- gehorige Modulnreihe fur alle Punkte von 

unendlichen Reike + • • • gekorige Modulnreike ft 

von AT konvergiert, und zwar in gleickem Grade. Daraus folgt dann zu 
Funktionen wie behauptet wurde, mit unbegrenzt wachs 

bestimmte Grenzfunktionen: 


n ■ ■ - oo 
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zusaramenfalleTiclerL Punkt voa F, die zweite fiir jeden Punkt von K 
aber aiicli, dafi die Funktion i jedeiifalls langs der die einzelnen Teile voi 
den Eandkurven 9^., • • •, die Funktion i jedenfalls langs der Per 
sich stetig andert. Endlicb ergibt sick Doch, indem man die Gleicliun, 
'4'"+')= beacktet, daB das Verkalten d( 

langs der Begrenzung p + (£ von F und das Verkalten der Funktioi 
Peripherie r + s von K charakterisiert ist durch die Gleichungen: 

= f, . \ . 

Pm einen genaueren Einblick in die Natur der gewonnenen Funl 
erhalten, bilde man jetzt zu dem Flachensysteme F, in Ubereinstimmni 
inachten Annahnie, eine Pnndamentalfnnktion XJ, welche langs der Bej 
von F mit der Funktion u dem Werte nach ubereinstimmt, sodaB also 
ist, bilde entsprecliend zu der Kreisliache K, auf Grund des Satzes I, ein( 
funktion U, welche langs der Peripherie r -f s von K mit der Funktion 
naeh ubereinstimmt, sodaB also U, = u,., = % ist, und betrachte alsd: 

Funktionen: _ _ 

Die erste derselben ist, nachdem man ihr noch fur die etwa in F gel 
des Punktsystems iF’n, ■ • cP„ in welchen sie ja Werte zunachst nic 
ihr fill- diese Punkte zukommenden Grenzwerte als Werte zugelegt hat, 
horige Funktion von der ini Hilfssatze I charakterisierten Art, deren Yerh 
Begrenzung yi -f g von F^ durch die Gleichungen: 




^(3« + l) ^ 




M d- 1 


bestimmt ist, und deren Modul infolgedessen fur keinen Punkt von 

r = oo 

Mod ^ also auch, der Relation 11.) zufolge, fiir keinen 

v=ni-l 

groBer als ^Gr oder, was dasselbe, groJBer als G ist Die zwe 

v=ni-l ^ 

eine zu K gehorige Funktion von der im Hilfssatze I, bei der Annahme ]i 
risierten Art, deren Yerhalten langs der Peripherie r-j-s von K durch d 
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sseii fur keiiieii Piinkt von 

■>' = 00 

2 7 B.lso aiicli, dor Il6latioii 12. i ziifulir 0 , fur k 0 i!i 0 ii 


!•= /i+1 


t z= Xi 


grofier als Cr odor, was dassolbo, groBor als fr ist. Es koiivoi 


7* — 1 


unbegrenzt wachseiidem mod [f7-;d-'‘ + «] fur alle Punkte voii i: mod 
alle Punkte von A gegen N’ull, und zwar in gleickem Grade, oder, was 
von den etwa in A gelegenen Punkten des Punktsysteius A,, c/l. • • c/] 


C7=lim;d-'‘+‘*=a, 


iJ = liin 




if. 


7i ■ • - OC 


Damit ist aber bewiesen, dafi die Punktion it eine zn deni Flachen 
Funktion tt eine zu der Kreisflache K geliorige Fundainentalfunktion isi 

Ohne Milhe erkennt man jetzt auch nock, dafi die gewonnenen 1 
fur jeden Punkt x, y irgend eines dem Flachensysteme F und der Kr 
ineinsamen, von einer einzigen Linie q und einer einzigen Linie r 
schnittes denselben Wert besitzen; man hat dazu nur zu beach ten, dafi die ] 
als Funktionen des in seiner Bewegung auf eiiien solchen Abschnit 
Punktes x, y beti’achtet, sich auf Grand des eben Bewiesenen wie zv\ 
schnitte gehorige Fundamentalfunktioiien verhalten, zugleich aber auch, 
Gleichungen u,= u„ fill’ jeden Punkt der Begrenzung des Abschi 

Wert besitzen, und daB nach dem am Ende von Art. 7 Bewiesenen 
Gebiete gehorige Fundainentalfunktionen, welche langs der Begrenzung dt 
Werte nach ubereinstimmen, identisch sind. 

Man deliniere nun schlieBlich fur die von den Linien y) und f 
sainnrenhangende Flache F, welche die samtlichen Punkte des Flachen 
der Kreisflache K enthalt, eine Funktion n in der Weise, daB man fi 
von F u = u, fill’ jeden Punkt von K u=u setzt, und beachte, daB dadi 
jeden Punkt der dem Flachensysteme F und der Kreisflache K geineii 
eindentig erklart ist, da nach dem eben Bewiesenen fur jeden Punki 
Gebietes die Beziehung u=u besteht. Die so zur Flache F bestimmte 
dann eine zu F gehorige Fundainentalfunktion, die zudem, auf Grand c 

= = langs der Begrenzung + s von F mit der vorg 

tion f des Begrenzungspunktes dem Werte nach abereinstimmt, und £ 
nach dem in Art. 7 Bewiesenen die einzige derartige Fundamentaltunki 
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Satz. ,Jn der aus der Fliiche T durch JEmfulirung de-r Scfmittgoaare \ 
liervorgelie)iden FJciche Tsei, ■nacliilem man in ilir die PiinMeS^^, tnarkit 

getre}ud liegenden FldcJiensfikJcen F^, F,, •• F/.'bestelmides Fldchensysfem F, if 
‘ton einer einzigen gescldossenen Lime 91^ hegrenzt sein soil, und eiou 
algegrenzt,. irelche in der zu Anfang dieses Artikels angegebenen Bezielmng zu < 
Lcij^t slcJi dcimi zu dem Fldcliensgsfeme F, wie man aucli fur die durch • 

Begrenzung desselben eine langs jeder einzelnen Bandkurve 9^^, eimmrtige und ; 
des Begrenzungsjnin'ktes ivdlden mag, stets eine Fundamentalfunktion hilden, w 
Begrenzung von F mit der gewdMten Funktion des Begrenzimgspunktes dem Wer\ 
stimmt, so Idft sicli auch zu der die sdmtlichen Fmikte des Fldchensystems F \ 
fldche K enthaltenden zusanunenluingenden Fldche F eine Fundamentalfunktion 
Idngs der Begrenzung non F mit einer heliebig wrgegebenen einwertigen und st 
des Begrenzungspunktes dem Werte nacli ubereinstimmt. Der Fall, wo statt 
systems F nur ein einziges Fliichenst'iick vorliegt, ist dabei nicM ausgesclilo. 

9 . 

In der Flache T grenze man, nachdem man die Sclmittpaare a^, bp, a. 
eingeftthrt und die Punkte fp,, ■ ■ ■, markierfc hat, durch eine das Scl 



IntogiatioD d6i GlBicliiing’ — (I Itir pinp Ri<''''ir]ainj’Si‘li»^ Flrif'li*-' 7. 


iiniscliliGBBiidc, in sich zuriicklcnifGndc Kurvc, dor scliGiiicitisclioii Fiiriir 
(bci dcr \ \ a!" \ 06 ^ "W'indniigspiiiiktG, Lbcrgangsliiiit 

sGlbcn bGidGn BlafctGrn bGZGicbnGii sollcii, iind die in dGiii iiiitGrGii diGst 
liGgGndGn TeilG der BGgrenzungslinie zum UnterscHed von den in dem 
gestrichelfc sind), ein das Schnittpaar n,., h,., aber keinen der Piinkte c/^ 
haltendes Flachenstuck ab und entfeme alsdanii das Schnittpaar a,, 
stuck YOU dieser Art moge ein Doppelring genannt werden. Mit Ri 
Folgende soil die Begrenziing des hier vorliegenden, mit D,. zii bezeicl: 
rings yier getrennte Bogen eiiier um den gemeinsamen Mundiingspunkt 
als Mittelpnnkt beschriebenen Kreislinie enthalten. Die Flache IJ, I 


aufgefaBt werden als eine Flaclie, welche durch die Yereinigung zweier 
der, einfach zusammenbangender Flachenstucke F, mit der von der 
Kreislinie begrenzten Kreisfiaclie K in der durch die Fignr 12 charaki 



entstanden ist, nnd es soli dabei zugleich vorausgesetzt werden, daB d 
zeichnende System der beiden Flachenstucke F^, und die Kreisflachi 
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der Peripherie von K eingefiihrte Bezeichnung vermittels der Buclistaben 
inittelbar auf die hier vorliegende Pigur ribertragen werden. 

Nach diesen Festsetzungen wahle man jetzt auf jedem der be 
liegenden Teile p der Begreuzung von eiuen nicht niit einem Punkte {p, 
fallenden Pimkt, fillire von dein einen dieser beiden Punkte zum andern 
zu bezeichnenden, v'om A.n{angs- und Endpuukte abgesehen ganz iin Inner) 
laufenden und vveder sich selbst nocli einen der Bogen r schneidenden ode 
Schnitt in der Weise, daB er, wenn man ihn in die Figur 11 ubertragen v 
Schnittlinie nur einen Punkt gemeinsam hatte, nnd bezeichne bei dieser 
eine Seite als die positive, die andere als die negative; dabei sei die Bezeichnn 
daS man, wenn man ^ in positivem Sinne durchlauft, den Schnitt a von der 
positiven Seite hin uberschreitet. Ebenso wahle man auf jedem der beiden getr' 
Teile p der Begi-enzung von -F, einen nicht mit einem Punkte {p, s) zusai 
Punkt und fiihre von deni einen dieser l^eiden Punkte zum andern ei) 
bezeichnenden, vom Anfangs- und Endpuukte abgesehen ganz im Inneru 
laufenden und weder sich selbst noch einen der Bogen r schneidenden ode 
Schnitt in der Weise, dafi er, wenn man ihn in die Figur 11 ubertrage 
der Schnittlinie nur einen Punkt gemeinsam hatte, und bezeichne bei d 

die eine Seite als die positive, die andere als die negative; dabei sei di 
so gewahlt, dafi man, wenn man «,t in positivem Sinne durchlauft, den Sch 
p)Ositiven zur negativen Seite hin uberschreitet. Durch den Schnitt a win 
stuck in zwei Teile zerlegt, von denen der eine, die positive Seite 
als Begrenzungsstuck enthaltende Teil mit der andere, die negative 
Schnittes als Begrenzungssttick enthaltende Teil mit F~ bezeichnet werde 
wird durch den Schnitt h' das Flachenstuck in zwei Teile zerlegt, v 
eine, die positive Seite des Schnittes als Begrenzungsstuck enthaltende 
der andere, die negative Seite des Schnittes als Begrenzungsstuck en 
mit bezeichnet werden soli. 

Man nehme nun an, da6 zu dem nicht zerschnittenen Flachenst 
wie man auch fur die Begrenzung desselben eine einwertige und stetige 
Begrenzungspunktes wkhlen mag, stets eine einwertige Funktion 
Punktes x, y gebildet werden kbnne, welche fur jeden Punkt von F^ 
jeden im Innern von F^ gelegenen Punkt stetige Derivierte ^ 

und der Differentialgleichung Ay„=0 genugt, endhch langs der Begrenzm 


IntGg'i3.tion d.6r ^jrlBichiiii!;^ —0 tiir tfinf. ''(•lip Flrii'liP 1 '. 


halt wic 0iD6 Fiinclaniciitalfuinktioii, wbIcIic zu irg 6 iid il^r 

h.i] *•*! (ipy 6 nthalt 6 iicl 6 ii Stucke d 6 r Placho T g€hort, in clieseiii Stii 
xSolchc nach dcm in Art. ( BoTviosGiisii diircli ihro RaiKliv0i*t0 vollstiliidi^*' 

Definiert man alsdann mit Hilfe der Punktioneu v.^ zu dem Systeme F 
durch die Schnitte a, V zerlegten Placlienstucke F^, F,. eiiie Fuuktio 
in der Weise, da6 man, unter A,, B,, §(,, 33,. die bei der Problemstellung 
wahlten, nur den Bedingungen: 


mod A, = 1, mod B, = 1; (1 - B^)%, - I'l -.d,. 33, 

unterworfenen Konstanten verstehend, filr jeden Pankt x, // ron F{ = 
Punkt .T, y von fj,= + 2C,., fur jeden Punkt x, y von Fr u = r., fu 
X, y von Ff fj, = B^.v.,F'^r setzt, so besitzt die so zu dem Flachensyst 
stimmte Funktion fx die folgenden Eigenschaften. Zunachst ist u, als 
Punktes x, y in einem der vier Teile F^'^, F^^, FA, F.~ des Systems F 
eine in dem Teile allenthalben einwertige und stetige Funktion des Pur 
dem sind ihre, allgemein mit ju'^, fxr zu bezeicknenden, Werte in je zwei 
a Oder zum Schnitte V gehorigen, demselben Wertepaar x, y entspreche 
S’'^, in der Weise verkndpft, daB 



langs d [fi^ = Ayfx + 3d,, 
Ikngs y [fi"" = B,.iu~ + 33,. 


ist. Ferner besitzt die Funktion /x nicht nur filr jeden im Innein eine 
nannten Teile des Systems liegenden Punkt x, y stetige Dexivierte 

sondern auch noch filr jeden auf einer der vier Begrenzungslinien «'+, d 
nicht zugleich auf einer Linie p hegenden Punkt cF'*', beziehungsweise A" 
die Funktion /x ilber ein diesen Punkt im Inneim enthaltendes Stuck de: 
linie hinilber den Grleichungen (@.) entsprechend stetig fortsetzt (vgl. A 


werden alsdann, ausschlieBlich auf Girund ihrer Definition, die allgemein 
aV+ aV" diir d’-yr F-yr gu bezeichnenden Werte dieser Derivierten n 


dx'^ ’ dy^ ^ dx ^ dy ’ 

Schnitte d oder zum Schnitte V gehorigen, aber nicht auf einer Begrenzu 

liegenden, entsprechenden Punkten iF+, in der Weise verknilpft 
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ist. Endlich erfiillen die Derivierten ftir jeden Punkt u\ y von 

r «-o c y 


iln-e Existeiiz soeben festgestellt wurde, also fur jeden nicht auf einei 

*.-> r\<.y 

t *" / / / / / 

linie i) Oder q gelegenen Punkt von die Gleicliung A/i. = ^ + ^ = 


Die Werte welche die Fnnktion /u, langs der, init q) + q zn 

Begrenzimg von besitzt, sind durcli die Werte bestimmt, welche d 

fur die Begrenzung von and der Funktion ftir die Begrenzun^ 
gesckrieben warden. Durch passende Wahl dieser Werte im Eahmen 
der Stetigkeit kann an Stelle von jede Funktion des Punktes x, y \ 
werden, welche den Bedingungen geniigt, sich stetig zu andern, solange 
auf 2 ^ seine Lage stetig andert, aber nicht den Schnitt a oder den Schnitt I 
und beim Ubersckreiten des Schnittes a' oder des Schnittes V sich 


+ 9t,., beziehungsweise der Gleichung + 33,. entsprech' 

zugleici kann aber auch an Stelle von jede Funktion des Punktes x, y 
werden, welche den Bedingungen geniigt, sich stetig zu andern, wenn der F 
seine Lage stetig kndert, und in jedem Punkte (j>,5) denselben Wert zu 1; 
Funktion fij,. Es konnen also auf Grund der zu Anfang in bezug auf ( 
v^, gemachten Annahmen fur eine zu bildende Funktion /u der beschri 
Werte /i^, fx^, welche sie langs der Begrenzung + q von besitzen so 
der eben genannten Bedingungen beliebig vorgegeben werden. 

Eine Funktion des Punktes x, y von welche mit der Fun! 

anfgefuhrten Eigenschaften ubereinstiinint, soil eine Funktion vom Tyi 
werden. Ist fx eine solche Funktion, und definiert man alsdann einerseitf 
den Schnitt a zerlegten Flachenstiick F^'^''> eine Funktion y^ in der Weise 
jeden Punkt x, y von Fq; y^ = /x, fur jeden Punkt x, y von F^ A~ 
andererseits zu dem durch den Schnitt i' zerlegten Flachenstiick AV*’ eii 
in der Weise, da6 man far jeden Punkt x, y von F^ ]x, fur jeden Punl 
^ 2 = setzt, entfernt hierauf die Schnitte 5', indem man bea 

Funktion y^ in je zwei zum Schnitte a gehbrigen entsprechenden Punkt< 
Funktion in je zwei zum Schnitte 6' gehbrigen entsprechenden Punkten 
Wert besitzt, so ist (><= 1 , 2 ) eine zu F^ gehorige Funktion von derselbe 
zn Anfang definierte Funktion y^, und es hangt zugleich fx von <3 

ab wie die fruher gebildete Funktion fx von den Funktionen y^. I 
der Funktionen vom Typus a deckt sich also mit der Gesamtheit derienis 


Integiation der G-leieliung A!( = 0 fiir eine Rieinann'sche Fliielie T. 


cioi Bg^iguzuh^ von liGniitj inicl ds-B dioso \V orto zutrlBicli iiiit don 
welche die Funktion ^ langs der Begrenzung -f g yon besitzt. bek 
erkenut man scblieBlich, daB eine Funktion ]i voni Typus u durc-h die T 
ihr far die Begrenzung jj + g von im Kahnien der fi-uher genannteii 

vorgeschrieben werden, vollstandig bestimmt ist. 

Mit Biticksicbt auf die folgende Tjutersuchung soli die Differenz 
zweier Funktionen fx, fx voin Typus jx nock einer besonderen Betrachtun 
werden. Eine jede in der angegebenen Weise entstehende Funktion des 
von soli eine Funktion genannt werden. Ohne Millie erkenut n 

die samtlicben Funktionen aucb erhalt, wenn man fur jeden Punkt 


fF = Vi, fiir jeden Punkt ic, y von F^ fx*==A,v,, fiir jeden Punkt y voi 


fill- jeden Punkt x, y von F^ /x*= B,.v. setzt and alsdann an Stelle 


voi 


ilberhaupt existierende Funktionenpaar von der zu Anfaug ckarakterisiei-ti 
laBt. Die den Konstanten A„ auferlegten, durch die Gleichungen 
mod B, = 1 ausgedrilckten Bedingungen wirken nun bei einer Funktion fF 
licber Weise auf das Yerbalteu von mod ein. Urn dies einzusehen, bea 
nachst, daB nack deni in Art. 5 Bewiesenen mod fiir keinen Punkt vo 
fiir keinen Punkt von F^ groBer ist als der mit G zu bezeicbnende Mas 
der Gesamtheit der Werte, welcke sick aus den Weiten von niodvj^ 1: 
grenzung von F^ und den Werten von inod^j langs der Begrenzung von J 
setzen; beacbte weiter, dafi auf Grund der zwiscken je zwei Funktionen ? 
aus ibnen erzeugten Funktion fF bestekenden, soeben aufgestellten Gk 
jeden Punkt x, y von mod fF = mod v^, fur jeden Punkt x, y von mo 
ist, und berilcksicbtige endlicb noch, daB infolge dieser letzten Beziebungei 
zugleich auck das Maximum derjenigen Werte ist, welcke mod fx* fur di 
Begrenzung j> + y von besitzt. Man gelangt dann schbeBlich zu di 

dem Hilfssatze I analogen Satze, dafi mod /x* fiir keinen Punkt des System 
ist als das Maximum 0 der Werte, welcke mod jF fiir die Punkte der Beg 
von besitzt. 

Auf Grund der in bezug auf die Funktionen v, gemackten An 
man jetzt zu dem die samtlicken Punkte von und K entkaltend 

Linien und s begrenzten Doppelring B^^’G eine einwertige Funktion « 
Punktes x, y bestimmen, die, als Funktion des Punktes x, y von hi 

wie eine Funktion vom Typus fx, als Funktion des Punktes x, y von 
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Die Funktioii f hat niir den Becliiigungeu zu geniigen, sich stetig zu andern, solange 
dpi* B6gr6nzuiigspiin]vt soiiiG LagG stGtig andGrt, abGr nicht den Schnitti ci odGr dcii 
Sclinitt // uberschrGitGt, iiiid l)eim UbGrschrGiten dGs SebnittGS a' odGr dcs SebnittGs h' sich 
der Gleicbiing = J,.f~ + 3(,„ bGziebimgswGisG dGr GrlGicbmig = BJ' + GiitsprechGiid 
zu andGrn. EiiiG solcliG Fuuktion a soil jGtzt bGstimmt wGrdGii. 

Zu dGin EndG wilhlG man fur diG BGgreiizung p + (j von GinG GinwGrtigG 

Funktiou /y =//+//"i dcs BGgrGuzungspuuktGs, wgIcIig sich stGtig andert, solangG dev 
BegrGnzungspunkt sgiug LagG stGtig andGrt, abor nicht dcii Schnitt a odor den Schnitt h' 
libGrschrGitGt, wgIcLg bGim UbGi’schrcitGii dcs SebnittGs a odGr dGs Schnittes // sich der 
Glcichung + 9 C,, beziehungsweise der Gleichung = B^,g~ entsprechend 

andert, und welche zudein fur jeden Punkt einer Linie p mit der vorgegebenen Fuuktion f 
dem Werte nach ubereinstimnit, sodaB also die Gleichung r/^,=besteht, und bestimme 
alsdann einerseits zii dem Systeme in Ubereinstimmung mit den gemachten Aii- 

nahmen Funktionen ■iP\ • • • vom Typus p., andererseits zu der Kreisflache K 
auf Grand des Satzes I Funktionen • • • von der in dem Satze definierten 

Art, in der Eeihenfolge u^-\ ■iP\ ••• dadurch, daB man die Werte, welche die Funktionen 
••• kings der Begrenzung pg von und die Werte, welche die 

Funktionen • • • langs der, mit r -{- s zu bezeichnenden, Peripherie von K be- 

sitzen sollen, in der Weise wahlt, daB 
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ist. Genau auf dieselbe Weise wie im vorigen Artikel laBt sich dann, unter Beachtuug, 
daB die zu dem Systeme gehorige Fuuktion eine Funktion /t* ist 

und daher fiir sie der vorher abgeleitete, dem liilfssatze I analoge Satz gilt, zunachst 
zeigen, daB die Funktionen mit unbegrenzt wachsendem n gegen bestimmte 

Grenzfunktionen: 

u = lim -f-... -j- + . 

K... 00 -* L J ’ 

u = lim . g- + _ rip-o) 1 . 

... CO ^ J 

konvergieren; weiter dann, daB die fiir jeden. Punkt des Systems existierende 
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Funktion eine Funjvtion vom Typus die ftir jeden Punkt der Kreisflaciie K 
existierende Funktion eine zu K gehorige Funktion von der in dem Satze I definierten 
Alt ist, und da 6 das Yerlialteii der Funktion u lungs der Begrenzunt? p -r von 
sowie das Veihalteii dei Funktion u langs der Begrenzung r -f- u von K. charakterisiert 
ist durch die Gleichungen: 

= fp j , 

endlicli nocli, daB die Funktiouen u, u fur jeden Punkt a*, y irgend eines der \uer deni 
Systeme und der KreisflS-clie AT gemeiiisamen, von je einer einzigen Linie (j und 

einer einzigen Linie r begrenzten Abschiiitte denselben Wert besitzen. 

Definiert man nun fur die von den Linien und s begrenzte zusammenhangende 
Fliicbe eine Funktion u in der Weise, daB man fur jedenFunkt des Systems 

u =u, fiir jeden Punkt der Kreisflache K u = u setzt, so ist die so liestimmte Funktion ii 
eine einwertige Funktion des Punktes x, y von mit den verlangten Eigenschaften, 
da sie, als Funktion des Punktes x, y von betraclitet, sick wie eine Funktion 

vom Typus p, als Funktion des Punktes x, y von K betrachtet, sich wie eine Funktion 
von der im Satze I definierten Art verhalt, und sie zudem, auf Grand der Gleichungen 
= fp, = langs der Begrenzung ps von mit der vorgegebenen 

Funktion f des Begrenzungspunktes dem Werte nach ubereinstimmt. 

Man lege jetzt in die Fliiche die ursprunglichen Schnitte a^, 6 ,, hinein, 

bezeichne die vier Gebiete, in welche dadurch zerfallt, mit G^, G.^, G^, G^ in der 

Weise, daB G^ das an a~, h~, F"*" anstoBende, G .2 das an 1j~, a'~, F"*" anstoBende, 

6^3 das an a', h'l;, n+, F“ anstoBende, endlich G^ das an at, ht, a'~, F“ anstoBende Gebiet 
ist (s. Fig. 13), und definiere alsdann zu der aus durch Einfiihrung der Schnitte 

1)^ entstandenen, mit D', zu bezeichnenden, Flache mit Hilfe der soeben gewonnenen 
Funktion ti eine Funktion U dadurch, daB man ftlr jeden Punkt x, y 

von G^[U= u, 

von G,[U=A,u + %., 

von G^[V' = B„u + Si,, 

von G^[TJ = A„(jB,.u + S3,.) + = B„(A„u + 

setzt. Die so zu der Flache D' bestimmte Funktion U besitzt die folgenden Eigen¬ 
schaften. Zunachst ist TJ, als Funktion des Punktes x, y in einem der vier die 
Flache I)[ bildenden Gebiete G^, G^, G^, G^ betrachtet, eine in dem Gebiete allenthalben 
einwertige und stetige Funktion des Punktes x, y, ziidem sind ihre Werte tT'*', U~ in 

P-B, I. 1'^ 
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je zwei zum Sclinitte a oder zum Sclinitte h' gehorigeii entspreclienden Punkten ^ 
in der Weise verkniipft, daB 

(X!) langs d (?/■*■ = Z7", langs {ZJ'*' = IT~ 

ist, dagegen ihre Werte ZJ"*", U~ in je zwei zum Schnitte a„ oder zum Sclinitte h,, 
gehorigen entspreclienden Pimkten 0 /^+, eP" in der Weise, daB 

langs a„{U^ = A,U--\-%, 
langs = + 

ist. Ferner besitzt die Funktion Z7 nicht nur ftir jeden im Iniierii eines der vier 
genannten Grebiete liegenden Punkt x, y stetige Derivierte ^ ^ sondern 

aucb noch fiir jeden auf einer der Begrenzungslinien d^, d~, l)~, a^, a~, h^, h~ der 

Grebiete, aber nicbt zugleich auf einer Liniep liegenden Punkt , beziehungsweise , 
sobald man die Funktion U ilber ein diesen Punkt im Innern entbaltendes Stuck 
der Begrenzung des betreffenden Grebietes hinuber den Gleichungen (i7.), (S„.) entsprechend 
stetig fortsetzt, und es werden alsdann, ausscblieBlich auf Grund ihrer Definition, die 
Werte dieser Derivierten in je zwei entsprechenden, aber nicbt auf einer Begrenzungs- 
linie p von D' liegenden Punkten in der Weise verkniipft sein, daB 



Integiation dpr (jlfeiohnng’ fiir pinp Ripmann\«‘hp FUIpIip T. 
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ist. Endlich erfillleu die Derivierten ^ fiir jedeii Piinkt // von I)',, fur den 
ihre Existeiiz soebeu festgestellt wiirde, also fiir jeden niclit aiif der Begrenziing -f-s* 
gelegenen Pnnkt von I)' die Grleichung A Z7 = 4^ -f 4^ = 0 

^ ° cx- cy- 

Aus dem Yerhalten der Funktion IJ iind ilirer Derhderten 44, ^ ftir 

cx (iy cj- cy- 

die Schnitte a, U folgt nnmittelbar, daB die Funktion U selbst die den Gleicliungen I'X’.i 
entsprecliende stetige Fortsetzung der Funktion IJ sowolil iiber den Scbnitt a wie tiber 
den vSclmitt h' Mntil^er bildet, iiud man kann daher die Schnitte a, V, als fiir die 
Funktion U und ihre eben genannten Derivierten nicht mehr in Betracht kommend, 
entfernen. Bezeichnet man alsdann den nur noch die Schnitte a,., enthaltenden 
Doppelring wiederum mit D\., seine bis jetzt durch p + s bezeichnete Begrenzung da- 
gegen mit und beachtet, daB die Funktion U bangs sich stetig andert, so 
erkennt man, daB die gewonnene Funktion JJ eine zu D\. gehorige Fundamentalfunktion 
ist; als solche ist sie nach friiher Bewiesenem vollstandig bestimmt, sobald fur sie die 
Werte, welche sie langs besitzt, bekannt sind. Beachtet man dann weiter noch, daB 
die der Funktion TJ fur die Punkte von zukommeuden, durch die Werte der vor- 
gegebenen Funktion f bestimmten Werte infolge des fitr die Wahl von f gelassenen 
Spielraums als Werte einer fiir die Begrenzung beliebig vorgegebenen einwertigen 
und stetigen Funktion des Begrenzungspunktes angesehen werden durfen, so kann man 
das Kesultat der in diesem Artikel durchgefiihrten Untersuchung zusammenfassen in 
den folgenden 

Satz. der Fldclie T sei, nadidem man die Sclinittpaare a^,h{, a^,hp, •••; 

eingefi'dirt und die Punkte niarhiert hat, ein das Schnittgmar a,., aher keinen 

der Punkte c^i, •••, entlialtender Doppelring D[ (s. Fig. 11) abgegrenzt, dessen Be- 
grensung so heschaffen sei, da^ der aus ihm durch Entfernung des ScJiniffpaares a„, 
entsteJiende Doppelring D,, aus mvei getrennt liegenden einfach zusammenhdngenden Flaclien- 
stucken F^ und einer Kreisfldche K in der friiher heschriebenen, durch die Figur 12 
charakterisierten Weise msammengesetzt iverden kann. JjdfSt sich dann zu der FldcJw F,, 

wie man auch fur die Begrenzung derselhen eine einwertige und stetige Funktion des 
Begrenzungspunktes wahlen mag, stets eine einwertige Funktion r,, = + v^^i des Pimktes x, y 

Ulden, rvelche fiir jeden Punkt von F^^ stetig ist, fiir jeden im Innern von F„ gelegenen 

n* 
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FitnU stefifie Derivkrte 4^, 4^, 4^, ksitzt uml der partidlen BifferentiaUjIeicImng 
Ar =&- + C%=() (icnihify emlUcli hhtgs dcr Bearenzunq vo)i viit der cfewahlten Fimktion 

^ CJ'- cy- .j -j ^ ‘ • 

dcs Begrenziuigspiinlies dem Bkrte nucli Uherehistimmf, so JafSt skli auch zn dem Doqgjel- 
ring I)\, due FiindamenhdfunMion J)ilden, welcJie Icings der Begrenzung desselhen mit 
ehier hcUehig vorgegebenen einivertigen unci stetigen Funldion des Bc^grenzungsqnmldes dem 
Werte ncich iibereinstimmtF 


10 . 

Unter Benutziiug der in den beiden vorhergehenden Artikeln gewoiinenen Resiiltate 
soli jetzt zur Losung der in Art. 4 gestellten Anfgabe geschritten werden. 

In der Flache T seien, naclidem man die 2p schon in Art. 1 definierten, ans 
Stiicken gerader Linien sick zusammensetzenden Linien ‘ Hilfs- 

linien, aber niclit als Schnittlinien eingefuhrt hat, die g in Art. 3 definierten ein- 
blattrigen oder mehrblattrigen Kreiserganzungsflachen K[, JC, • • •, K^, welche die eg un- 
endlich feriien Punkte • • •, beziehungsweise enthalten, sowie die s — eg ebendort 

definierten mehrblattrigen beziehungsweise einblattrigen Kreisflachen -^’^+ 2 ; • • •?-^4, 

welche die r im Endlichen gelegenen Windungspnnkte c^^+2? • • •? und die s — q — r 
willkiirlich gewahlten Pnnkte +,.+!> ‘^?+r+ 2 > • • •? beziehungsweise als Mittelpunkte 
besitzen, abgegrenzt. Die Kadien der die s Flachen K', K begrenzenden, mit ^ zu 
bezeichnenden, einfachen oder mehrfachen Kreislinien sind so gewahlt worden, daB die 
Flachen K', K getrennt liegen und keinen Pnnkt der Linien a, 1) enthalten. Man 
grenze nun weiter zn den go Mundungspunkten der Linien a, h als Mittelpnnkten Kreis¬ 
flachen Afi, Mp mit so kleinen Kadien ab, daB die alsdann in der Flache T 

abgegrenzten Flachen K', K, M getrennt liegen, die, mit iOI,, zu bezeichnende, Peripherie 
von mit den Linien je zwei nicht mit Eckpnnkten zusammenfallende 

Pnnkte gemeinsam hat, aber keine der ubrigen Linien et, h trifi't, und die in die Kreis- 
flache fallenden Teile der Linien 1)^ vier Kadien von Af,, bilden. Das an die 
konkaven Seiten der die Kreiserganzungsflachen K' begrenzenden Kreislinien und an 
die konvexen Seiten der die Kreisflachen K, M begrenzenden Kreislinien fanstoBende, 
von diesen Kreislinien begrenzte, ganz im Endlichen liegende und keinen Windungspunkt 
enthaltende, (3^ + s)-fach znsammenhangende Stuck S der Flache T soil nun, um eine 
Grundlage fiir die Herstellnng eines bestimmten Systems gleichgroBer Kreisflachen zu 
gewinnen, mit einer quadratischen Teilung versehen werden. Dazu sind die folgenden 
Konstruktionen erforderlich. 

Man konstruiere, unter A eine gleich naher zu bestimmende positive Zahl ver- 
stehend, zunachst zu jeder der s Kreislinien ilfi die beiden ihr im Abstande d 
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• parallelen Kreislinien imd bezeichne von den so erhaltenen Hiltskreislinien die 
Innein dei Flaclien K, JF, ilF beziehungsweise liegenden init .Si ., Si, die s — j) noch 
librigen eiitsprechend init S', U, Diirch die Paare S'. Si': ,Sl. Si: aU, kon- 
zentriscbei Hilfski eislinien sollen s getrennt liegende Ringflaclieii von der Beschaftbn- 

heit abgegienzt sein, daB die ersten s keinen Punkt der Linien e, h entlialten, die 
dmch m,, m, (-= 1 , 2 ,..,p) begrenzte Ringilache kein^ Pimkt der Linien 
((‘r-i, (b + 1 ’ ’ ■ d entbalt, die Linie niit den Linien je zwei 

nicht) mit Eckpunkten znsainmenfalleiide Punkte gemeinsain liat, nnd die innerbalb 
9)1,, gelegenen Teile dieser Linien vier Radien von 951,. bilden. Jetzt grenze man zu 
dem Linienpaare n,,, (r=i, 2 , . ..p) einen dasselbe entlialtenden Doppelring Gr,. ab durch 

eine in sich zuriicklaufende gebrochene Linie (^, von der xVrt, daB ibre Stucke 
paarweise den Stucken des Linienpaares \ ini Abstande d parallel sind nnd 
uberdies bei einem negativen Umlanf urn den Doppelring G, jedes einzelne Stuck 
von in derselben Richtung diircblaiifen wird 'wde die ibm ziigewendete Seite des 
korrespondierenden Stiickes von a, oder J), bei einem Durchlanfen in der frnber 
(s. Fig. 4) dnrcb die Pfeile markierten Eicbtimg. Die i) Doppelringe G^, G., • • •, G^ 
sollen ^tremit liegen nnd zudem soil fiir v = 1,2, ■ ■ j) der Doppelring G^ mit der 
dnrcb 9)t,,, 9)i„ begrenzten Ringllacbe vier von je zwei Parallelen nnd je zwei Kreis- 
bogen begrenzte, getrennt liegende Flacbenstiicke, aber weiter keinen Punkt gemein- 
sam baben, dagegen von den s + — 1 iibrigen Ringflacben getrennt liegen. Man erkennt 
obne Miibe, daB bei gegebenen 9)1, a, h sich stets eine, aber aiicb nnr eine 

positive Zabl d' bestimmen laBt, sodaB fiir jede imter d' liegende positive Zahl d 
nicbt nnr die verlangten Konstruktionen ausfuhrbar sind, sondern anch die gewainscbten 
Gebilde entsteben. 

Um nun die erwahnte quadratiscbe Teilung zu erbalten, denke man sich, unter 2. 
die durcb die Gleicbung A = y deflnierte Zahl verstehend, in der Z-Ebene, ilber welcber 

die Flacbe T ausgebreitet ist, die den Gleichungen x-= ml, entsprecbenden 

Parallelen znr PAAchse, sowie die den Gleichungen ^ = wiA, ™=o,entsprecbenden 
Parallelen znr X-Acbse gezogen und iibertrage die in der Z-Ebene durch diese Linien 
bestimmte quadratiscbe Teilung in jedes der n Blatter von T. Aus einem in der 
Z-Ebene durcb die Teilung entstandenen, die Seitenlange A besitzenden, Quadrate als 
Drundquadrat gehen dann in der Flache T immer n Quadrate bervor, wenn liber jedem 
inneren Punkt desselben n Punkte von T liegen; befindet sich dagegen uber einem 
inneren Punkt des Grundquadrates ein Windungspunkt von T, so kommt unter den 
aus dem Grundquadrate bervorgebenden Flacbenstucken von T zum mindesten ein 

mebrblattriges quadratiscbes Flacbenstiick vor. Infolge der Gleicbung A = y liegen die 
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samtliclien etwa in T vorkommendeii mehrblAttrigen qimdratisclieii Flaclienstacke im 
Innern der r nielirblftttrigen Kreisflaclieii + Alle nickt aus den Kreis- 

flacben Ji, i)/ heranstretenden Quadrate nnd mebrblattrigen quadratischen Flacbenstiicke 
sowie alle nicht ans den Kreiserganznngsflacben K' heranstretenden Quadrate denke 
man sich unn entfernt; das System der librig bleibenden, filr das Folgende ansschlieBlich 
in Betracht kommeuden Quadrate inoge mit Q bezeichnet nnd das zum Flachenstncke S 
gehorige Qnadratsystem genannt werden. Fin Quadrat des Systems Q, dnrch welches 
eine der, in ihrer Gesamtheit die Begrenzung des Flacliensthckes 8 bildenden, Kreis- 
linien hindurchgeht, nenne man ein endstandiges Quadrat, oder auch, 

wenn liervorgehoben werden soil, daB es von einer bestimmten der Kreislinien 
durchsetzt wird, ein zn der Kreislinie gehoriges endstandiges Quadrat. Die zu einer 
der Kreislinien iDl gehorigen endstandigen Quadrate liegen samtlich im Innern der 

zu der Kreislinie konstriiierten Ringfiache. 

Einem jeden Quadrate des Systems Q moge nun eine, allgem ein mit k zu 
bezeichnende, Kreisflache zugeordnet werden nnd zwar diejenige, welche zn dem Mittel- 

pimkt des Quadrats als Mittelpunkt mit dem Radius ^ ^ T f^-^gegrenzt werden 

kann. Eine jede dieser Kreisflachen h soil uach dem Quadrate, dem sie zugeordnet 
ist, kurz der Kreis h des Quadrates genannt werden. Liegen zwei Quadrate 
getrennt, so liegen auch ihre Kreise k getrennt; haben dagegen zwei Quadrate eine 
Seite Oder auch nur eine Ecke gemeinsam, so haben ihre Kreise h ein Kreisbogen- 
zweieck gemeinsam. Die Kreise Jc der zu einer der Kreislinien JI', 9)1 gehorigen 
endstandigen Quadrate liegen samtlich im Innern der zu der Kreislinie konstruierten 
Ringfiache. 

Es soli jetzt schlieBlich noch zn dem Linienpaare a^, h„ (v=i, 2 , ein Doppel- 
ring jD„ von der in Art. 9 charakterisierten Beschaffenheit gebildet werden. Zu dem 
Ende konstruiere man znnachst eine in sich zuriicklaufende gebrochene Linie §,,, deren 

Stiicke paarweise zu den Stiicken des Linienpaares a,., h, im Abstande ~ parallel sind, 

bezeichne den von begrenzten, einen Teil des Doppelrings bildenden Doppelring mit H, 
nnd denke sich die nicht aus heraustretenden, zn 9k,, gehorigen endstandigen Quadrate 
zugleich mit den im Innern von H, gelegenen nicht endstandigen Quadraten des Systems Q 
schraffiert. Die Kreise h der schraffierten Quadrate fiillen dann zwei getrennt liegende 
einfach zusammenhangende Flachenstucke aus, die zu der Kreisflache ilf„ nicht 

nur so liegen, daB durch Vereinigung der Flachen F^^,, M, ein Doppelring D,, von 
der gewiinschten Beschafi'enheit entsteht, sondern auch so, dafi die in hineinfallenden 
Teile der Begrenzungen von F^^,„ F^^^ ein Kurvensystein q von der im Hilfssatze II 
charakterisierten Aid; bilden. Urn die Richtigkeit der letzten Behauptung einzusehen. 
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hat man zunachst zu bGachtcii, claB GtwaigG Schiiittpuiiktp dpr PoriplioriG cIgs zii irnGiid 
eiiiem nicht eudstaucligen schraffierteii Quadrate geliorigeu Kreises /.- iiiit der Peripherie 
stets auf deii iii die schiaffierteii endstcmdigeu Quadrate falleiideii Boneu you lienen, 
da andeiPiifallb ein iniieihalb gelegeues, nicht eudstandiges (Quadrat init eiiieni aus 
6r,, heiaustietendeu, also gauz auBerhalb gelegeiien endstandigen (Quadrate zuni 
iniiidesteu eine Pcke gemeinsaiii haben wiirde, und daB daher die in die Kreisliache d/, 
fallenden Peile der Begrenzungen von J'!,,, ausschlieBlich von Peripherieteilen der 
zu endstandigen schraffierteii Quadraten gehorigen Kreise 1: gebildet werden. Beachtet 
man dann weiter noch, daB ein etwa auf fallender Sclmittpunkt der Peripherien 
zweier zn schraffierten endstandigen Quadraten gehorigen Kreise k notwendig in eineiii 
dritteii schraffierteii endstandigen Quadrate liegt, also kein Punkt der Begrenzungen 
von sein kann, so erkennt man schliefilich^ claB ein auf der Begrenzung von 

ifi einer und derselben Kichtung sich bewegender Punkt von einer Stelle an, 
wo er ill das Innere der Kreisflache M, eintritt, bis zii der zunachst folgenden Stelle, 
wo er austritt, sich ganz ini Iiinern von d/,, bewegt, und daB weder an der Eintritts- 
noch an der Anstrittsstelle eine Beruhrung zwischen der Peripherie dJt, niid den in die 
Plache M, fallenden Teilen der Begrenzungen von Aj ,., i'tv stattfinden kann. Damit 
ist aber die aufgestellte Behauptung bewiesen. 

Das von Kreisen k aiisgefullte, einfach zusainnienhangeude Flachenstuck (y-=i, 2 ) 
kann man sich nun auch allinahlich in der Weise entstanden denken, daB man zunachst 
irgend einen der in ihni liegenden Kreise k fixiert und dann die noch ubrigen Kreise k 
einzelii in einer solclien Eeihenfolge hinzniiimmt, daB die m in irgend eiiiein Stadium 
dieses Prozesses vorhandenen Kreise k stets eine einfach zusammenhangende Plache 
ausfiillen. Der zuletzt hinzugenommene Kreis steht dann zu der von den — 1 
vorher schon vorhandenen Kreisen k gebildeten Plache in soldier Beziehung, daB 

mit Hilfe des in Art. 8 auseinandergesetzten Verfahrens zur Plache stets eine ein- 
wertige Punktion u = u + u'i des Punktes x, y, welche fur jeden Punkt von stetig 
ist, ftir jeden im Innern von gelegeneii Punkt stetige Derivierte ^ 

besitzt und der Differentialgleichung A'^^ = 0 geniigt, endlich langs der Begrenzung von 
mit einer beliebig vorgegebenen einwertigen und stetigen Punktion des Begrenzungs- 
punktes dem Werte nach iibereinstimmt, gebildet werden kann, sobald man eine derartige 
Punktion fiir die Plache bildeii kann. Da dieses aber flir die Plache cifi, die ja 

mit dem zuerst fixierten Kreise k identisch ist, auf Glrund des Satzes I moglich ist, so 
ist es auch fiir jede der Flachen oF^, • moglich, und es laBt sich daher auch zu der 

Plache insofern sie mit der letzten dieser Plachen identisch ist, eine Punktion 

Fon der erwahnten Beschaftenheit bilden. Jetzt fiihre man schlieBlich noch 
in die Plache T die Schnitte a,„ h,, ein, jedoch ohne die beiden Seiten dieser 
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Scbnitte als Begrenzungslinien anzuseheii, bezeichne die dadiirch aus T hervorgehende 
Flricbe, wie es schon in den friiheren Artikeln immer geschehen ist, init T und 
den daduvch aus deni oben geliildeten Doppelring D, bervorgehenden, die Scbnitte a,, 
in seineni lunern entbaltendeii, Doppelring, der in Art. 9 angewandten Bezeicbnung 
eiitsprecbeud, mit D',. 

Nacb diesen Vorbereitungeii soil jetzt mit der Integration der Differentialgleicbung 
A == (J im Sinne der in Aid. 4 gestellten Aufgabe begonuen werden. Dabei bat man 
sich den in Art. 7 eingefnhrten Begriff der zn einem Stiicke oder einem Systeme von 
Stilcken der Flacbe T geliorigen Fundameiitalfunktion gegenwartig zn halten, also vor 
allem die bei der Einfiihrimg dieses Begriffes gemacbte Voraussetzung zu beacbten, daB 
die Flacbe T die Scbnitte a^, 1 )^ enthalt, daB in ihr die Punkte 

^1,^2, markiert sind, imd daB zndem die den Schnitten a, h zugeordneten Konstanten 
A, B, %, ^ und die den Pmikten S't, zugeordneten Funktionen cp mit Kucksicbt 

auf das gestellte Problem ein ftir allemal festgelegt sind. Ancb ist im Ange zn bebalten, 
daB eine zu einem Flacbenstiicke oder Flachensysteme B' geborige Fundamentalfnnktion 
ibrer Definition gemaB fur jeden Punkt der Begrenzung von B" einwertig und stetig 
ist, und daB eine solcbe Fundamentalfnnktion dnrcb die Werte, welcbe sie bangs der 
Begrenzung von F besitzt, oder, wie im folgenden zur Abkurznng immer gesagt werden 
soli, dnrcb die ibr entsprecbende Bandfunktion vollstandig bestimmt ist. 

Zunacbst kann man anf Drund des Satzes IV zu jeder der q Kreiserganzungs- 
flachen ■ ■ - , anf Grund des Satzes II zu jeder der s~q Kreisflacben 

bind auf Drund des in Art. 9 ausgesprocbenen Satzes zu jedem der q) 
Doppelringe J)\, D[, • • •, eine Fundameiitalfunktion mit beliebig vorgegebener ein- 
wertiger und stetiger Eandfunktion bilden. Man bat dabei ftir die Bildung von Funda- 
mentalfunktionen zum Doppelring B\, 0 = 1,2, nur zu beacbten, daB die vorber ge- 
bildeten Flacbenstiicke zu der Kreisflacbe Af, in derselben Beziehung steben 

wie die bei dem Satze des Art. 9 genannten Flacbenstiicke F^, F^ zn der ebendort ge- 
nannten Kreisflacbe K, daB die Funktion deren Bildung oben besproclien wurde, 
sich in bezug auf die Flacbe (^=1,2) gerade so verbalt wie die in dem erwabnten 
Satze genannte Funktion in bezug auf die Flacbe F^, und daB die ftir vor- 
zugebende Eandfunktion ebenso wie die ftir vorzugebende nur den Bedingungen der 
Einwertigkeit und Stetigkeit unterworfen ist. 

Die s -f yp getrennt liegenden Flaclien K', K, B' lassen sich zu gewissen ebenfalls 
nocb getrennt liegenden, ausscblieBlicb von Peripherieteilen der Kreise k begrenzten 
Flacben, zu deren Bezeicbnung die Bucbstaben K', K, B' beziebungsweise verwendet 
werden sollen, dadurcb erweitern, daB man zur Flacbe (ff=i,2,••.,2) die Kreise k der 
samtlicben zu geborigen endstandigen Quadrate, zur Flacbe (ff=2+i,9+2, -, 4 ) die 
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Kreise ^ der samtliclien zu geliorigeu endstandigen Quadrate, dagegen ziir Fliiche J)\ 
(v=i, 2 , -jp) die Kieise Z; der saintlicheu nicht scliratfierten zu gehorigen eiidstandigeii 
Quadiate hinzunimmt. Bei jeder der s Flaclien A"', K, I)' solleu nun die genaunten 
Kreise k einzeln in einer solcFeii Keilienfolge hinzugenommen werden, daB in jedein 
Stadium des Erweiterungsprozesses der zuletzt hinzugeiioiuniene Kreis k zu der vor 
seiner Hinzunahme vorhandenen Flaclie in derselben Beziehuug steht wie der zu 
Anfaug des Art. 8 eiiigefuFrte Kreis li. zu deni ebendoi’t eingefuhrten Flachensysteme Al 
Das Verlangte kami, wie eiufaclie Uberlegungen zeigen, dadurcli geleistet "werden, 
da6 man allgemein zu der Flache K^, oder J)[. von den genaunten Kreisen k 

zunachst diejenigen, welclie ganz innerhalb der vorher definierten Flache K^, D' 
beziehungsweise liegen — wenn solche Kreise k liberhaupt vorhanden sind — in 
beliebiger Reilienfolge hinzunimmt und weiter dann die noch ubrigen Kreise k, der 
Einfachheit wegen, in solcher Reihenfolge, daB dieselbe derjenigen Reihenfolge entspricht, 
in welcher die zugehorigen Quadrate bei einem Durchlaufen der betreffenden Kreislinie 

Oder durchsetzt werden. Beachtet man dann, daB sich, wie schon oben 
ausgefCihrt wurde, zu der urspriinglichen Flache, mag dieselbe eine Flache A'/, 
Oder D[, sein, eine Fundanientalfunktion mit beliebig vorgegebener einwertiger und 
stetiger Randfuuktion bilden laBt, und daB bei der Erweiterung dieser Flache durch 
successives Hinzunehmen der genaunten Kreise k in der angegebenen Reihenfolge jeder 
neu hinzukommende Kreis in bezug auf die vor seiner Hinzunahme vorhandene Flache 
die in dem Satze des Art. 8 gestellte Lagenbediugung erfilllt, so erkennt man, daB man 
auf Gruiid des genaunten Satzes successive zu jeder der iin Laufe des Erweiteruugs- 
prozesses entstehendeii Flachen und daher auch zu der schlieBlich entstehenden Flache 

A A A 

Aj, K,r Oder eine Fundamentalfuiiktion mit beliebig vorgegebener einwertiger und 
stetiger Randfunktion bilden kann. 

Die bis jetzt noch nicht verwendeten Kreise k der Quadrate des vSjstems Q 
fullen ein, ganz im Endlichen liegeiides und keinen Windmigspunkt enthalteudes, (si-p)- 
fach zusainmenhangendes Stuck der Flache T aus. Das System der getrennt 

liegenden Flachen K', K, D' soil nun dadurch zu einer zusammenhangenden Flache er- 
weitert werden, daB man die eben genaunten Kreise k bis auf einen vorher beliebig 
zu wahlenden, mit k^ zu bezeichnenden, Kreis hinzunimmt, und zwar sollen diese 
Kreise k einzeln in einer solchen Reihenfolge hinzugenommen werden, daB in jedem 
Stadium des Erweiterungsprozesses die uberhaupt noch ubrigen Kreise k ein zusammen- 
hangendes Stuck der Flache T ansfullen. Beachtet man dann, daB sich nach dem vor¬ 
her Bemerkten zu jeder der s-\-p Flachen k',K,I)' eine Fundamentalfunktion mit 
beliebig vorgegebener einwertiger und stetiger Randfunktion bilden laBt, und daB bei 

P-R. I. 
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der Erweiterung dieser Flachen durch successives Hinzimelimeii der genannten Kreise h 
in der beschriel^enen Reihenfolge ein nen liinzukominender Kreis die Anzahl der vor 
seiner Hinzunalime vorhandenen getreunt liegenden Flaclien, wenn er in m derselben 

eingreift, um ni — 1 vermindert und zugieich in 
bezng auf das System dieser m Flachen, welches 
durch seine Hinznnahme zu einer von einer einzigen 
geschlossenen Linie begrenzten Flache erweitert 
wird, immer die in dem Satze des Art. 8 gestellte 
Lagenbedingung erfullt, so erkennt man, dah man 
auf Grnnd des genannten Satzes successive zu 
jedem der im Lanfe des Erweiterungsprozesses 
entstehenden Systeme von s oder von weniger 
als s -f Flachen, imd daher anch zu der schlieB- 
lich entstehenden, von vier ganz innerhalb der 
Kreisflache />„ liegenden Kreisbogen begrenzten, in 
Fig. 14 durch Schraffierung angedeuteten und niit 
F zn bezeichnenden Flache eine Fundamental- 
fnnktion mit beliebig vorgegebener einwertiger und stetiger Eandfimktion bilden kann. 



11 . 

Nachdem im vorhergehenden Artikel die Integration der Differentialgleichung Aw=0 

A ^ ^ 

fiir die durch Erweiterung der Flachen K\ K, 1)' entstandene, die samtlichen Schnitte 

1)^) h/, ■ • •; bp nnd die samtlichen Punkte 

in ihrem Innern enthaltende Flache F unter den vor- 
gegebenen Unstetigkeitsbedingungen geleistet worden ist, 
soil jetzt von der Flache F zu einer von einer einzigen 
Kreislinie begrenzten, die Flache F als Teil entbaltenden 
Flache F^ tibergegangen werden. Man denke sich die 
neue Flache F^ dadurch erzengt, dafi man znr Flache F 
diejenige Ringflache L, welche durch die ganz innerhalb 
F liegende, den Radius 21=^^ besitzende, Peripherie r 
der Kreisflache nnd eine mit ihr konzentrische, ganz 
anfierhalb F liegende Kreislinie s vom Radius R == y A 
begrenzt wird, hinzuniinmt, sodaB also die Begrenzung 
F^ durch die Kreislinie s gebildet wird (s. Pig. 15), und beachte, daB man nach dem 
vorhergehenden Artikel Bewiesenen zu der von dem Kreisbogenviereck cj begrenzten 



von 

im 















Integration der Gleichung A» = 0 fiir eine Riemann’sche FUirhe T. 


139 


Flaclie F 0 iiie Fundamentalfunktion iiiit beliGbig vorgGgebGiier eiiiwertigGr uucl stGtiger 
Rauclfunktion, auf Grimd des Satzes V dagegeii zu der, von den Kreislinien r, 8 be- 
grenzten, Ringflache L eine Funktion voii der im Satze Y definierten Art ])ilden 
kann, welcbe sowolil kings dor Begrenzangslinie r wie langs der Begrenzungslinie 8 
mit einer l3eliebig vorgegebenen einwertigen mid stetigeii Funktion des Begrenzniigs- 
puuktes dem Werte nacli ubereinstinimt. Es ist dann zn zeigen, daB man aucli zn 
del’ die saintliclien Piinkte der Flacbeii F, L eiitbaltenden Flache F^ eine Fmidamental- 
fiinktion bilden kann, welcbe bangs der Begrenzung s von F^^ mit einer l)elie]iig vor- 
gegebeneii einwertigen iind stetigen Funktion/;, = /’/ +/’/'i des Begrenzungspunktes dem 
Werte nacli libereinstinimt. 

Zu deni Eiide walile man ftlr die Begrenzung q von F eine einwertige mid 
stetige Funktion //,^ -- g',^ -b des Begrenzungspunktes und bestimme alsdann einerseits 
zu der Flacbe F Fmidamentalfunktiouen ■F\ iP\ • • •, andererseits zu der Ringtiacbe L 
Fmiktionen • • • von der im Satze Y definierten Ai-t, in der Reihenfolge 

tF’’, • • • dadurch, daB man die Werte, welcbe die Funktionen iP\ • • • langs 

der Begrenzung q von F, und die Werte, welcbe die Funktionen ■iF\ iF\ • • • langs 

der Randlinien r und s von L besitzen sollen, ui der Weise walilt, daB 
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ist. Die Funktionen konvergieren dann mit unbegrenzt wacbsendem n 

gegeii bestimmte Grenzfunktionen u, u, von denen die erste fur jeden nicbt mit einem der 
Punkte Fu znsammenfallenden Punkt von F, die zweite fur jeden Punkt von L 

existiert. Der Beweis fiir diese Bebauptung soli jetzt erbracbt werden, 

Man betracbte die Funktionen ^ und beruck- 

sicbtige, daB die Gleicbungen: 




U] 




^( 2 « + 2 ) _ ^^(2 71 ) ^ + 1 )^ 

^(277 + 2 ) _ _ 0 


fur = 1, 2, 3, • • • besteben, wenn man nocb die dabei im Falle n = 1 auftretende GrdBe 
durcb die Gleicbung definiert. Die zur Flacbe F gebdrige Funktion 
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ist, nachdem man ilir uocli fiir die Pimkte cP„ •••, c?,, in welclieii sie ja Werte 
zunaclist iiiclit besitzt, die ihr filr diese Piiiikte znkommeuden Crrenzwerte a,Is Werte 
zugelegt hat, eine Funktion von der iin Hilfssatzel, hei der Annalime charakterisierten 
Ai-t, die langs der Begrenzimg q von F die Werte - wfbesitzt. Infolgedessen 
ist mod keineu Pimkt von F, also aiich fur keinen Punkt der Linie r 

groBer als das iiiit Mod zn hezeichnende Maximum der Werte, welche 

mod —langs der Linie q besitzt. Die zur Pingflache L geliorige Funktion 
dagegen ist eine Funktion von der ini Satze V charakterisierten Art, welche 
langs der Linie s durchweg den Wert Mull, langs der Linie r die Werte — 

besitzt. Infolgedessen ist mod —wie aus der am Schlusse von Art. 5 des 

vierten Abschnittes aufgestellteu Formel folgt, fiir keinen Punkt von L groBer als das 
mit Mod[a^'"'*‘^^—zu bezeichnende Maximum der Werte, welche mod[w^/”+’'^ — 
langs der Linie r besitzt, und insbesondere fiir keinen Punkt der Linie q groBer als 

X Mod —wobei x die zwischen 0 und 1 gelegene Zahl — bezeichnet. 

Man gelangt zu dieser letzteren Eolation, indem man in der eben genannten Formel 
an Stelle von DrOBe treten laBt und dementsprechend, unter Be- 

achtimg, daB eine jede der vier Ecken des Kreisbogenvierecks q von dem Mittelpunkte 

der Ringflache den Abstaud -4-^— X hat, in dem auf ihrer rechten Seite stehenden 

Ausdrucke G - Mod [«?*+■'-?»?—>], (? = (), J? = |-1. JS = | A, r = iO" ^ a setzt. 
Nachdem so die fiir >^ = 1, 2, 3, • • • geltenden Eelationen: 

Mod ^ Mod , Mod ”)] ^ x Mod w5?”“ 

gewonnen sind, erhalt man, indem man in derselben Weise weiter schlieBt, wie es in 
Art. 8 an der entsprechenden Stelle geschehen ist, und zur Abkiirzung Mod [uf-uf]=G 
setzt, die fiir 1, 2, 3, • • • geltenden Eelationen: 

mod ^x^-^G, mod ^ oc'^-'^G, 

von denen die erste fiir jeden Punkt von F, die zweite fiir jeden Punkt von L besteht. 
Diese letzten Eelationen zeigen nun, daB die Funktionen wie behauptet 

wurde, mit unbegrenzt wachsendem n gegen bestimmte Grenzfunktionen: 

u = lim = 4 ^'^ + [4^'^ — 4 '^^] H-f- —-f_, 

U == Em 4 ^ ” + 2) _ ^(2) - 1 _ [^(2 « + 2) _ ^^(2 n ) J _j_ 

konvergieren, und ahnliche Betrachtungen, wie die in Art. 8 angestellten, lassen dann 
erkennen, daB die fiir jeden nicht mit einem der Punkte c^ 2 , • • •, zusammenfallenden 
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Puiikt von I' Gxistieioncle tiinktion u eiiie zu gehori^e Fuiidaiiieiitalfuiiktioii, die 
fur jodoii Punkt dcr RiiigflacliG L GxistiGrGnd© Punktion fi guig zu X gGlidrigG Piinktion 
von dcr im Satze V definierteu Art ist, und da6 das Yorlialteii dor Funktion Ti langs 
del BGgrGiizung von 7% sowie das Verlialten der i unktioii u langs der E.aiidliiiien r 
und s von L charakterisiert ist diirch die Gleichungen: 


Es soil jetzt nocli bewiesen werden, dafi die gewonnenen Funktionen u, Ti fiir jeden 
Punkt .T, y des den Flachen F und L genieinsamen, von der Linie q und der Linie r 
begrenzten, Gebietes denselben Wert besitzen. Zu dem Ende beaclite man, daB die 
Differenz u = u — u, als Funktion des in seiner Bewegung auf das gemeinsame Gebiet 
besebrankten Punktes cc, y betraebtet, eine in dem ganzen Gebiete einwertige imd stetige 
Funktion des Punktes x, y ist, 'welcbe fiir jeden imieren Punkt des Geliietes stetige 

Derivierte besitzt, in derselben Ausdebnuiig der Differentialgleicbung 

Am = 0 geniigt und zudem auf Grand der Gleicbungen fur jeden Punkt 

der Pandlinien q, r den Wert Null hat. Nun laBt sicb aber durcb die am Ende von 
Art. 1 des vierten Absebnittes angewendete ScbluBweise zeigen, daB eine solcbe Funktion li 
fiir keinen Punkt des in Eede stebenden Gebietes einen yon Null versebiedenen Wert 
baben kann, und damit ist der verlangte Beweis erbraebt. 

Definiert man nun scblieBlicb fiir die von der Linie s begrenzte, die samtlichen 
Punkte der Flacben F, L entbaltende Flacbe F^ eine Funktion u in der Weise, daB 
man fiir jeden Punkt von F u = u, fiir jeden Punkt von L ii=u setzt, so ist die so 
bestimmte Punktion u, da sie, als Punktion des Punktes x, y von F betraebtet, sicb 
wie eine Pundamentalfunktion, als Punktion des Punktes y von L betraebtet, sicb 
wie eine Punktion von der im Satze Y definierten Art verbalt, eine zu F^ gebdrige 
Pundamentalfunktion, welcbe zudem, wie verlangt wurde, langs der Begrenzung s von 
F^, auf Grand der Gleicbung % = = mit der vorgegebenen Punktion f, des Begrenzungs- 

punktes dem Werte nach ubereinstimmt, und sie ist zugleicb nach dem in Art. 7 
Bewiesenen die einzige derartige Pundamentalfunktion. Damit ist aber die zu Anfang 
dieses Artikels gestelite Aufgabe geldst. 


12 . 

Zur Ldsung der in Art. 4 gestellten Aufgabe ist jetzt nocb der Ubergang von 
der durcb die Kreislinie s begrenzten, die samtlicben Schnitte ' ■ 4 Riid 

die samtlicben Punkte in ibrem Innern entbaltenden Plache F^ zu der 
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schon zu Anfang cles Art. 5 eingefiihrten iiiibegrenzten, die Flache als Teil ent- 
halteiiden Flache T zii vollziehen. Man denke sich die Flache T liier dadurch erzeugt, 

dafi man zur Flache die Kreisflache \ vom Eadius hinznnimmt (s. Fig. 16), 

iind beachte, claB man nach clem im vorhergehenclen 
Artikel Bewiesenen zu cler von der Kreislinie -s begrenzten 
Flache F^, auf Grand des Satzes I dagegeii zu der von 
cler Kreislinie r begrenzten Kreisflache/c„ eineFundamental- 
funktion mit beliebig vorgegebener einvvertiger und stetiger 
Eandfunktion bilclen kann. Es ist claim zu zeigen, daB 
man zu der die samtlichen Punkte cler Flachen F^, \ 
enthaltenden unbegrenzten Flache T eine Funktion bilden 
kann, welche den in Art. 4 gestellten Beclingungen geniigt. 

Zu dem Ende wahle ma,n fiir die Begrenzung s 
von F^ eine einwertige und stetige Funktion ^< 7 ^ = 
des Begrenzungspunktes und bestimine alsdann einerseits 
zu cler Flache F^ Funclamentalfunktionen •••, andererseits zu der Kreis¬ 
flache \ Funclamentalfunktionen •••, in der Eeihenfolge ••• 

dadurch, daB man, iinter c eine beliebige Konstante verstehencl, die Werte, welche die 
Funktionen - langs der Begrenzung s von F^, und die Werte, welche die 

Funktionen ••• langs der Peripherie r von \ besitzeu sollen, in cler Weise 

wahlt, daB 

271: 

fur = g, , fiir [u^'^ = 

0 



fiir { uf^ == 

fur [ uf'^ = itf\ 


fiir == uf^ — 



+ c. 


fiir 4'^'^ { 


2 7t 



0 


+ C, 


ist. In den dabei vorkommenden Integralen ist fiir % = 1, 2, 3, • • •, nacliclem man 

zuvor die Lage eines Punktes auf der Peripherie r von \ clurch Polarkoordinaten 
R, (p, o<t/)<27r, mit dem Mittelpunkte von \ als Pol bestimmt bat, als Funktion 
von cp zu betrachten. Die Funktionen konvergieren nun mit unbegrenzt 

wachsendem n gegen bestimmte Grenzfunktionen u, u, von denen die erste fiir jeden nicht 
mit einem der Punkte (^ 2 , • • •, zusammenfallenden Punkt von F^, die zweite fur 
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jeden Pimkt von \ existiert. Der Beweis ftir diese Behauptung soil jetzt erbracht 
werdeu. 

Man betracbte die Fmiktionen --a*-”', » = !,:!,», nnd bertick- 

sichtige, daB die Gleichniigen: 


u\ 


(2« + l) 


u\ 






U 


(-n) = .^^(2n+l) 


IC 


(2n-l) 





fill’ ?2 = 1,2, 3,--- bestelien, wenn man iioch die dabei im Falle = 1 anftretende 
GroBe ^ durcli die Gleichung definiert. Die zur Flache gehOrige Fmiktion 

•zd ^ ^ ist, nachdem man ihr nocii fur die Punkte c.d., • • •, c^, in welchen 

sie ja Werte zunachst nicht besitzt, die ihr fiir diese Punlvte zukommenden Grenzwerte 
als Werte zngelegt hat, eine Funktion von der im Hilfssatze I, bei der Annahme A‘ = l, 
charakterisierten Art, die langs der Begrenzung s von die Werte — ■zd/”"-' besitzt. 

Infolgedessen ist mod peinen Punkt von id, also anch fur keinen 

Punkt der Linie r groBer als das mit Mod zn bezeichnende Maximum der 

Werte, welche mod [wf —liings der Linie s besitzt. Die zur Kreisfiache gehoiige 

Funktion dagegen ist eine Funktion von der im Satze I charakterisierten 

^7t 

Art, welche langs der Peripherie r von A^o die Werte ^ 

0 

und dementsprechend im Mittelpunkte von \ den Wert Null besitzt. Infolgedessen ist 
mod —fiir keinen Punkt von A^ groBer als das Maximum der Werte, welche 


mod 


u: 


,(2« + l)_^^(2«-l) 


in 


-i-1) 


w 


(2n-iy 


'^dcp 


langs der Linie r besitzt, also anch fiir 


keinen Punkt von groBer als das Zweifache des mit Mod zu be- 

zeichnenden Maximums der Werte, welche mod —langs der Linie r besitzt, 

und insbesondere ist mod fiir keinen Punkt der Linie s groBer als 

y, Mod wobei y die zwischen 0 und 1 gelegene Zahl y bezeichnet. Man 

gelangt zu dieser letzteren Delation, indem man die in Art. 4 des zweiten Abschnittes 
unter (F^.) sich findende Formel mod— mod Wq < Wo)j ^<r<R, auf die 

Kreisfiache \ vom Eadius E = yA bezieht und zugleich r durch den Eadius yA der 

Kreislinie s ersetzt, alsdann an Stelle von ■zz die im Mittelpunkt den Wert Null 
besitzende Funktion —'zz^^”^ und demgemaB an Stelle von die GroBe 

an Stelle von G die GroBe Mod [^^’'^^^-'ZzS.'T treten laBt, endlich noch 
beachtet, daB nach oben Bemerktem Mod ['zzj?”'*'^^ —'zzj.^”^] ^ 2 Mod [■zzj.^”'*'^^ — ist. Nach¬ 

dem so die fiir ^^ = 1, 2, 3, • • • geltenden Eelationen: 
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Mod Mod [< 


{:!n + 2 ). 


■u\ 


’ Mod \ii^^ ” + 1 )—jt - i)j 


gewonuen sind, erlialt man, iudem man in derselben Weise weiter schlieBt, wie es in 
Art. 8 an der entspreclienden Stelle geschehen ist, und zur Abktirzimg Mod 
setzt, die fur 'W = l,2,3,--- geltenden Eelationen: 


mod ^ mod ^ G, 

von denen die erste filr jeden Pnnkt von A;, die zweite ftir jeden Puidrt von \ besteht. 
Diese letzten Kelationeii zeigen nun, daB die Fnnktionen wie bebanptet 

wurde, mit unbegrenzt wachseiidem n gegen bestimmte Grenzfunktionen: 


u = lim — + • • • + —+ • • • 

n • • ‘CO 

T( = lim + ... + ] + •... 


konvergieren, nnd almliche Betracbtimgen, wie die in Art. 8 angestellten, lassen dann 
erkennen, daB die filr jeden niclit mit einem der Pmikte zusammen- 

fallenden Pnnkt von existierende Funktion u eine zu gehorige Fundamentalfunktion, 
die ftir jeden Pnnkt der Ki-eisflache \ existierende Fnnktion u eine zn gehorige 
Fundamentalfunktion ist, und daB das Verhalten der Funktion u langs der Begrenzung s 
von AJ,, so wie das Verhalten der Funktion fi langs der Peripherie r von charakterisiert 
ist durch die Gleichungen: 



0 


Das so gewonnene Funldionenpaar u, u ist von der zu seiner Bildung benutzten 
Konstanten c abhangig, insofern als die Funktion u im Pnnkte den Wert c besitzt. 
LaBt man daher in den vorstehenden Betrachtuiigen an Stelle der Konstanten c eine 
andere Konstante d treten, so erhalt man ein neues, durch v,v zu bezeichnendes, 
Funldionenpaar, das mit u, u in den allgemeinen Eigenschaften ilbereinstimint, dessen 
Verhalten la,ngs der Linien s mid r jedoch charakterisiert ist durch die Gleichungen: 


‘l7t 



0 


sodaB also 'V im Punkte den Wert d besitzt. Bildet man jetzt aus den Funktionen 
u, V und u, V durch Subtraktion das Funktionenpaar: 

IV = II —■ V, W = U -~qj^ 

so kommen demselben die folgenden Eigenschaften zu. Die zur Flache F^ gehorige 
Funktion w ist, nachdem man ihr noch filr die Punkte dP,, in welchen sie 
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ja Werte zunachst nicht besitzt, die ihr fur diese Punkte zukoinnienden Grenzweiie 
als Werte zugelegt hat, eine Funktion von der im Hilfssatze L bei der Annalime A-==L 
charakterisierten Art, die zur Kreisflache gehorige Funktion tr dagtfgen ist eine 
Funktion von der im Satze I charakterisierten Aid, die ini Punkte den Weid r - r 
besitzt, und es ist zudein das Verlialten von h\ w laugs der Linien .v und r charakterisiert 
durch die Gleichnngen: 

.av = «v+ C", 


wobei die Konstante C”, als Dilferenz der Konstanten: 


in 




bestiinint ist dnrch die Gleichung: 


6 "'= (J- C 


'Jjt 


Ac — c 


Die Konstante C" besitzt eineii von Null verscliiedenen Wert, wenii auch nur eine 
der bei der Probleinstellung in Art. 4 gewalilten 2p Konstanten A,., v=i, 2 ,- -,p, von 1 

verschieden ist. Der Beweis fur diese Behanptung soil zunachst erbracht werden. 

Man nehme an, daB C" den Wert Null habe. Unter dieser Annahuie besitzen 
die Funktionen 'w, iv fiir jeden Punkt der Linien r, s und daher, iiach dem in Art. 1 
des vierten Abschnittes Bewiesenen, auch fiir jeden Punkt des den Flachen und 
gemeinsainen, von den Linien r, s begrenzten Uebietes denselben Wert. Definiert 
man nun fiir die unbegrenzte, die samtlichen Punkte der Flachen F^, k^^ enthaltende 
Flache T eine Funktion w in der Weise, daB man fiir jeden Punkt von ic == ic, fui- 
jeden Punkt von \ w = w setzt, so ist die so bestimmte Funktion ir eine einwertige 
Funktion des Punktes x, y von T, deren Verhalten sich folgendermaBen charakterisieren 
laBt. Wahlt man in der Flache T irgend einen von den Punkten c/j, ‘ n ver- 
schiedenen und auch nicht zu einem der Schnitte a, h gehorigen Punkt F, grenzt zu 
diesem Punkt cP als Mittelpunkt eine Kreisflache x ab, deren Eadius q jedenfalls so 
klein gewahlt sei, daB x keinen der Punkte cPi, •••, F, und auch keinen zu einem der 
Schnitte a, h gehorigen Punkt enthalt, und bezeichnet den die Kreisflache x zur Flache 1 
erganzendm Teil der Flache T mit T.,, so verhalt sich iv, als. Funktion des in seiner 
Bewegung auf die Flache T, beschrankten Punktes x, y betrachtet, wie eine Funktion 
von der im Hilfssatze I charakterisierten Art. Infolgedessen ist der Wert mod 
den mod^c fiir irgend einen im Innern von gewahlten, weder mit einem der Punkte 
c/’i cp 2 ••• ^ zusammenfallenden, noch auch zu einem der Schnitte gehSrigen 

Punkt i/- besitzt, nicht groBer als das Maximum der Werte, welche mod far die 
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Piinkte der Peripherie von % besitzt, wie Idem auch der Eadius q von x genommen 
sein mag, und daher aiicli, da diese Werte mit unbegrenzt abnehmendein q gegen den 
Wert mod den mod w im Pmikte cP besitzt, konvergieren, nicht groBer als mod -w^. 

Es besteht also die Beziehimg mod^ mod w^, aber auch, da g^, in der vorstehenden 

Betrachtung miteinander vertaiischt werden kbnnen, die Bezielimig mod mod 
und es kaim daher mod ?;;^. nicht von modi W^ verschieden sein. Aiis der so fiir jedeii im 
Innern von gelegenen Punkt der betrachteten Art als richtig erkannten Gleichung 
mod = mod folgt mm, da w, als Fimktion des Pimktes x, y von T.^ betrachtet, 

eine Fimktion von der im Hilfssatze I charakterisierten Art ist, zunachst, daB nicht imr 

mod w sondern auch (vergl. S. 105) w selbst fur alle Punkte der Plache Ty denselben Wert 
besitzt, und schlieBlich, indem man den Radius^ von jc gegen Null konvergieren laBt und 
die Stetigkeit der zur mibegrenzten Flache T gehorigen Fimktion w im Punkte beachtet, 
daB die Fimktion lu auch fur alle Punkte von T denselben Wert besitzt, und zwar 
den Wert c~d, da fiir jeden Pimkt von \ w durch die Gleichung a; = vr detiniert ist, 
und lu im Mittelpimkte von \ den Wort c, — d hat. Das so imter der Annahme 

6 '"== 0 gewonnene Resultat steht aber, da c — d von I^ull verschieden. ist, mit den langs 

der Schnitte a, h geltenden Gleichungen , 'iA == , 1 = 3 , 2 ,.- .p, hn Widerspruch, 

wemi auch nur eine der Konstaiiten A, B von 1 verschieden ist, und es kann daher 
in diesem Falle, wie behauptet wurde, C" nicht den Wert Null ha1)en. 

Es soil jetzt zunachst fiir den Fall, daB die Koiistanten A,, B,,, i'=i, 2 ,.-.,p, nicht 
silmtlich den Wert 1 besitzen, und dementsprecliend G" von Null verschieden ist, die 
durch den vorstehenden Beweis unterbrochene Betrachtung zu Ende gefuhrt werden. 
Man bilde zur Flache aus den Funktioneii u, w eine Funktion B, zur Kreistiache 
aus den Funktionen u, lu eine Funktion If, indem man 

XJ=u~^w, U=u — 

setzt. Die Funktion TJ ist dann eine zu die Funktion U eine zu \ gehorige Funda- 
mentalfimktion; auch erkennt man ohne Millie, daB das Yerhalten der Funktion tl 
langs der Begrenzung s von F^^, sowie das Yerhalten der Funktion B langs der Peripherie 
r von \ charakterisiert ist durch die Gleichungen: 

B = V Zf = N 

n ^7' 

und dafi infolgede^sen, nach dem in Art. 1 des vierten Abschnittes Bewiesenen, 
die Funktionen B, B fiir jeden Punkt des den Flachen AJ, und \ gemeinsamen, yon 
den Linien r, s begrenzten Gebietes denselben Wert besitzen. Definiert man nun 
schlieBlkh fiir die unbegrenzte, die samtlichen Punkte der Flachen A),, \ entlialtende 
Flhche T eine Fimktion B in der Weise, daB man fiir jeden Punkt von F^^ B= B, fiir 
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jed 0 n Piinkt von TJ = U setzt, so ist die so bestiiiniitt* Fiinktioii f' eiiip in der 

blciclie ^ uiid dciiiiit aiicdi eine in der mis T diircli Eiiitulirungr der // Scliiiittr c eiit- 
stelienden Flache — die, wenn man die beiden Seiten der Sclinitte a,, /v,, r,, a!.- 

Begrenzungslinien ansielit, init der in Art. 1 detinierten Flilrdie T ideiitiscdi i.st — ein- 
wertige Fnuktion des Punktes x, y, welclie den samtlielien in Art. 4 ge.stellten Bedingiiiigeii 
geniigt. Die Fiinktion T^ist aber aucli die einzige diesen Bedingungen genfigende Fiiiiktion. 
Existierte nanilich eine zweite derartige, init V zu liezeichnende, Funktion, so wiirde, 
wie diirch die liei der Untersiicbnng der Funktion ir ange'wandte SeliluC'weise gezeigt 
werden kann, die ans U nnd U' durch Snlitraktion gebildete Funktion V— V, 

nacbdem man ibr nocli fur die Pinikte c^i, dd, die ihr fur diese Punkte zii- 

komraenden Greiizwerte als Werte zugelegt hat, filr alle Punkte von T den.selben Wert 
besitzen. Dieser Wert konnte aber, da langs der Schnitte a, h die Dleicliuni^eii 
= A,.bestelien, und die 2j) Konstanten A, B nicht srimtlidi 
den Wert 1 besitzen, nur mit der Null zusaniuienfalleu, ini Widerspruch mit der An- 
nabme, daB U' von 1/ verschieden ist. Die in Art. 4 gestelite Aufgabe hat demnach 
in dem hier betracliteten Falle, wo die Konstanten A,., B,., nicht samtlich 

den Wert 1 besitzen, nur eine einzige Losung. 

Der noch iibrige spezielle Fall, wo die 2p Konstanten A,., B,, t = ,j>, samtlicli 

den Wert 1 besitzen und infolgedesseu das im allgemeinen Falle eiiigeschlageue Yerfahreii 
versagt, laBt sich folgenderniaBen erledigen. Man gehe auf die friiher gewomieneu 
FuiAAionen u, u zuriiclv, beachte, daB das Yerhalten der Funktion u liing.? der Kreis- 

linie s vom Eadius E = 4 A, sowie das Yerhalten der Funktion Ti laugs der Kreislinie r 

o 

vom Eadius B,=^l sich unter Benutzuug der eingefiihrteii Konstanten C diarakteiisieren 

b 

laBt durch die Gleichnugen: 

Ug — U^, Ur ~ ■P D, 

anch daB u im Punkte den Wert c besitzt, und defiuiere alsdami mit Hilfe dieser 
Funktionen zur Flache A; eine Funktion if, zur Kreisfiache \ eine Funktion U, indeni 
man, unter den Abstand des Punktes a:, y der Kreisfiache von dem Mittel- 

punkte verstehend, 

Z7=A, TJ-u-C—^ 

la 5- 

H 

setzt. Die Funktion U ist dann eine zu gehorige Fundamentalfunktiou, die 
Funktion V dagegen ist in dem Falle, wo G von Null verschieden ist, eine zu \ 
gehorige Funktion von der im Satze II definierten Art, in dem Falle, wo G der Null 
gleich ist, eine zu \ gehorige Fundamentalfunktiou, welche zudem im Punkte den 
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Wei-t (■ hat; aiicli erkeimt man olme Millie, dafi das Verlialten_ der Fanktion U langs 
der Begreiizung s von , sowie das Verhalten der Funktion Zj langs der Peripherie t 
von A'o charakterisiert ist durch die Gleichungen: 

und da6 infolgedessen, nach dem in Art. 1 des vierten Abschnittes Bev^^iesenen, die 
Funktionen U, ff filr jeden Punkt des den Flachen und ]{^ gemeinsamen, von den 
Linien r nnd s begrenzten Gebietes denselben Wert besitzen. Definiert man nun 
schliefilich fur die unbegrenzte, die samtlichen Punkte der Flachen F^, enthaltende 
Flache T eine Funktion TJ in der Weise, dafi man filr jeden Punkt von F^ U= if, fur 
jeden Punkt von \ U == XJ setzt, so ist die so bestimmte Funktion XJ eine einwertige 
Funktion des Punktes x, y von T, deren Verhalten sich folgendermaBen charakterisieren 
lafit. Grenzt man zu dem Punkte als Mittelpunkt eine Kreisilache x, deren Eadius q 
kleiner als der Eadius 11 von s ist, ab nnd bezeichnet den die Kreisllache % zur 
Flache Terganzenden Teil der Flilche Tmit T.^, so verhalt sich XJ, als Funktion des in seiner 
Bewegung auf die Flache Ty_ beschrilnkten Punktes x, y betrachtet, wie eine zu T„ gehorige 
Fundamentalfunktion, und es konvergieren zugleich die zu der Begrenzung von Ty_ oder, 
was dasselbe, zur Peripherie von jc gehorigen Werte von 

In A 

tA+C-4 

In Sr 

R 

mit unbegrenzt abnehmendem q gegen c. Die genannten Eigenschaften bestinimen die 
Funktion XJ aber auch vollstilndig. Existierte namlich eine zweite, mit XJ' zu be- 
zeichnende, Funktion von den gleichen Eigenschaften, so wilrde, wie durch die bci der 
IJntersnchung der Funktion w angewandte SchluBweise gezeigt werden kami, die aus 
XJ und XJ' durch Subtraktion gebildete Funktion W=U—XJ', nachdem man ihr noch 
fur die Punkte • • •, cd, die ihr filr diese Punkte zukomnienden Grenzwerte als 

Werte zugelegt hat, filr alle Punkte von T denselben Wert besitzen, der zudem, da W 
im Punkte den Wert Null hat, der Null gleich sein milBte, im Widerspruch mit 
der Annahme, da6 XJ' von XJ verschieden ist. 

Hat die GroBe C den Wert Null, so ist die soeben filr die Flache T erhaltene 
Funktion XJ, wenn man sie auf die aus T durch Einfuhrung der p Schnitte c entstehende, 
von den beiden Seiten der Schnitte a„, b„, c„, begrenzte Flache T' bezieht, eine 

Funktion, welche den in Art. 4 gestellten Bedingungen genugt und zudem im Punkte 
den Wert c besitzt, und sie ist zugleich, nach dem eben Bewiesenen, die einzige der- 
artige Funktion. Dafi aber die Grofie G wirklich den Wert Null haben kann, zeigt die 
folgende Betrachtung. 




140 


Integration cler Gleichung A?( = 0 fiir eine Eienianir.srhe Flarh.- y. 


Man veistehe unter h eine zur Fliiclie T gehorige Fuiiktion, weldip mit sler 
eihaltenen Funktion XJ in den allgeuieinen Eigeiiscliaften nljereinstiiinnt, es uker 

claMngestellt sein, welche Werte die das Yerhalten von U ini Puiikte I.estimmendeii 
Konstanten G, c besitzen. Nun fiihre man in die Flilche T p von einem uiid deni- 
selben Punkte auslaufende, keinen der Puiikte , • • •, cV^ i;/.. entlialtende iiml 
in den Punkten bezieliungsweise nmudende Sclinitte r,'. rl. • ■ ein, 

bezeicline die von den beiden Seiten der Sclinitte ft,, c',, .=--1.2,....;,, begrmizte, einfacli 
ziisammenliangende llache init und dehne das mit der Funktion XJ gebildete Inteizral 


/ 


dy dx positive!’ Ricb-tung' iiber die Begrenzung von aus. Das so er- 


streckte Integral bat, da im vorliegenden Falle langs eines jedeii der Scbnitte a h c 
dx ^ dx ’ dy ^ dy zudem die beiden Seiten eines jeden dieser Scbnitte bei der 

Integration in entgegengesetzter Ricbtung durcblaiifen werden, den Wert Null. Anderer- 
seits kann man den Wert des vorgelegten Integrals aber aucb dadurcb erbalten, daB 
man dasselbe nm jeden der Punkte ^P,^, ■ • •, PP^, von T* fiir welche die Funktion T 
unstetig wird, in positiver Ricbtung erstreckt, cbese s-f-1 Puiiktiiitegrale auswertet 
und die Summe der so gewonnenen Werte bildet. Durcb Yergleicbung der beiden 
Ergebnisse erbalt man dann die Beziebung: 


Diese Beziebung zeigt nun, daB im vorliegenden, durcb A, = 1, = 1, 1 = 1 , 2 ,- 

cbarakterisierten Falle C immer dann den Wert Null besitzt, also die in Art. 4 gestellte 
Aufgabe aucb immer eine Ldsung bat, wenn die bei der Problemstelluiig eingefiihrten 

Konstanten £ 2 .’ ’’o S, durcb die Gleichung ^£^ = (1 verknupft siiid. Da aber aucb 

ff= 1 

umgekebrt jede im Falle A,, = 1, der gestellten Aufgabe geniigende 

Funktion, wenn man sie aiif die Flacbe T beziebt, eine Funktion XJ von der eben be- 

G~S 

tracbteten Art ist, fiir welcbe G und daber aucb den Wert Null bat, so erkennt 

a = l 

man, dafi in dem vorliegenden Falle durcb die in Art, 4 gestellte Aufgabe dann aber 
aucb nur dann nicbts Unmoglicbes verlangt wird, wenn man fiir diesen Fall zu den 

in der Aufgabe gestellten Bedingungen nocb die Bedingung ^£„ = 0 binzunimmt, und 

ff = 1 

dafi dann die vorber erbaltene Funktion XJ diejenige den gestellten Bedingungen ge- 
nugende Funktion XI ist, welcbe im Punkte den vorgegebenen Wert c besitzt. 
Aucb erkennt man weiter, dafi die aus XJ durcb Addition der bebebigen Konstanten c 
entstebende Funktion XJ J c diejenige den gestellten Bedingungen genugende Funktion 
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ist, welche ini Punkte den Wert r -f (' besitzt, und daher schlieBlich, daB eine 
Funktiou U durcli die geiiannten Bedinguiigen erst dami vollstandig bestinimt ist, 
wenii man fiir sie nocli den Wert vorgibt, welclien sie fiir eineii voii den Punkten 
•••? verscliiedeneu, im librigen alier willknriich wablbai’en Punkt der Flaclie T 
besitzen soil. 

Das Resiiltat der in diesem Alischuitte diircligefnbrten Untersucbnngen laBt sicb 
nun znsamnienfasseii in den folgenden 

Satz. „I>ie i'lber (lev Z-Ubcuc ausgehreitdc, (2i)+tyfacli znsammenlmugende, n-blaffrige 
Fiddle 1 sei in der in 1 angegebenen Tibiae durch Finfillirung der Schilfte a,., b,., c,., r=i,i', 
in die einfucli zusammenlidngende, von den beiden Seiten der Sclinitte a, b, c begrenzte 
Fldche T' vericcmdelt, und es seicn zvgleich in dieser lefzteren die s in Art. 3 definierten 
FunJite c/’i, c/t, • • •, cP, marJiiert. Ordnet man alsdann alJgemein deni ScJmitfjiaare a,., b,. (v=i, 2 , ..,p) 
irgend vier nur den Bedingungen: 

mod A,. == 1, mod R,, = 1; (1 — J5,,)?(,, = (1 -- 

nntenvorfene Konstanten A,, U,., 33.., den FiinMen F'a, (j=i, 2 ,•••,«, dagegen Konstanfen 

^05 SfTiJ •••? a = i, 2 , -;s, die lu dcm speziellen FaJle, ivo die 2^ Konstanten A, B sdmtlieli 

cr = s 

den Wert 1 besitzen, der Bedingung ^S„ = 0 geniigen sollen, in jedem anderen Fade aber 

o ~ 1 

beliebig geieahlt werden dnrfen, und die daher teihveise oder aucli alle den Wert Null haben 
konnen, zu, so existiert zu der Fldche T' inmer eine Funktion U' A U"i des Funktes x, y, 

■welche die folgenden Eigenschaften besitzt: 

I. Die Fimktion U ist fiir jeden nicht mit eineni der Fiinkte cP^, , N, zusammen- 

fallenden Fimkt x, y der Fldche T, einerlei also, ob derselbe im Innern oder auf der Be- 
grenzung von T' liegt, einwertig und sfetig. Fiir den Fimkt ePg ■■■,■•<) dagegen tvird sie in 
derselben Weise unstetig, wie die in Art. 3 defnierte Funktion q)„{r„, t^, soda/3 also fiir 
o-=l,2, • • •, q die Bifferenz: 


U- 


SaInT/ + cos ~ + rJ cos ^ • -f- 


r„ cos 


Va ) 


mit unbegrenzt wachsendem r„, fiir n = g -|- 1, ^ -f- 2, • • •, s die Bifferenz: 


u~-{siMF + 


■'a 1 
_ 


cos — H—^ cos 

Va — 

■^a 

r„ 




+ ••• + 


cos 




mit unbegrenzt abnehmendem r„ gleichmdfiig fiir alle Werte von t„ gegen eine von t„ unob- 
lidngige Gro/Se konvergiert. Zudem sind Hire allgemein mit W, XJ~ zu bezeichnenden Werte in 
je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten cP^, in der Weise verkniipft, da(3 
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1 -- 1 ,--', 


langs 

(S.) langs h,\lT*=B,U--r%. 

lilugs C,[f/+_ 

tst, imha die Konstanten S3,,, . = 1 , 2 ,^^.,,, der Vonmssetnimi uerndfi mit dm ip Konshudeu 
A, B dureh die, fur das Zusummenhestelien der Gleicliuiigeii (S.) iioticendi<im. p Itehitioiie)i: 

(S'-) , = 

verhunden slud. 

IT. Die Dei Ivierten qIs Cirenzen der enispreclienden Differenzen- 

quotienten defiuiert, cxistieren und sind ^fetlg nicU mir fiir jrdni roii deu Punlieu 
c/i, c/q, • • •, c/,,. vei scliiedeiien inneroi PuiiM x, y der Pliiclie T', soitdeni (inch iioch fiir jedoi 
Peyrenzungspunhf, sobald luau die Funhfion U iiher ehi dieseu Bei/reuzinKisqjiiitkt im Innern 
eiifhulteiides Stiick der Begrenzmuj von T' hmiiber den Glelchiingen (S.j entqyrecherid sfefig 
fortsetzt, und es sind alsdann, ausschliej^lich. auf Cirund Hirer Definition, die Werte der 
gencmnten Derivierten in je zivei enfsprecJiendeu Begrenziingsqmnkten c/’" in der Weise 
verkmpft, dcif 

'dU^ 




langs 


{ dU^ 
[ dx 


langs 


du- 

dm _ 

A 

dy ’ 

5-Cr+ 

4 d^-m 

C-U+ 

_ j d^-u- 

dx ’ 

dy “■ 

dx- 

dx- ’ 

dy- 

V 2y- 

du- 

dU+ _ 

’ oy 

d-u+ _ 

7 ? 

’■ dx~- ’ 

d-u+ _ 

" cy- 

dx ’ 

dy 

dx- 

dy- 

du- 

1 

1 + 
i 

du- 

d-u+ 

d-m 

d^-U+ _ 

r-m 

dx ’ 

dy 

dy ’ 

dx- ~ 

dx- ’ 

dy- 

cy- 


'■ = 1 , 2 , 


111. Die Derivierten , — erf alien fur jeden Punkt x, y der Fliiche T\ fiir den 
Hire Existent soehen festgestellt ivurde, also fur jeden niclit mit eineni der Punkte c/l, 
zusammenfallenden Punkt die Gleichung A f/"—= 0. 

In deni Falle, luo die 2p Konstanten A, B niclit sdmtUch den Wert 1 liahen, giht 
es nur eine einzige Funktion U, ■welche die ehen genannten Eigenscliaften hesitzt; in de-ni 
speziellen P'alle dagegen, wo die 2p Konstanten A, B smnfUcli den Wert 1 liahen, ist die 
aus der Funktion IT dureh Addition einer willkiirlichen Konstanten liervorgeliende Funkiion 
die allgemeinste Ftmktion, ivelclie die genannten Eigenscliaften hesitzt.^ 

Der vorstehende Satz ist unter der Voraussetzung abgeleitet worden, daB die 
Schnitte a, h, c sich aus einer endliclien Anzahl von Stucken gerader Linien zusammen- 
setzen. Diese Bedingung, welche ausschlieBlicli zur Vereinfachnng der Untersuchungeu 
des Art. 10 gestellt worden ist, soli jetzt iioch abgestreift werden, oder, was dasselbe, 
es soli gezeigt werden, daB anch dann, wenn die Schnitte a, h, c, dureh welche die 
ursprilngliche Plache T in eine einfach zusammenhangende Flache T' verwandelt wird. 
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aus eiiier endliclieu Anzalil von Stiicken algebraischer Kiirven zusaiiimengesetzt sincl, 
der vorsteliende Satz gilt, also zu der Flaclie T' eine Funktion U mit den in dem 
Satze genaniiten Eigenscliaffcen existiert. 

Zn dem Ende ordne man den ans Stiicken algebraischer Kurven bestelieiiden 
Schnitten 5, ,c,, i = ,p, l)ezielmngsweise aus Stiicken gerader Linien bestehende 

Schnitte ci,., /7,, c,., . = 1 , 2 , von der Art zu, dafi ein jeder dieser Sclinitte a, h, c sicli 
melir oder weniger eng an die positive Seite des entsprecbenden der Schnitte «, I, c 
anschlieht, aber mit ihm nur die beiden Enclpimkte geineinsam hat, nnd dafi zndein 
der zwischen ihm mid dem entsprechenden der Schnitte a, h, c gelegeiie Teil der 
Flache T, von den beiden Endpmikten abgesehen, keiiieii Punkt eines der iibrigen 
Schnitte nnd anch keinen der Punkte cP^, cP,, • • •, c/’, enthalt. Anf Grand des vorsteheiideii 
Satzes existiert dann zu der durch Aufhebmig der Schnitte a, h, c entstehenden, von 
den lieiden Seiten der Schnitte a, 1), c begrenzten, einlach zusamnienhangenden Flaclie T' 
eine, mit U zu bezeichneude, Funktion, welche die in dem Satze genaniiten Eigeii- 
scliaften besitzt. Definiert man jetzt zu der die sauitlichen Schnitte a, h, c, a, h, c ent- 
haltenden Flache eine Funktion U dadurch, dafi man fiir jeden Pinikt des von deii 
beiden Linien (> - 1 . 2 , • begrenzten Gebietes U = ui.,.U fiir jeden Punkt des 

von den beiden Linien begrenzten Oebietes U = B^.IT endlich fiir 

jeden iioch iibrigen Punkt der Flache IT = U setzt, so konimen fur die so definierte 
Funktion U, da sie in je zwei zu eiiiein der Schnitte a,h,c gehorigen entsprechenden 
Punkten TP^, cP~ denselben Wert besitzt, die Schnitte ((,h, c nicht mehr in Betracht, 
iind sie ist daher schon in der durch Aufliebung der Schnitte a,l),c entstehenden 
Flache T' einwertig. Als Funktion des Punktes x, y von T' betrachtet, besitzt die 
Funktion U aber, wie inimittelbar erhellt, die samtlichen in dem vorstehenden Satze 
genaniiten Eigenschatten. Dainit ist der verlangte Nachweis erbracht. 
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1 . 

Die liber der Z-Dbene aiisgebreitete, f2^; + l j-fach ziisumnieiihiingeiide Fladie T 
sei in dei sclion in Art. 1 des tiiiifteii Abscliiiittes augegebeueii Weise diirch Einfiihriinir 
der 3^ tSclinitte o,., in die einfach ziisammenliangende Fiache T’ ver- 

wandelt. In dieser, von den beiden Seiten der Schnitte a, b, c begrenzten. Fiache 
niarkiere man die schon im funften Abschnitt zu Anfang des Art. 3 definierten Punkte 
uiiter denen sick alle Windungspunkte uiid alle Punkte cT^ betinden, und 
ziehe alsdann von dem der negativen Seite von und der positiven Seite von gemeinsam 
angehorigen Punkte aus in beliebiger Reilienfolge durch das Innere der Fiache T' s 
— ebenso wie die Schnitte a, b, c ausschlieBlich aus einer endlichen Anzahl von Stiicken 
algebraischer Knrven sich zusammensetzende — weder einander noch aiich sich selbst 
schneidende oder beruhrende Schnitte I , allgemein nach = 1,2.. den Schnitt 
Man nehme, unter x.,, eine Permutation der Zahlen 1, 2, • • •. s verstehend, an, 

da6 die Schnitte c, I bei einera negativen Umlaut um ihren gemeinsamen Ausgangs- 
punkt in der Keihenfolge c^, c.,, ■ Cj,, 4^, • • •, 4^ uberschritten werden, wahle beim 
Schnitte 4 ,.) die Bezeichnung der beiden Seiten so, da6 bei dem genaimten Umlaut 

um c4 ^61’ Schnitt von der negativen zur positiven Seite hin uberschritten wird, und 
bezeichne endlich die dem Punkte jetzt entsprechenden -f s Punkte in der in Figur 17 
angedeuteten Weise durch 4, t, ■ ■ 4 , 4, L, • • •, 4 . Die durch Einftihrung der s Schnitte / 

aus T' hervorgehende, von den beiden Seiten der Schnitte «, b, c, I begi'enzte, einfach 
zusammenhangende Fiache soil mit T" bezeichnet werden. 

Zu dem Punkte grenze man nun in der Fiache T" durch eine 7^„-fache Kieis- 
linie 4, fur a = l, 2, ^ eine j/„-blattrige Kreiserganzungsflaclie A'4 fur a = ^+l, 

eine den Punkt als Mittelpunkt enthalteiide, 7 /,,-blattrige Kreisflache ab. Dabei 
sollen die Eadien B. 2 , - • B, der Kreislinien k,, ■ ■ - , so gewahlt sein, daB nicht 

nur die Flachen K', K vollstandig getrennt liegen, sondern auch allgemein die Kreis- 
p-B, T, 20 
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linie h,, iiiit dem Schnitte l„ niir einen Punkt gemeinsam hat und im ubrigen vollstandig 
iniierhalb T" verlauft. Die Lage eines in der Flache iC oder in der Flache K„ gelegenen 
Pnnktes z denke man sick diirch die schoii in Art. 3 des dritten Ahschnittes eingefflhrten, 
ftir n = 1, 2, • • •, O' mit z dnrcli die Gleichung z = x-{■ yi = fur 

o = q-\rl, g'4-2, s init z durcli die Gleichung z = x yi = a,, 

verkntipften Polarkoordinaten r,,, bestimmt. Setzt man daiin, uiiter z einen Punkt 
der dem Index a entsprechenden Flache K', oder K,, verstehend, 


fiir (T = l, 2, •••, q\z„ 


fill- n = ^ +1, ^ + 2 , • • •, s z,, = {z-a,^" = rj e 


und unterwirft ziigleich die auftretenden Potenzen von r,, der Bedingung positiv zu 
sein, so ist z„ eine in der betreffenden Flache einwertige und stetige Funktion der 
komplexen Veranderlichen z, die in je zwei zu dem in die Flache fallenden Stuck von I,, 
gehorigen entsprechenden Punkten cP'*', denselben Wert besitzt und die zudem fur den 
Punkt nach der von Riemann*) gegebenen Definition, nnendlich klein von der ersten 

*) Riemann, B., Tbeorie der Abel’scben Fonctionen. I, Art. 2. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 88—144; S. 103.) 
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OrdnuDg (0) wircl, nnd es stellt deuientsjDi’GchBiid — weiui man miter z irgeiid eineii aiif 
der negativen Seite von l„ gelegenen Punkt der betrefienden Flache, unter z,^ den dieseni 

Punkte znkonimeiiden Wert von unter In^^ irgend einen der unbegrenzt vielen, deni 
Wert 4 entsprecheiiden Werte von In ~ verstelit und im Anscblusse daran In - fiir den 


Punkt ^ der Flache durch die Gleichung In ^ 



unter Toranssetzung eines 


den Scliiiitt nicht uberschreitenden und auch nicht durch den Punkt cP„ gehenden 
Integrationsweges definiert — der init irgend welchen komplexen Konstanten S gebildete 
Ausdruck: 




8„lnf+ ^ 


H-i—h 


(fi = I, 2, • • 


eine in der dem Index o entsprechendeii Flache K' Oder K„ mit Ausnahme des Punktes cP,y 
einwertige und stetige Funktion der komplexen Yeraiiderlichen dar, deren W'erte f7, f- 
in je zv^ei zu dem in die Flache fallenden Stuck von gehOrigen entsprechenden 
Punkten durch die Grleichung = f~-\-27ii^^ verknupft sind. 


2 . 


Man nehme an, dafi zur Flache T" eine komplexe Funktion F=^F(x,y) des 
Punktes x, y existiere, die fur jeden von den Punkten odg, • • •, verschiedenen Punkt 
der Flache einwertig und stetig ist, fur den Punkt (a= 1 , 2 , •••.•?) in derselben Weise unstetig 
wird wie eine Funktion von der oben definierten Art, in dem Sinne, daS fur 

0^1,2, q die Differenz cos sin 4) -% = e , mit unbegrenzt 

wachsendem r^, fur a = ^ +1, ^ + 2, • • •, s die Differenz F[% + r„ cos t„, F sin — fa{Za), 


, mit unbegrenzt abnehmendem gleichmafiig fur alle Werte von t„ gegen 
eine von uiiabhangige Grofie konvergiert, und deren, allgemein mit F'^, F zu be- 
zeichnende, Werte in je zwei durch einen und denselben der Schnitte a, h, c, I getrennten 
Begrenzungspunkten durch eine und dieselbe Gleichung in der Weise verknupft 

sind, dafi 

langs a^[F"^ = A^F + 
langs l„[F'^ B^F~ + 

^ langs c„ [F'^ = F" + ©vj 

langs Ig IF'^ = F" + 2mQa} 




a= I, 2," 


ist, wobei A^, By, 3l„, 33^, 


(r= 1 , 2 , • • •, p) Konstanten 


bedeuten, und die GrSfie (ff= 1 , 2 , •••.*), 


20 ' 
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clem eljen cliai-akterisierteii Verlialten von F fiir den Pnnkt cP,, entsprecliend, mit der 
in vorkommeuden Konstanten S,, iclentisch ist. Die Konstanten A,, B, (r=i, 2 ,...,p) 

sollen den Bedingungen A,.=^0, initerworfeii sein, da weder im Falle J,.--=0 

uocli im Falle von einer Yerknilpfaiig der Werte langs des betreffendeii 

Scknittes, a,, oder 5,,, die Kede sein konnte. 

Fine Fnnktion F der bescliriebenen Art kami nur dann existieren, wenn die 
+ s in den Gleickmigen (S.) aiiftretenden Konstanten gewisse Bedingungen erfiilien. 
Dm dieses einzuseken, beachte man, dafi die Gleickmigen (S.) einerseits fiir die Werte, 
welcke die Fnnktion F in den Pnnkten p, q, r, t besitzt, die Beziekungen: 


1 -) 

3.) 


F, = B,F, + S8„ 

A 


2 .) F,~J,F,_ + %., 
4.) 

^ 1 ,+ e,., 


v = l, 2 , 


■ I P 


anclererseits fiir die Werte, welcke die Fnnktion F in den Punkteu !, I besitzt, die 
Beziekungen: 


6 . ) iP, = 

7. ) F, = F,+2niZ,^,--,F,^^^ 


-n + ®,.. 

1' 

-F,+2ni&^,^, 

a ^ 


■■■, F,^-^F, + 27ti2, 

1 s 


liefern. Kombiniert man alsdann das eine Mai die aus den Gleicknngen 1.), 2.), 3.), 4.) 
dnrck Elimination der Grofien F^^, F^^_ entstekenden Gleicknngen: 


F,= A,B,.F,^^-\- 




mit der Gleicknng 5.], das andere Mai die durck Addition der Gleicknngen 6.) und dnrck 
Addition der Gleicknngen 7.) bezieknngsweise entstekenden Gleicknngen: 





mit einander, so erkennt man, dafi eine Fnnktion F der bescliriebenen Art nnr dann 
existieren kann, wenn die 5^ + s Konstanten A, J9, ^I, 33, (S;, £ den jp + 1 Gleicknngen: 


■ (1 - J5„) 31, - (1 - A) 33, = (S:,, .=1.2.. •i., 

(S^) V = p a = s 

v=l o'=l 

genngen. Da aber auck umgekekrt zn irgend 5j9 + s den j? + 1 Gleicknngen (S'.) nnd 
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den Bedingungeii .l. + O, 1 = 1 ,:;, •geniigenden Konstanten J, B, 3(. 6, 2, wie 

einfaclie Betiaclituiigeii zeigen, imiiier nnbegreiizt viele Funktioneii B der l>es{*liriel)eiieii 
Alt sich bildeii lassen, so stelleii die -b 1 B^leicbungen iStj uicht uur die notwendigen, 
soiidern auch die biiiieiclienden Bedingungeii dafiir dar, daB zu den bp ~ s Konstanten 
A, B, %, (£, S Fiinktionen B der bescliriebenen Art existieren. 

Eine Funktion A der bescliriebenen Art kann, da sie der Voraussetziing geniilB, 
als Funktion des Punktes . 1 , y von T betracbtet, nicbt nur fiir jeden ini Iiiiiem von 
T" gelegenen Piinkt, sondern auch fiir jeden von den Punkten c/^, cd., • - ver- 
schiedenen Punkt der Begrenzung von T einwertig und stetig ist, iiber jedes Stuck 
der Begrenzung hiniiber, das selbst nur einen Teil der negativen oder positiveu Seite 
eines Schnittes a,, h,, c, oder bildet und fiir den Fall, dafi ein Schnitt in Betracht 
kommt, sich iiicht bis zu dein Piinkte erstreckt, in der in Aid. 3 des filnften Ab- 
schnittes angegebenen Weise den Pleichuugen (S.) entsprechend stetig fortgesetzt werden. 
DaB eine solche Funktion B aber auch uber jedes Stuck der Begrenzung von T" hin- 
iiber, welches einen der Piinkte f, q, r, §, t, !, t enthalt, jedoch nicht in ihm endet 
und fiir den Fall, daB dieser Punkt einer der Piinkte Ii, L, • • •, ist, sich nicht bis zu 
einem der Piinkte • • n cA, erstreckt, in der fruher angegebenen Weise den Grlei- 

chungen (S.) entsprechend stetig fortgesetzt werden kann, ist aus den in dem eben 
zitierten Artikel durchgefiilirteu Betrachtungen iininittelbar zu entnehmen. 


3 . 


Unter Beibehaltung der in den vorhergehenden Aidikeln gemachten Festsetzungen 
stelle man sich jetzt die folgende 

Aufgabe. „Bs ist zu zeigen, daf3 zu, der Blache T” eine homplexe Bunkfion 
kpw-[-Pim/Aes X, y geUldet tverden kann, welclie den folgenden Bedingungen 
genilgt: 

I. Die Bionktion W soli fiir jeden nicht mit einem der Bunkte cAa, • • c/’, zu- 


sammenfallenden Punkt x, y der Blache T", emerlei also, oh derselhe ini Imiern oder auf 
der Begrenzung von T" liegt, eimvertig und stetig sein. B'iir den Punkt c/’^ (a=1,2,.•-,«) da- 
gegen soil sie in derselhen Weise unstetig werden wie eine Btinktion f„ (zj) von der in Art. 1 
de^inierten Art, in dem Sinne, dafS die Bifferenz: 




+ 


z„ = (z-a„) ° = e 


a = l,3, 


0 = 0 + 1,S + 2, 


fur a — 1,2, • • •, g mit unhegrenzt wachsendem r„, fiir u = g' + l, 0 ^ + 2, •••,§ mit unhegrenzt 
ahnehmendem r^ gleichmct/Sig fur alle Werte von t^ gegen eine von t^ unabhdngige Grofie 
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kounra'icrt. Zuilem soUen Hire, allrjemein mit W^, W sii hezeichnenden, Werte in je ztvei 
fNfsjirecheiide)} BeijreiizuuijsjiiDilxteii dev fVeise veiknujift sein, dujS 

laugs a,.[ JV'^ = A„JF~ + 2t,., 

langs //,.{!¥'’'== ’’= 1 , 2 , •••,?, 

langs c,, { TF"*" = T'F~ + ©,,, 

langs ^„{TF+= ?F~ + 2jtiS„, a = i, 2 , 

ist, irobei A,., B^., i = ronjegebene Konstanten bedeuten, die sdmtlich den Alodul 1 be- 

sitzen, nnd die Sp -f- s Konstanten 2, deni im wrliergehenden Artikel genvonnenen 

Besidtate entsprecliend, mit den 2p Konstanten A, B durch die + 1 Belationen: 

(l-B,) (1 ~A,) a -= , -1, 2 , . . ,p, 

fS'.) • *'=p 

■ ^ ^(^ri-2ni^2„=0 

r=l ff=l 

verbunden sind. Bie in den FmiUionen f vorkomnienden 2„, • • •, sollen, je 

nachdem die Graven A, B niclit sdmtlich Oder sdmtlich den Wert 1 besitzen, beliebig 
vorgegebene oder im Batmen der, aus (S'.) fiir 1, j&„= 1, .■= 1 , 2 , folgenden, Bedingung 

c~s 

^2„ = 0' vorgegebene Konstanten bedeuten. Ferner soil dann fur jede Zalil r aus der 

£7=1 

Beihe fiir ivelche A„=l, B,.= l und dalier cnif Grund der Gleichungen (S'.) 

0 ist, eine beliebig vorgegebene, 35^ eine nicht vorgegebene Konstante hezeiclmen; da- 
gegen soil fiir jede Zahl v aus der Beihe 1, 2, • • •, p, fiir ivelche A,, B, nicht beide den 

Wert. I besitzen, eine mit den anderen © durch die Bedingung + 27Ti^’2„ = 0 

i'=i (f=i 

verknilpfte, im ubrigen aber beliebig vorgegebene Konstante bedeuten, ivaJirend zivei 

mit dem vorgegebenen durch die Gleichung (l-^,,)5l, (I-aI,,)^, = g:,, verbundene, aber 

nicht vorgegebene Konstanten bezeichnen sollen. 

II. Die Derivierten als Gremen der entspreclienden Diff'eremeriquotienten 

definier-l, sollen nicht nm fiir jeden inneren PunU x, y der FUche T" eccistieren wad 
sietig sail, sondern auch nodt fur jeden von den Pmkten S\, ■■■.S’, verschiedenen Be- 

grenimgspmU, sobald man die Fmktion W iiber dn diesen Beyrenmnyspunld im Innern 
ent la tendes Stuck der Begrenzung von T Mniiher den Gleichungen (S.) entsprechend stetig 

ausschlieflich auf Grund Hirer Befinition, die allgemein mit 
8x ’ dy ^ dx ^ dy bezeichnenden B^erte der in Bede steJienden Berivierten in je zwei 
entsprechenden BegremmgspmUen S'*, S- in der Wdse verhnUpft sein, dajS 
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langs 

4 

'■ dx ’ 

dW+ 
by ~ 

J dW- 
>• dy ’ 



p 

^ ^ ' (> V ’ 

3 Tr+ 

by 

dy ' 

j --1,2, • , p. 


dx ’ 

dW- 
dy ~ 

b]V- 
dy ’ 



dW- 
dx ’ 

II 

+ 

b]V- 

dy 

-1,2, ■ • , 


m. Die Derimerten mllen fllr jedm Pmikt y der FUkhe I", fiir deu 

Hire Existeuz gefordert wurdc, also fiir jedmi nicld mil einem der Putdde cf. •••, ct m- 
sammenfallmden Pwnld vou T" die (ileicliung ~ = erfiillenr 

Uni diG UxiiStGiiz giiigi dGii gGiicimitGii BGdiiiguiigeii genugendeii Fiiiiktioii lU 
iiriclizuiwGisGii, soli iiLiii ziiiiiLclist ill Art. 4 gGzsigt WGrdGu, dafi iiicin iiiiljGgrGiizt vIgIg 
F uiiktioiiGii 14 bildGii kciiiii, wgIcIig iiiit dor VGrlaiigtGii Fuiiktion T1 in dGii alliZGniGiiiGii 
Eigenscliaften tibereiiistiinmen, mid weiter clami in Art. 5, daB unter diesen Fiinktionen Tl" 
sich wenigstens eine lielindet, welche den genaiinte]i Bediugungeu geniigt. 


4 . 

Das fiir die zn bildende Fiinktion 4F ini Baliinen der Bedingiiugen niod^4, = l, 
modjB„=l beliebig vorgegebene Konstantenpaar A,, B, (. = 1 , 2 ,soil mit Riicksicht 
anf die Kolle, welche diese Konstanten in den Gleichnngeii (S.) spielen, das dem Index v 
entsprechende Faktorenpaar genannt werdeii; je naclidem dann die GroBen U,, J5, nicht 
beide oder beide den Wert 1 besitzen, mOge dieses Faktorenpaar ein eigentliches 
Oder ein nneigentliches heiBen. Man verstehe ferner fiir v = unter 5(i, S3,' 

irgend ein der Bedingung (1—J5,,) SC — (1—33',. = 0 gentigendes Konstantenpaar, unter 
Sin Siu) • • ff=i, 2 ,•••,«, beliebige Konstanten, weiin nicht alle p Faktorenpaare M, B 

0 = j 

uneigentliche sirid, dagegen irgend welche der Bedingung = 0 geniigende Konstanten, 

n = 1 

wenn alle p Faktorenpaare A, B uneigentliche sind. Auf Grand des am Ende des 
fiinften Abschnittes aiisgesprochenen Satzes existiert dann zu der Flache T” eine 
komplexe Funktion U= A des Pmiktes x, y, welche die folgeiiden Eigen- 
schaften besitzt: 

I. Die Funktion U ist fiir jeden nicht mit einem der Punkte c^i, HZ, zu- 

sammenfallenden Punkt x, y der Flache T", einerlei also, ob derselbe im Innern oder 
auf der Begrenznng von T" liegt, einwertig und stetig. Fiir den Punkt 
dagegen wird sie in der Weise uiistetig, daB fiir a = 1,2, • ■ q die Differenz: 
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i -i-. ^ 

r - ( SI In + S^ir’'" cos ^ cos -|^ -^ • • • + cos 


mit unbegreuzt wachsendem r„. fur a = q-{-l,qi-2,---,s die DifFerenz 


U- 



Q' 

1 


COS 


V, 




2: 


rs 2 


COS 


2^, 




+ 


i- 


nin. 


m. 


cos 




V. 


T (f 

' a 


iiiit unbegreuzt almeliiuendem gleichmaBig fur alle Werte von t„ ge 
ixuabhangige GroBe konvergiert. Zudem sind ikre, allgemein iiiit 
zeiclnenden, Werte in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten 
verknupft, daB 

langs «•,.{ 

.gs langs &..{Cr+ = ^„iF--f 

langs c, {Z7+ = 
langs /„{Cr+= If-, 


ist, wobei die Konstanten St', iS,', nach den fftr sie gemacliten ’ 

mit den Konstanten A, B durch die p Relationen: 





verbunden sind. 

3 TT S JJ U TT 

II. Die Derivierten als Grenzen der entspi 

renzenquotienten definiert, existieren und sind stetig uicht nur ftir jede 
X, y der Flacke T", sondern auch noch fur jeden von den Punkten S’i, 
schiedenen Begrenzungspunkt, sobald man die Funktion TJ flber ein dies 
punkt im Innern enthaltendes Stflck der Begrenzung von T” kintiber den 
entsprechend stetig fortsetzt, und es sind alsdann, aussckliefilich auf Grund 
die Werte der genannten Derivierten in je zwei entsprechenden Begi 
S'~ in der Weise verknftpft, dafi 


langs a. j-^ = A, 
langs fe.,(^=J5„ 


du- 

dx ^ 

du- 

dx ^ 


dm . du~ 
dy dy ’ 

dm p du- 
dy dy ’ 



= A,. 

d'^m 

9-P+ 

dx'^ 

dx- ’ 

dy- 

d-m 

= B,. 

d^u- 

d-U^ 

dx^ 

dx- ’ 

dy- 
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in. Die Derivierten ei-fiillen fur jeclen Punkt .r. // 

den ihre Existenz soeben festgestellt wurcle, also ftii- jeden iiicht mi 
cPj, C%, ■ ■■, S', zusammenfallenden Punkt die Gleicbung a r = - - 

Da6 durcli diG gGnaiintoii EigGiischaftGii dio Fuiiktion vc 

bis auf eine additive Konstaute bestimmt ist, je uaclidem die p I 
nicbt samtlicb oder samtlich uneigentliche sind, ist ebenfalls schou in 
Abscbnittes gezeigt worden. 

Infolge der genannten Eigenscbaften besitzt das uber eine 
sammenhangenden Plache T” verlaufende, aber durch keinen der Pi 

- -r ~ T 

^du' -r 

\ Cl/ cx 

a 

Null. Man erbalt demeiitsprechend, unter .r^, i/^ einen im Innem vo 
menen Punkt, unter cc, y einen beliebigen von den Punkten iPy, c/l. • 
Punkt der Fiache T” verstehend, fCir das vom Punkte x,, il bis zu; 
eine in T" verlaufende, aber durcb keinen der Punkte cdj. Si, ■ ■ 

i f 3 U 3 TJ \ 

erstreckte Integral / [—j-dx py^dyj stets denselben Wert, vfelc 

XotVo 

schriebenen Art man auch als Integrationsweg wahlen mag, unc 

Hinblick hierauf auch, dafi dieses Integral fur jeden im Innern von 

d u 

zur Derivierten nach x die GroBe — ^, zur Derivierten nach ij die 

oy ^ 

wil’d daher durch die Gleicliung: 


x,y 


y 


J 

^O: Vo 


dU -j , dU T \ 


bei Festhaltnng der uber den Integrationsweg geuiachten Voraussetzui 
eine komplexe Funktion V = des Puuktes ,r, y geliefert, v 

Eigenscbaften besitzt: 

I. Die Funktion V ist filr jeden nicbt mit einein der Punkt 
sanimenfallenden Punkt x, y der Fiache T", einerlei also, ob derselbe 
der Begrenzung von T' liegt, einwertig und stetig. Fbr den Pun! 
gegen wird sie, wie aus den in Art. 7 und in Art. 5 des dritten Absi 
Untersuchungen erhellt, in der Weise unstetig,.dafi fur u=l,2, •••. 
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mit untegrenzt wachsendem r„, fur a = q + 1, q + 2, ■ ■ s die Diflferenz: 


9-' Is. 


Sin — 


Us *'<7 

»•> 


mit untegrenzt abnelimendem r„ gleiclimaBig fur alle Werte von geg 


unabhangige GroBe konvergiert. Dabei ist fiir ff==l, 2, •••, q unter 

qi-2, •••, s unter — — der Faktor von i im lateralen Teile der in. A.rt. 
Flache K' oder der Flacke augehorigen Punkt z mit den Polarko 


1 — 1 / ^ 1 
durcli die Gleichung In — = In — — / — dednierten GroBe In — zu verste 

«y ^(7 


gemein mit V zu bezeichnenden, Werte der Funktion V in je zwei 
Begrenzungspunkten 8’~ sind m der Weise verkntlpft, daB 


ISngs a, { 
langs { F"*" 
langs c, { 
langs Z,{ F+ 


AY-+n:, 
£.F-+ss:, 
F-+C, 
F“ + 27tSl., 


ist, wobei §1" 95" S", ’ = 1 , 2 , -..j), Konstanten bedeuten, die mit den 2p K 
und den s Konstanten Q'„, a=i, 2 ,...,», durcb die p + 1, den in Art. 
Belationen (S'.) entsprecbenden, Belationen: 


(i-j5,)r;-(i-A)s:=C7 

V=p G—S 

2’C + 2jr = 0 

V = 1 (T = l 

yerbimden sind. 

IL Die Derivierten G-renzen der entsprecbenden Differ 

definierfc, existieren nnd sind stetig niclit nnr fur jeden inneren Punkt Xj i 
sondern auch noch fiir jeden von den Punkten verschieden< 

punkt, sobald man die Funktion P tiber ein diesen Begrenzungspunkt 

haltondes Stack der Begrenzung von T" hinuter den aieichnngen (S 
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langs ^ 


I 


ex 


s 

’ I 6X 


4 

5,, 


dV 


langs c.. ^ 
langs 


cY- 
ox ^ 

?r+ 

cy 

1 

c 1 

ry ’ 

dv- 

cY^ 

= B, 

cV- 

CX ' 

dy 


cy 

dv- 

?F+ 


1 

1 

dx ’ 

cy 


cy 

dY~ 

cY^ 


dY- 

ox ’ 

cy 


cy ’ 


III Die Derivierten —, sind fiir jeden Punkt ;r, 1 / der Fla 
ihre Existenz soeben festgestellt wurde, also fiir jeden nicht mit e 
<^ 2 , • ••, znsammenfallenden Punkt, mit den Derivierten dure 


doo 


du dv du 1 .. 

verknupft. 


cx ' cy 


Definiei’t man jetzt zurFlacheT" eineFunktion irdurch dieGlei. 
so stimmt diese Funktion W mit der in Li± 3 verlangten Funktion IF ii 
Eigenschaften tlberein und besitzt zudem dieselbeuiJ Paktorenpaare .1. 
sicb aber von ibr dadurch, dafi an Stelle der Konstanten S ^ 

'^(7 1 1 ? 

die Konstanten Q'„, QA," ■, an Stelle der Konstanten SX,„ g,. 0 
stanten St'-f-beziehungsweise stehen. Diese letzi 
sind mit den 2p Konstanten A^, . =1.2, . ..p, und den s Konstanten 

knupft durch die _p +1 Relationen: 

((1 - b:) (St;+CO - (1 - ^r) (c+CO= 

(S'.; 


■p 


o =s 


2 C* + 2;ri S; = 0. 

v=l 0=1 


Dber die Konstanten %, -.p, kann, den gemaebten 

entsprechend, im Eabmen der Bedingungen (1 — B^) C — (1 —A^) C = 0? 
werden; uber die Konstanten S^i, • • •, dagegen kan 

gemaebten Voraussetzungen entspreebend, beliebig oder nur im Kabmt 


^ Bff = 0 verfugt werden, je naebdem die p Eaktorenpaare A, B nic 

0=1 

skmtlicb uneigentlicbe sind. Hat man aber ilber die genannten Konsts 
der angegebenen Bedingungen in irgend einer Weise verfugt, so 
Funktion U, je naebdem die p Eaktorenpaare A, B niebt samtlieb 0 
eigentliche sind, vollstandig oder nur bis auf eine additive Konstant 
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1)4 


Uiiter Beachtung des soebeu Gesagten bilde man nun zwei spezie 
zu bezeielmende, Fimktionen TF”, indem man das eine Mai 


51 


It 


y 




O' _ a , O' = 

<^'(7 ? *^(71 '^ 01 ' 




Q 

•^(nngy 


seizt, eine diesen Festsetzungen entsprecliende Funktion L niit G*’, 
Funktion Tb mit und die bei dieser an Stelle der Bonstanten 51,O j 5? 
auftretenden Konstanten mit bezeiclmet, sodaB dann duri 

_ 1 ^'u' bestimmt ist; das andere Mai dagegen nntei a,., /3,, 

ein der Bedingung = 0 oder der Bedingung 

Konstantenpaar verstebend, je nachdem M,., B,. ein eigentliches oder ei 
Faktorenpaar ist — 


51' 


a 


V? 


is:=//,.; s:=o, s:i=o, s: 


n 111 , 


0, 


setzt, eine diesen Festsetzungen entsprechende Funktion U mit u, die zuge 
Vi mit vi und die bei dieser an Stelle der Konstanten 51,, ®,,z, (S-,, i (’ -n 

den Konstanten mit a[:i, j%i, bezeicbnet, sodafi dann lo durch die Gleic 
fur jeden Punkt x, y von T" bestimmt ist, wenn man nock den Funkti 
Punkte S’i, ■ ■ ■, S^, die ihnen dort zukommenden Grenzwerte als We 
aus den beiden Funktionen TF*®', w durch Addition entstehende Funktion 
dann mit der in Art-. 3 verlangten Funktion TF in den allgemeinen Eigen 
und besitzt zudem nicht nur dieselben p Faktorenpaare A, B, sonderr 
Konstanten £; an Stelle der Konstanten 51,„ i 8 ,,, ©,. 0 = 1 , 2 , dagegen tr 
Konstanten 511,*^ •+ a' + a,i, 23® + + ^'li, + yA beziekungsweise £ 

gemachten Festsetzungen entspreckend, 51S®’, S®, ’ = 1 , 3 , besti: 

2 p Konstanten M,,, B,., r=i,% -,p, und den s Konstanten < 7 = 1 , 2 ,. durch 


'(1-P,.)5('“>-(1-M.,)23® = e®, 

, V = 1 <7 = 1 

verknflpfte GrdBen sind, a„ (v=i, 2 ,...,j,) dagegen irgend ein der Bedii 
— (1 — A.„)/9',= 0 Oder der Bedingung o:'=0 genllgendes GrdBenpaar ; 
nachdem A„ B^ ein eigentliches oder ein uneigentliches Faktorenpaar ist 
mit den Konstanten A, B durch die Gleickungen: 

r /^ Ti \ /■< J \ r\if rr 
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eone 


verkntipften aroBen /3", von den 2p GroBen a', ;/ in der Wei^e 
ihre Werte vollstandig bestimmt sind, sobald man die Werte der GrOBen < 
hat. Im folgenden Artikel soil nun gezeigt werden, daB man die -2p Gr 
Eahmen der genannten Bedingungeir so wahlen kann, dafi fiir jede Ze 
E eihe 1, 2, • • ftir welclie A,, B,. ein eigentlickes Faktorenpaar ist, -i 
also + in die fiir die verlangte Funktion TF vorgegebene 
und zugleicb fiir jede Zahl r aus der Eeike 1,2 ,---.p, fur welche A 
eigentliches Faktorenpaar und daher nach obigem a, = 0 ist, a'ii in die G 
also + a, + i in die fiir die verlangte Funktion W vorgegebene 
tibergeht. Die den so ge\vd.hlten Xonstanten a, (S' entsprechende Fuul 
besitzt dann alle fur die verlangte Funktion W vorgegebenen Konstanten 
damit eine den samtliclien in Art. 3 gestellten Bedingungen geniigende 
gewonnen sein. 


5. 

Die Funktionen u, v, aus denen sich die Funktion ic der Gleichu 
gemaB zusammensetzt, sind fiir jeden Punkt x, y der Flache T" einwert, 
zudem sind ihre Werte in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten A 
Weise verkniipft, daB 




a 


I’7 


(S-) 




liings a,, [w^ = A^-u~ -(■ a„ 
langs &„{%■*■ = + /d^,, 

langs c,, {M'*'= ‘UT, 

langs lg[u'^ = u~, = v , 

ist, wobei zwischen den auftretenden Konstanten fur r = 1,2, • ■ j) die h 


— B,.'V + 

+ - + f,. 


V 


,+ 





(1 - E.)A)/?;:= 





bestehen und zudem a„ = 0 ist fiir jedes v, 
entspricht. Die Derivierten ||, |p. 


dem ein uneigentliches Faktor 
1 ^, existieren und sind st( 


von den Punkten cPj, cA^, • • •, verschiedenen Punkt der Flache T"-, zud 
Werte in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten in derselbe 

knilpft vfie die Werte der korrespondierenden Derivierten bei den im vc 


166 


Sechster Abschnitt. 


Man bilde jetzt, nachdem man zuvor den reellen Teil der Pi 
den lateralen Teil init bezeichnet und dementsprechend 
mit den ersten Derivierten von das Integral: 



und dehne es ilber die Flache T" aus. Um dasselbe auszuwerten, zie 
eines jeden der s in Art. 1 dnrcli die s Kreislinien k„ mit den Kadie: 

gegrenzten, die vSiimtlichen Punkte cPi, c/’a, • 
Plachenstticke K’, K eine zu k„ konzentriscli 
dem Eadins r„ (s. Pig. IS) und beachte, dal 
fill- G--q + l, (2 + 2, 'R„ is 
die von den Kreislinien Z(, begrenzten, die Pn 
beziehungsweise enthaltenden Plilchonstiicke 
aus, bezeichne die ul)rig bleil)ondc, ganz im 1 
einfach zusammenhilngende Flilehe mit T' 
hineinfallende Stuck des Schnittes l„ mit 
beiden Seiten der Schnitte a, h, c, V um 
k[, /4, •• •, K gebildete Begrenzung mit iP, u 
gestellte Integral zunacbst nur fiber die, einen 
bildende, Plilche T* aus. Der Wert dieses fibei- T* ausgedehnten 1 
/Z* bezeichnet werden, sodafi also 





f)y / I 


dXr)y 


ist. Ersetzt man nun bei diesem Integrate, indeni man bordcksichtigt, d 


dy 


dv 

dx 


und dementsprechend 


)'^ KW)'^ VW)[1^) 


ist, den zwischen den geschweiften Klammern stehenden Ausdruck du 
Seite der letzten Gleichung bildenden Ausdruck und wendet a.]sdann ui 


Eelationen 


_ d^u 

dxdy ™ dx‘^ 


an. a,nr*.}! 


’ dydx dy'^"^ dx^ ^ dy'^ 

•« 

dift Anrlf>rnnD'fin wp1f“.liA /r. 


0 das Verfahren der tei 

d/ ia-rl oi f\ An 


mcin 
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n* 



dx 


n- 



d{u 


(1) 


u^-H) cc 


cy 


0€] ^ , 


i i i (\ 


wobei das an letzter Stelle stehende Integral in der, durch die Pfei 
positiven Eichtnng iiber die ganze Begrenznng 91 der Fladie T* zu 
Beachtet man jetzt, da6 bei der Integration durcb die ganze Begrenznng 
jeden der Schnitte a, t, c, V zweimal integriert wird, das eine Mai aul 
das andere Mai anf der negativen Seite, aucb da6 die eiaem Schnitteler 
sprechenden GrdBen dx, dy anf der negativen Seite des Sebnittes sich 
entsprechenden GroBen dx, dy anf der positiven Seite nur durcb das Yo 
scheiden, und vereinigt bei jedem Schnitte die anf die positive und die i 
Seite desselben sich beziehenden Teile des in Kede stebenden Eandintegr; 
dnrchweg die beiden einem Scbnittelemente entsprechenden Integ 

sammenfaBt, in ein einziges, nur uber die positive Seite des Sebnittes z 
Integral, so erhalt man fiir II* die Gleichung: 


n 


:l: 




tj = s 


-h 


+ 


+ 


2 J 


u 


( 2 ) 


*)+ d'V'^ — 


( 1 ) 








( 7=1 


wobei zur Abktirzung dv^ = dxdy, dv = gesetzt 

Die anf der reebten Seite der letzten Gleicbung vorkommenden, iil 
Seiten der Schnitte a, h, c, V beziebungsweise zu erstreckenden integre 
ausgewertet werden. Zu dem Ende bezeiebne man die zu irgend ei 
Zahl y = konjngierte Zahl ■—_g''^^i durcb g, sodaB dann gg 

wegen mod A„ = 1, mod B,, = 1, speziell A, A,, = 1, B„ B,. = 1 ist, beachte, daB 


I = dv*=A,.dv , 

langs -uV^)iydv* = {4^'^-d%ydv- P d.dv^, 

1 (^(1)_#)i)+ = + f,., dv+ = BJv-, 

langs K l^^cD = (4^)-4^) If dv- + ^,.dv^, 

I (^(1) _ #)4)+ == - vPH)-, dv+ = dv- , 

langs c„ I / ,(i) __ = (4^) ^4^)-i\-dv-, 
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ist, und reduziere mit Hilfe dieser Relatioiien die bei der letzten fti: 
Gileicliung zwiscben den geschweiften Klaniiiiern steliendeii Ansdxucke. 
fur W zunachst die Qleichung: 


77* -{«; f civ'- + /' d v+} + 

’■=1 „'+ /,+ 


+ 


+ 


O’ = .9 


f ,+ 


I'. 


"t- 


dv 


and schlieBlich, indem man die mit liilfe der Relationen (S.) sich ergebe 


+ 


J dv 


+ 


V. — V 




A ,, j&,, (1 i>,,) + -A,, /?,, 






J 


V — 'V 


A,. 77,, (1— A,) — 77,, a" 


benutzt und die ans der ersten unter (S'.) angescdiriebenen Relation s 
zieliung (1—75,,)< — (1—yl,,)/3', == 0 beacbtet, die (Jleicliung: 


= {A,.a'J"--B,.(3',.cc”} d-A' f{u^^^--'iPi)do. 


() =.? 


r = l 


O' ™ 1 


Es ist jetzt nur noch zu untersuclien, was ans 77* wird, W(M 1 
^ 2 ? • • •) '>\j der Kveislinien 74, 74, ■ • •, K, unbegreir/t wachscui und y-i 
• • •> der Kreislinicn j.,, ■ ■ •, K unbcgrenzt alaiehmon 

alsdann //* gegen eine bestinnnto (iroBe, so ist dor W(M;t di(iscr G 


Wert des iiber die idache T" ausgcdehnten, /ai Anlang gebildoten J 


im anderen Falle von einem Werto dieses Integrals nicbt g('.sj)roclu‘.n 
Durchfuhrung der verlangteii Elitersuclmng beacbte man zunacbst, 
u = u^^'>u^^H, als Funktion des in seiner Bewogung auf die ^'laelie 
schrankten Punktes x, ij betracbtet, eine Funktion von der im Bat'/e J 
dagegen als Funktion des in seiner Bewegung auf die Flilcln^ 7i',, 
schrankten Punktes y betraclitet, eine Funktion von der iiii Satz( 

ist, nnd daB die Funktion v mit der Funktion u durch die (lleicli 

dv du 


dy^U verkniipft ist Auf Grand der in Art (i und in Art 4- des ( 

durchgefuhrten TJntersuclmngen bestehen dalier, wenn imui noc.h, un- 
in Art. 1 dieses Abschnittes ftlr die Flacben K', K eingefflhrteu K' 


A-nfstellung und Beweis des Piandamentalsatzes der Theorie. 




% 




(fj 


"2 'If git 



/.w- 


K' 


'lV„7t 




-Mj_ Mv>)~ 

V 1 T' J?'®- 

^ a ' n o 


2fi 


2 B. 


dagegen fui cr ? + die Gleiclmiigeii: 


2b„77: 




f'ai 21 / 




W'a 

Mhfj ■ 


^VqTV 


2 






2R‘ 


tP'o 




Beachtet man nun weiter, dafi durcli Einfilhrung der Polarkoordinaten 
der lechten Seite der letzten fur IT* gewonnenen Grleichung voi’koinnK 
erstreckende Integral die Gleickung: 




‘^gi^a ^7 4 

dt 

II Vq 


bei der als obere Grenze des recbts stebenden Integrals fur <7 = 1,2 

— 2v„n, ftir <7 = ^-|-l, ^-j-2, •••,s die Zahl -|- ‘^v^Tt zu gelten bat, en 
die Grofie: 


dv 


/ r ^ ti \ 


dt. 


“O 





M^p) 


Rq + cos 


go- 


V 


-) 

O / 


1 1 


-^G 'a 


r 2 


-n^’a 

Miq 


1 _ _L_ 

v„ V, 




G^J cos 


cp—t, 




d 


fill' (7 = 1,2, • • -, q mit unbegrenzt wacbsendem r„, fur cr = s' + 1, ^ + i 
begrenzt abnekniendein r„ gleiclnnaBig fflr alle in Betracbt kommend 
gegen Null, die GroBe gegen — konvergiert, so er 

die auf der recbten Seite der letzten fiar 77* gewonnenen Gleicbung ; 
der ,s‘ Integrale gegen Null konvergiert, wenn man die Eadien •>•,, - 
linien k[, Ic.^, ■ ■ ■, Jc,j unbegrenzt wacbsen und zugleich die Eadien 
Kreislinien •••, K unbegrenzt abnebmen laBt. TJnter diese 

konyergiert also aucb 77* selbst gegen eine bestimmte Grofie, und 
dieser Grofie nacli fruher Bemerktem zugleicb der Wert des uber 
ausgedebnten, zu Anfang gebildeten Integrals. Es bestebt daber die G 
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Mit Hilfe der gewonnenen Q-leichung (J.) laBt sich ntin der ai 
voxhergehenden Artikels verlangte Nachweis erbringen. Zu dein Endi 
Fall, wo die p Faktorenpaare A, B nicht samtlich uneigentliche sind, 
wo dieselben samtlich uneigentliche sind, zu tremien. 


Erster Fall. 

Die p Faktorenpaare A, B sind nicht samtlich uneigentliche. Uin 
zu fixieren, werde speziell angenommen, claB fur y = l, 2, •••, p da 
A,., ein uneigentliches cl. h. J.,,== 1, 2?„ = 1, fdr y = p + 1, p + 2, • • | 

paar A,., ein eigentliches sei. Dabei ist unter p eine Zahl aus der E 
p — 1 zu verstehen, und der Orenzfall p =-= 0 ist dahin zu interpretie 
Faktorenpaare A, B samtlich eigentliche sind. In dera 'vorliegenden en 
nach den zu Anfang dieses Artikels geuiachten Ausfuhrungen, di(^ Werte 
u, V in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten cd^', cd" in der Wtdse 



liings u,, { u'' --=■ 


■A - 

V’ -I- A, 

langs = 

•u + p ',, '/d' -- 

■tr + p![,, 

langs = 

u , 

v'-- 


langs = 


A,'/) 

kings &„{'«■'■ = 

B^u" + p',., vd -- 

Bpr - 1 - p^'^ ■ 

langs c,, {«■' 

ii , 

A 


langs = 


V '■ 

V-7 } 


ist, wobei filr r =p A 1, p + 2, • • •, die Eelationon: 

(S'.) (i_/^„)a;~(i-a„)^: 


r- 




Tr 

v = p 1 1 


bestehen, die v=i, 2 ,irgend welche Konstanten, <lio a(,/i(, 
welche den Bedingungen (1-E„)a; •--(1-A,0, + bezie 

nhgende Konstantenpaare bedeuten. Die Grofien a, P' Iconnen daher am 
Folgende geschehen soil, durch die Gleichungen: 



id'„ == X,, ct'„ = (1—A.,,) , /3'„ = (1— B,) x„, 




j 
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zuglewh auch die Funktion v mit dea ihr zukommenden Konstante: 
standig bestimmt. Fiir die weitere Untersiichung soli x = () oder. v 
hmauskonimt, «; = 0, /?; = 0 gesetzt weiden. Ftilu-t man daiui in d 
mit Hilfe der aus den Gleiclmngen (K.) sich nmnittelbar ergebenden G 


v = l, 2, • p 


a. 




die zu den GroBen z konjugierten GroBen ein, so erhalt man. wer 

achtet, daB fur die Konstanten der hier vorliegenden Punktionen ti, 

a,, — 0, •■•,13, (1—a,, —,)/?„ = •..,^, bestehen, ur 

setzt wurde, die Gleichung: 


a ') ff i I (8n'«Y. . 

JJ \ [-w) + [~ 3 ^) + (- 17 ) + (~) (cy 


V=zp 


1 - = 1 r = p -r 1 


Mciii bGstimniG nun p 1, mit zu bezGichnende, spezie 

und zwnr = = dadurch, daB man, iintGr oim 

r = ^ den Wert 1, fur v + q den Wert 0 besitzt, verstebend, fur r = l, 
setzt, und bezeiclme die zn der Funktion gehorige Funktion v m: 
letzteren zukommenden Konstanten mit a",, /5J,,,r=i, 2 ,--,p. DieWerti 
far die Begrenzung von T sind dann in der Weise verknupft, d 



langs = 

7 

V'^ 

Q 



langs 

r ? 

Q 

= ' 


langs = 

7 

Q 

'^q 7 


langs = 

d- (1 —) 

V'^ 

Q 

= j 


langs 6„{w+ = 



= B^v~ + > 


langs = 



Yqv7 . 


langs = 



= } 

ist, wobei fur v = 

= 1) + 1, 1) + 2, 

■ p, die Relationen: 



(1-J5„)a", 



v=p 

J’r;'v=o 

T = |) + 1 

bestehen. Bildet 

man alsdann 

aus den Punktionen 

J ^2 ? * * * j — 1 
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diG bsi dor Finiktion u aiiftroteiidGii KoiistaiitGii A., ct, /i mid ist dali 
Bewiesenem mit ihr identisch. Es besteht also die Gleichung: 


'U — 'iCiUi -|- H“ * * * ~t~ 

imd zugleich, infolge der Definition der zu einer Function u goln'irig 
aucla die Gileichung: 

V = Xi'Vi + -j- • • • F Xp-i'Vp^i. 


Auf G-rund dieser letzten Gleicliung ergeben sich dann zwischon den Konsi 
der Function v und den entsprechenden Ivonstanteii der Fnnktionen i\. 


Belationen: 

Q^p-1 

tf 

^() r ? 

(j = 1 

r= 1, 2, • 





(j L 

1 " 

r = 

q" 

y 

rt 

Yr- 

11 ■ 

= 1 



1' = 1, 2, • • •. 

, P 

r = V 



welche die GrdBen a', 7 " als lineare Fnnktionen dor GroBen x,, x.j, ■ ■ •, 

da die Grofien von den ;c xxnabhangig sind. 

Man betrachte jetzt das System der p — I untor <len vorstobei 
entbaltenen, in bezug auf die noch anbestiinmten GrbBeii x.,, ■■■ 
Gleichungen: 

^11^1 ^21 ^2 ^p _i , 1 _1 . 7 


+ • • • -f 




7hP 


+1^1+ 734i-|-l5^i'+ • • • + 7,,_1,^ + |3C^ 


7p+t 5 


72,p-i^2~i~ . . - Zj,_l - 7;,_i • 

Die Determinante A ==^± a"i- ■ ■ c(^'p/f+i,p ,.1 • • • dieses (Meicluinj 

einen vonlSTull verschiedenen Wert. Zmn Bew(!is(! dieser Beliauptimg nelnii' 
den Wert Null besitze. Unter dieser Annalime lasson sicli, n:i,ch l)eka,n 
Determinantentheorie, die p — 1 GroBen x, aucli wciiin man da,s Wert 
X2==0, ■ ■■, Xp_p = 0 ausschlieBt, so bestiinmen, daB etj ==(), •••, aj ■ 0 , 
wird. Die den so bestimmten GroBen x entsprechende IGinktion u bat 
Blick auf die oben aufgestellte Gleichung deren rechte Seito IVir a" 
7 ^ + 1 = 0, = 0 verschwindet, zeigt, in der ganzen Flilche T” dense 

zwar den Wert Null, da langs a^{#= -A.j,u~, langs lipir ist und zu 

Ap, Bp nicht beide den Wert 1 besitzen. Dieses aber ist, wio dio Gleichu: 

nnr TnfiS’bVb. wenn die der Firnktion u znlreTninenflAn irenst.nn+.ATi /v' /^' 




AiTfstellung unci Beweis des Bundamentalsatzes dpr Theorie. 

wahrend doch soeben bei der Bestimmung der Grrbfien x das Wertesysteii 
= 0 ausgeschlossen wurde. Die Determinante A des aufgestelite 
systems kann also, da die Armahme A = 0 auf einen Widersprueli gefuhrt 
von ITull verschiedenen Wert besitzen. Hat aber, v'ie jetzt feststelit, die ^ 
einen von ISrull verscbiedenen Wert, so lassen sicb die GrdBen Xi, x,, •••. 
dasselbe, die mit ihnen durcli die Gleichuagen (K.) verknupften GroBeji 
nur auf eine Weise so bestimmeu, daB die GroBen ■ ••, d'^, • • •. y'l 

Werte annehmen, also aucli so, daB fur r = l,2, K/i = 21,. — 3f. 

|) + 2, ■ ■ ■, p — 1 y"i = und zLigleich dann, wegen yy' = 0 und 

V = 1 V 

y'j,i = wird. Damit ist aber fur den vorliegenden ersten Fall, wo 

paare A, B nicM samtlich uneigentlieke sind, der am Scklusse des 
Artikels verlangte Nachweis erbrackt, wenn man nock beacktet, daB di( 
eines jeden der nock, ubiigen kierher gekorigen speziellen Falle sick 
diirchgefuhrten Untersuchung nur' durch die Bezeicknung unterscheideu ■ 


Zweiter Fall. 


Die p Faktorenpaare A, B sind samtlich uneigentlieke. In dies 
nach den zu Aufang dieses Artikels gemachten Ausfukrungen, die Werte 
u, V in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten in der Weise 



langs = u~, = cc^, 

langs 6,, {= vr (d,., = v~ A fd,., 

langs c„ { 


langs la[u^ = u , , 

ist, wobei die r=i, 2 ,---,p, irgend welcke Konstanten bedeuten. Sind die 
stanten /?' festgelegt, so ist dadurck, nack dem im vorkergehenden Artikel 
Funktiont^ bis auf eine additive Konstante, dieFunktion-y dagegen mit den ih 
Konstanten a", (d' vollstandig bestimmt. Zur vollstkndigen Bestimmung 
moge nock festgesetzt werden, daB sie fiir einen beliebig gewaklten Punkt > 
den Wert Null besitze. Da bei der kier vorliegenden Funktion ti die G 
lick den Wert Null besitzen, so tritt jetzt an Stelle der Gleickung (J.) 



174 


Seckster Akselmitt. 


'y = q den Wert 1, fur r + ^ den Wert 0 Ijesitzt, verstehend, fur v = l,2 
setzt und auBerdem noch der Funktion fur den vorher gewahltei 
Wert Null zulegt, bezeicline auch die zu der Funktion gekdrige Fun 
die dieser letzteren zukonimenden Konstanten mit a^,, (S'',,., r=i,s, 
Funktionen v„ ftir die Begrenzung von T" sind dann in der Weise v 

langs a„ { u* = u~, = a'^„, 

liings K{u^ ^ u~ -f dp,,, == V- + , 

langs c,.{u^ = u~, -- v^, 

langs l„ {=-■ v~, 

ist. Bildet man alsdann ans den Funktionen ?t,, , • • •, mit Hil 

allgemeiuen Funktion u vorkommenden Konstanten ft',,, 

+ft'.,u.i-Ji - S-ftpiip, so stimmt diese letztere mit der aufgestellten 1 

nur in den allgemeinen Eigenscliaften tiberein, sondern bositzt auch die be 
auftretenden Konstanten ft' und kann sich daher nach friilier Bewiesen 
durch eine additive Konstante untersclieiden. Diese Konstantc rauB ab 
zusainmenfallen, da die Funktionen u, u.,, ■ • •, % den gemachten Fosts 
fur den vorher gewahlten Punkt S' samtlich den Wert Null l)ositzcn. 
die Gleichung: 

% = ft'i % + -\ - V 

und zugleich, infolge der Definition der zu einer Funktion u gehori; 
auch die Grleichung: 

V = fti^i F -j- ft^-l),^,. 

Auf Grand dieser letzten Gleichung ergeben sich dann zwischcn den b 
der Funktion v und den entspreclienden Konstanten, der Funktionen 
Relationen: 


€C 


fr T ,y tr 


1 


r ? 


()=i 


welche die GroBen a,., [f„ als lineare Funktionen der GrdCon //t, 
da die GroBen a'p,,, von den /3' nnabhangig sind. 

Man betrachte jetzt das System der p unter den vorstelienden 
haltenen, in bezug auf die noch unbestimmten GroBen , ft'^, • • •, ft'j, linea 

“iiA + ft2 -{ — • F ftj, =•--- a,, 


Aufstellung und Beweis des PundameHtalsatzes der Theorie. 

Die Determinante A = ^ + • • • «j,j, dieses Gleichungensysteins hat ( 

yerscMedenen Wert. Zum Beweise dieser Behauptuug nehme man an, d: 
Null besitze. Unter dieser Aniiahme lassen sich, nach bekanntem Satze der 
tbeorie, die ^ GroBen auch wenn man das Wertesystem ,/i 

/i'=0 ausscblieBt, so bestimmen, daB d^ = 0, ■ ■ ■, d' = 0 wird. J 

stimmten GrdBen /S' entsprechende Fuuktion m hat dann, wie ein Blicl 
aufgestellte Gleichung deren rechte Seite fur d[ = 0 , go = 0 , • • •, «" = 
zeigt, in der ganzen Flache T" denselben Wert, und zwar den Wert Is 
den vorher gewahlten Punkt S' den Wert Null besitzt. Dieses abe; 
Gleichungen (S.) zeigen, nur moglich, wenn die der Fuuktion n zuko; 
stanten /S^, /Sa, • • •, /S^ samtlich den Wert Null besitzen, wakrend doch 
Bestiminung der GroBen /3' das Wertesystem /S^ = 0,/S's = 0, - ■ 
wurde. Die Determinante A des aufgestellten Gleichungensystems kanj 
Annahnie A = 0 auf einen Widerspruch gefflhrt hat, nur einen von Nul 
Wert besitzen. Hat aber, wie jetzt feststeht, die Determinante A e 
verschiedenen Wert, so lassen sich die GroBen //i, /i'^, /S^ stets un< 

Weise so bestimmen, daB die GroBen d[, a», •••, a" vorgegebene Werte 
auch so, daB fur y = 1, 2, • • •, = 31, — 21?^ wird. Damit ist auch f 

Fall, wo die ^ Faktorenpaare A, B samtlich uneigentliche sind, der a 
vorigeu Artikels verlangte Nachweis erbracht. 

6 . 

Durch die Dntersuchungen des vorhergehenden Artikels ist der am 
verlangte Nachweis erbracht und damit gezeigt, daB zur FHche T stets 
lichen in Art. 3 aufgestellten Bedingungen geniigende komplexe Fuuktion i 
des Punktes x, y gebildet werden kann. Eine weitere Frage ist jetzt 
haltene Funktion V die einzige den aufgestellten Bedingungen genhj 
ist. Urn diese Frage zu entscheiden, nehme man an, daB eine zweit« 
dingungen geniigende Funktion TP' existiere. Bezeichnet man alsdann d 
Funktionen W', TP" mit w, setzt also w — W' W, so hat die so definiei 
wenn ma.n ihr noch fttr die Punkte Si, S%, S die ibr fur diese Pun 

den Grenzwerte als Werte zulegt, die folgenden Eigenschaften. 

I. Die Funktion w ist fttr jeden Punkt x, y der Flache T" einwe 
vnriorvi iBrA Tnit w+. w ZU bezeichuenden, Werte in je zwei ents 


m 
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langs a, {w+ = + “v, 

langs h,. («’+ = Byiv" + (iy, 
langs p,,{«■“’’= ‘fv~, 

langs I, { «’+ = iv-, 


ist, wobei die Konstanten der Bedingung (1 — I)—(1 

der Bedingung c, = 0 genttgen, je nachdem A„ By em eigenthches oder e 

Faktorenpaar ist. 


II. Bie Derivierten 1^, als Grenzen cler entsprechenden Diffe 

0 CO 0 y 


definiert, existieren imd sind stetig nicht nur fur jeden inneren Punkt 'i. 


sondern auch. noch fiir jeden von den Punkten Ji, c/ 2 , • • *, e/., veischiedei 


punkt, sobald man die Funktion w liber ein diesen Begienzungbpi 
entbaltendes Stuck der Begrenzung von T hintibei den Gleicliiingcn 
stetig fortsetzt, und es sind alsdann, ausscblieBlicli aul Cjinnd ihre. 
Werte der genannten Derivierten in je zwei entsprechenden Begrenzungi 
in der Weise verknupft, daB 


1.. [CW^ 

langs n,. I 

dio"^ 


langs h 


dec 


A 

B 


dw~ d/v^ 


d i0~ 


dy 

d‘W^ 


A 


d /o' 


dy ’ 


langs c, 


[ dtv^ 


^ dx ^ 

d'W" 


dy 

d'W^ 


By V" 


dy ^ 


1 aa- 


dx ’ dy 


dy ’ 


langs l„ I ^ 


dio' 

ly. 


diO^ 


0/ 


d/0 

til ^ 


III. Die Derivierten erfullen fiir jeden Punkt ‘.r, y der F. 

ihre Esistenz soeben festgestellt wurde, also fiir jeden uiclit mit ei 

cdj, ^ 3 , • •zusammenfallenden Punkt die Gleichung = 

Infolge der genannten Eigenschaften besitzt das uber eine in 
sammenhangenden Flacbe I" verlaufende, geschlossetie Kurve (' er 

J(u'dx +tvi(ly) stets den Wert Null. Man erbalt dementspreebend, i 

c 

im Inuern von T" fest angenommenen Punkt, unter y einen beli( 
Flache I" verstehend, fur das vom Pnnkte x', y bis zum Punkte x, y 
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x,y 


y) =J ^{icdx J- ivUhJ), 


3:\y' 


untei Pesthaltung der fiber den Integrationsweg gemacliten Voraussetzung, ; 
eine einwertige und stetige Fuuktion i2 des Punktes x, ii aeliefert. welc 

inneren Punkt x, y von T" stetige Derivierte 


CX 


cy 


IV i 




o. 


CX- 


25 


•, c^, verse 


besitzt, aber auch noeb fiir jeden von den Punkten cP, 
grenzungspunkt, sobald man die Funktion £2(x, y) fiber ein diesen 
punkt im Innern enthaltendes Stuck der Begrenzung von T" kinfiber i 
stetig fortsetzt, dafi man den Endpunkt x, y des Integrationsweges die 
fiberschreiten laBt und gleichzeitig das Integralelement wdx-rwuly oder, 
die Funktion iv fiber die Begrenzung hinfiber den Gileichungen (S.) entspr 
fortsetzt. Beacbtet man nun noch, daB die fur jeden von den Punkten 


verschiedenen Punkt x, y von T” bestekende Gleickung 


CIC 


€l€ 


O 2 Q C 2^ 

zweiten Derivierten die Gleichung ^ -t- 


cy 


i ^ fur d 

CX 


0 nack sick zieht, so erkei 


dx^ ' cy- 

die Funktion i2(.T, y') sick fur jede ganz im Innern von T" liegende Kreii 
eine Funktion von der in dem Satze I definierten Art verkalt_. also ffir 
Punkt ,T., y von K — wenn man mit d, a die Mittelpunktskoordinatei 
Radius von K bezeichnet und unter r, i die durck die Gleickungen x 
y = d" -f r sin t bestimmten Polarkoordinaten des Punktes x. y von K ve 
Funktion der Polarkoordinaten r, t durck die Grleickung; 


2w / — 2J}reos(J — qp)-(-r* 

r<R ^ 

dargestellt wil'd. Das Gesagte gilt auch noch fte eine Kreisflache K, dere 
ein von den Punkten c/^, c/’s, •• •, verscMedener Punkt der Begrenzung v< 
bald man in diesem Falle, bei hinreichend klein gewahltem Radius JR von K, 
y) fur den mit dem Mittelpunkte nicht auf derselben Seite der Begrenz 
Teil von K durch die oben beschriebene stetige Portsetzung definiert. A 
wonnenen Darstellimg folgt nun weiter, da6 die Funktion y) nicht 
iniieren Punkt y von T''^ sondern auch noch, bei Hinzunahme ihrer i 
setznng, ftir jeden von den Punkten ‘--j verschiedenen Begr 

von T'’ stetige Derivierte nach x und y von jeder Ordnnng besitzt, und 

TTA,-. flor ■R.mhftTifuls'ft d r Derivatiouen una 
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o-ir g’ii 5-«' _ oho _ d^to _ g°.Q 

cxdy ~ oxcycx' dycx~ dydxdx’ dy'-‘ dy'^'Ox 

besitzt, sondern aucb Boch. fur jeden von deu Punkten g^s, • • •, 
Begi-euzungspunkt, sobald man die Funktion £1 in der friiber angegebene 
was dasselbe, die Funktion w den Grleichungen (S.) entsprecbend liber d 
binuber stetig fortsetzt, und daJS zudem zwiscben diesen Derivierten ftir je( 
der Flacbe T", filr den ibre Esistenz soeben festgestellt wurde, sowohl 

, als aucb die aus dieser nait Hilfe der Glleichung i s 

cxcy 6ycx^ ^ oy ex 

Beziebung l-| + = 0 bestebt. 

c X ^y 

Man bilde jetzt, naebdem man zuvor den reellen Teil der Funkti 
den lateralen Teil mit bezeiebnet und dementspreebend w == -b w^“‘ 
mit den ersten Derivierten von das Integral: 


i 





dxdy 


und debne es tiber die Flacbe T" aus. Um dasselbe auszuwerten, de' 
Integral zunaebst nur ilber die sebon in Art. 5 benutzte, einen Teil der Flacbi 
Flacbe T* aus, bezeiebne den ibm dann zukommenden Wert mit U*, so^ 




•// 1 (^ 




dy ) 


oy / 


I dxdy 


ist, und werte dieses letztere Integral unter Benutzung der Figureii 17, 
Wiederholung der zu Anfang des vorhergehenden Artikels angewandten 
aus. Zu dem Ende bringe man die yorstehende Grleichung, mit Hilfe ( 




dx 


dy ’ 


cy 


dw 

dx 


in die Form; 


n* 


=// 


diw^'^'^ d'lo dio , ^ 

Tx — ^-^^ 1 'm 


und wende auf das jetzt vorliegende Integral, nnter Beaebtung der vorbei 

Beziebung das Yerfahren der teilweisen Integration an. Mai 

zunbebst die Grleicbung: 


n*= 


S ^f{ dio* — (w^h _ 


w^-H) dw~] 


Aufstellung und Beweis des Fundamentalsatzes der Theorie. 


wobei zur Abkiirzung cho^ = ^^d:ci-^^chj, dir-^^-^dj: 


. r if 


mdem man beachtet, daB fur ?/= l 9 ... ^ - i 9 ’ 

“7 7 2 J} O — I, Z. S 

langs c, = 

langs l„ - w'^-Hy diir = _ id'-Hf du¬ 


el u ire.set: 


j,.d 11-. 


ist, wobei, der im vorhergehenden Artikel eingefuhrten Bezeicbming eutsp: 
die zu (z,,, j/3,, konjngierten GrroBen bezeichnen, die Grleichuna” 

V? * 


{i^rf chv^ + y, frhi-y Cy'^^-id-U)dn-, 

^ «+ K+ a = 1 V' 


Hnd. scliliGBlicli, iiidoni nicni dio mit Hilf© dor RGls-tioiiGii (^S.) sich. GrgGbGiidGi 

+ 

fd^v^ = = A^Byi - 5„) «v., + 




J 'dw^ = u\^, ~ = - A,.B,. (1 - A,) - B,.a,. 


benntzt und die aus der Relation (l-B,)a,-(l~A,)/3, = 0 sich ergeben 
(1 — -Rr) — (1 — A,) = 0 beriicksichtigt, die Gleickung: 


17* = ^ {A,a,./^r-BJ„ay 


a=ir> 


Beachtet man nun, daB die Funktion lo = als Funktion des i 

wegung auf die Flache X,,", "= 1 . 2 ,- .s, beschrankten Punktes av ^ betrachtet, < 
von der im Satze III definierten Art, dagegen als Funktion des in sein 
auf die Flache K„, <^-{+ 1 . 2 + 2 ,■■■.«, beschrankten Punktes x, y betrachtet, ei 
von der im Satze I definierten Art ist, und daB infolgedessen das in 
Gleichung hinter dem zweiten Snmmenzeichen stehende Integral fQrcr=l, 
unbegrenzt wachsendem r^, ftir (j = gpl, q + 2, ■ ■ ■, s mit unbegrenzt abn 
gegen Null konvergiert, wie sich nach Einfahrung der znm Punkte x, y der 
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Gleichung an erster Stelle steliende Snmme geliefert wircl. Es l^esteht 
GleicEung: 



v=p 


cxcy = y. {A,,a,.l:i,. — B,,(i,.cc,.}. 


v = 1 


Der auf der rechten Seite der gewonneiieu Gleichung hinter dem Sumr 
stehende Ausdruck hat infolge der Bedingungen, deneii die Konstanten a, /: 
fill- jedes v aus der Eeihe 1,2, ■■•,p den Wert Null. In dem Falle, wo de; 
ein eigentliches Faktorenpaar A,., B,. entspricht, die GroBen a,, /i,, also der 
n — Eda,, — (1 — A,.)/3y == 0, und entsprechend die GroBen a,,,/i„ der Gleichung 
— G — A,.)/3,,== 0 Oder, was dasselbe, der aus ihr durch Multiplikation mit — 
stehenden Gleichung ( 1 - (1 - = 0 genxigen, ergibt sich na 

der ersten und letzten der drei soeben angeschriebenen Gleichungen durch E 
der GrbBen (1 —At,,), (1 — B,,) die Eelation A,A,.I3, — wahrend in c 
wo dem Index v ein uneigentliches Faktorenpaar A,,, B,. entspricht, also die 
der Gleichung cc,, = 0 , und entsprechend die Grofie ce„ der Gleichung 5,, = 0 g^ 
Eichtigkeit der aufgestellten Behauptung uninittelbar einleuchtet. 

Nachdem so der Weit des liber die Flache I" ausgedehnten Integra 
der Null identisch erkannt ist, ergibt sich durch direkte Betrachtung dieses 


daB die GroBen 




~ , - 5 —, - 3 — jedenfalls fur ieden von den Punkten 

OX 0 oc 0 2) 0 y 

verschiedenen Punkt der Flache T” den Wert Null besitzen, und daB 


Funktion w = -(- vPi in der ganzen Flache T” 'einen konstanten, mit c zu 1: 

den, Wert hat. 

Aus dem gewonnenen Eesultate folgt nun, daB die Funktionen W, 
Differenz zu Anfang dieses Artikels mit w bezeichnet wurde, durch die Gleichung 
verkniipft sind. Existiert also auBer der Funktion W eine zweite Funktion I 
den samtlichen in Art. 3 fur W aufgestellten Bedingungen genugt, so kann 
Funktion TF' von der Funktion fF nur urn eine additive Konstante unt 
Andererseits genhgt aber auch die aus W durch Addition einer belielhgen Ko; 
entstehende Summe W+ C, als Funktion des Punktes x, y von T" Iretrachtet, 
lichen in Art. 3 fur TP aufgestellten Bedingungen; denn sie stimmt mit der Funktio 
allgemeinen Eigensehaften sowie in den Konstanten A, B, fi uberein und urn 
sich in bezug auf die Konstanten §1, 95, da langs aJ(W+- CY=A..{W-1- GF-l-SI.. 


Aufstellung und Beweis des FiiadameiitaLsat/es dtr Theoiie. 

scMieBlich, daB die zu Anfang des Art. 3 verlangte Fiinktioii Tf’* clurcli 
aufgestellten Bedingungen nur bis auf eine additive Koiistante bestim 
daB die allgenieinste den genaiinten Bedingiingen gemigende Fnnktion ei 

wenn man zn der in den Artikeln 4, 5 gewonnenen Fnnktion Tl" eine 
Konstante C addiert. 


Die in den Artikeln 4, 5 gewonnene, einwertige Fnnktion TF= 
Punktes x, y von T' ist, da sie den sanitlichen zii Anfang des Ait. 3 aiif^ 
dingnngen gentigt, eine Fnnktion der komplexen Verandeiiiclien die 
Gebiet irgend eines von den Pnnkten < 3 ^ 2 ? ’ * verscMedenen Piinktes j 
mag derselbe im Innern oder anf der Begrenznng von T^' liegen, dnrcli eii 
der Form: 

^0 cc) ~f~ — (('y — (iy . 

darstellen lafit, wobei die c von ^ nnabbangige GroBen bezeichnen: die 1 
fur das Gebiet des Punktes (a=i, 2 , ,,v) dnrcb eine Eeihe von der Form: 


S 


S 


S,lni + ^4-y + ..-+% + c,.+ <,.A+c 


"fj 


'o2^o 


I 

t" 


_ 4 _ /■» ’ 


_ i 

darstellen laBt, wobei filr (7 = 1,2, • • •, g- fur <t = g -fl, g + 2, • • s 

ist, die vorkommenden Potenzen ebenso wie der Logarithmus den in Art. 
Pestsetzungen entsprechend zu interpretieren sind, und die c von s unabha 


bezeieknen. 

Die Eichtigkeit der aufgestellten Behauptung ergibt sich im vorlie 
unmittelbar aus den in den Artikeln 4, 5, 6, 7 des dritten Abschnittes cb; 
Untersuchungen, wenn man die Eigen schaften der zur Bildung der Funktion 

benutzten Funktion U und den durch die Grleichungen 4^ = 4^ 

® OX dy dy d> 


sierten Zusammenhang der Funktionen TI, V beachtet. Dabei ist der Be 
einem Punkte von T" gekdrigen Gebietes in folgender Weise zu definierei 
von den Punkten c/1, cl, verschiedener Punkt der'Placke T” vor, so 

zn ih m als Mittelpnnkt diejenige Kreisfladie ab, welche auf ikrer Peripheri 
einen, in ihrem Innern aber keinen der Punkte cl+o, •, ol entkalt; 1 
spif.s Ain Pnnlrt, ^ vnr sn c^renze ma.n zn ibm fur o = 1.2. • • •. O' d eieniee. ( 
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Kreisflache, welche auf ihrer Peripherie wenigsteus einen, in ihvem Inner 
dem Punkte 0'„ keinen weiteren der Pinikte <^ 5 + 1 , <^;+ 2 , • • •, enthalt. 
Gebiete irgend eines Punktes der Plache T" soli dann die Gesamtheit 
verstanden werden, welche im Innern der zum Punkte cP in soeben ange^ 
abgegrenzten Flache liegen mid zudem Yon deni Punkte cP aus auf eii 
Innem der betreffenden Flache verlaufenden und die Begrenziing von T” ni( 
den Wege erreicht werden konnen. Die genannte, zu dem Punkte ^ 
Flache bildet zugleich den Konvergenzbereich fur die oben dem Punkte 
Eeihe, und die durch diese Reihe filr den Fall, daJ3 das Gebiet des Punk' 
Teil des Konvergenzbereiches ausmacht, hestiiiinite stetige Fortsetzung de 
liber das Gebiet des Punktes cP hinaus in die nicht dem Gebiete angeh( 
des Konvergenzbereiches deckt sich mit den den Gleichungen (S.) entspreche 
Fortsetzungen der Funktion W ilber das Gebiet hinaus oder, was dassel 
Begrenzung von T" hin'ttber. 

Unter Beachtung des Yorstehenden lassen sich jetzt die saintlichi 
Abschnitt erhaltenen Resultate zusammenfassen in den folgenden, alle we 
siichungen beherrschenden 


Fimdamentalsatz. 

„Dieiiher der Z-Ebene ausgebreitete, (2p+l)-fach zusammenMngende, n-Udi 
sei in der in AH. 1 imgegebenen Weise dwell EinfuJirung der Sclmitte a,., b,., c,., >■ = 
einfach zusammenliiingende Flache T' md weiter dann, nach MarMerung der Eunht 
dwell Einfulirmig der Sclmitte l„, 0=1,2, in die einfach susam-menlidugent 
■verwandelt. Man ordne den 2p Schnitten a,.,b„, = ■■■,!>, 2p Konstanten . 

die samtlich den Modul 1 besitzen, zu und nenne A,., B,. ein eigentliclics oder 
liclies FaMorenpaar, je naclidem die Grb/Sen A,., B„ nicht heide oder heide d 
sitzen; verstehe alsdann unter 2 „-i, • • •, a=i, beliebig vorgeg 

a — s 

Fahmen der Bedingung vorgegebene Kanstanten, je naclidem die pFakto 

rT=l 

nicht samtlich oder samtlich uneigentliche sind, und, ordne dem Punkte cP„ die 


fa (a) = In — H-— + • • • -f 




% 


om^ 




zu, wohei fur o = 1,2, ■■■, q z„= z fur a = q + 1, q + 2, ■ ■ ■, s z„= (z—afj 
vorkommenden Potenzen ehenso wie der Logaritlmus den in Art. 1 gemachten 

pm-famriroffho/vi/l nn/i'f'D/i/'/irxnn/O'hri dDn/'/on/i o/inn/1 • An ^ ^ A 


Aufstellung und Beweis des Fundamentalsatzes der Theorie. 


^aaren geliorigen Gro/Sen S smitlich mit der Null zusammenfulleiL die zu eigenflh 
^aaren gehorigen GrdJ3en (£ dagegen mit den sclmi gewdldfeii Grofieu g durch 

V = p (J — s 

+ 0 verkmijjft slnd; ordue endlicli nodi jedeni iinpicjtittlin 

2 )aare A,,, B, ehie heliehlg angenommene Komtarde §[,, zu. 

Es existiert dann sur Flaelie T" immer eine Funliiou W des Fuu 
die folgeudeu Eigenseliaften besitzt: 

1. Die, FuuMion W ist filr jedett oiicht mit elnem der Punlde . 
samme-ufallenden PunM z der Fldche T", einerlei also, oh derselbe m Inueni 
Begrenzung von T" liegt, einioertig und sfetig. Filr den Punli ( 0 = 1 , 2 , 
sie in derselben JVeise unstetig, ivie die clem Funlie zugeordnete Funliion 
die Biff even z: 



filr den Punli stetig bleibt. Zudem sind Hire Werte in je zwei entspreehenden 
pimkten 0^^, 0~ in der Weise verhnlpft, dajS 


laiigs = A TF-+ , 

langs b^{W^=^B,W- + ^8,, 
langs + 

\kngs l,[W+= W- + 2ni&,, 

ist, tvobei die. 3ju + s Konstanten %, S, S mit den- 2p Konstanten A, B d 
frilJierem fm' das Zusammenbestidien der Gleiclmngen (S.) nokcendigen, + 1 - 



(1-B.,) St,-(1-^035,.= 

y = l cr=l 


v6Thufidefi sifidy ufid die cluJSst dcfi voTge^ebefiso'i Kbustamtdfh fioch voTkoMMdudd 
die p GroJ3en ^ soune die zu eigentlichen FaMorenpaaren A, B gelmigen > 
Konstanten, die niclit vorgegeben werden honnen, unzusehen sind. 


IL Die Berivierte ~, definiert als Grenze des Biferenzenquotie: 

cLz 


WinAz^Q, existiert, besitzt, wie Jz aucJi gegen Null konvergieren mag, in 

Wert und ist stetig nicht nur filr jeden inneren Pmkt z der Fldche T', 

0> ff> ... 0 ^,p/rschiedenen Bearenzunq 


A/1 r\ 




mfijm A ✓lAA 




y\r\n 
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i}H Inyicyu s^itliciltendss Stuck d&r ScgTcnzuny von T liiniib&T clcfi 
entsjjrechend sfefuj fotisetzt, und es sind alsdami, ausscJilie^lich auf Grun 


I 

die Werte der Derivierten ^ in Je zwei e'idsprecliendev Begrenzungspunk 


Weise verkmlpft, dafi 


dW 


langs a„[i^ = A 
langsi„(i^ = ^„ ^ 


dz 

dW- 


Itogs C^. 


(IW^ 


dW- 


dz 


langs K[^ 


(IZ 

dW- 


dz 


Die aus der Funktion W durck Addition eiuer toillkurUrlien j 
steliende Funktion W C lesitzt ehenfalls die gemmnten BJigenschaften m 
cdlgemeinste derartige Funktion. 

Fine die genamiten Figenscliaften hesitzende Funktion des Fun'i 
immer auck eine Funktion der koniplexen Vercmderlichen z und la(it sick d 
das Gehiet irgend- eines von den Pu-nkten . cP, rerscMedenen Pi 

eine Beihe von der Form: 


('oP Ci(z — a) -f" C .2 (z —n)“ + • • • -f- 6’,, (z —n)" -!-•••• 

darstellen, wolei die c von z unahhanglye Grofden hezeicJinen, fur das Gel 
( 0 = 1 , 2 ,•••,.«) dagegen durck eine lielhe von der F'onn: 


2„ In — H-1—r + • • • -f—4- Gn + + ^ 02^0 + • • • + e„,,z', 

'O 


2™0 


wdbei, toie sclion hemerkt umrde, fur cr = l,2, q z„=-z , fur cr = 

V 

z„=(z—ag ist, und die c von z unahltdnyige Grofiem hezeicknen. 

In dem hesonderen Falle, wo die au/Ser den p Faktorenpaareii A, 1 
Konstmten, also die Grofen Q, © und die zu uneigevdlichen Fcddorenpaai 
Grojden 31, sumtliek den Wert Null hesitzen, iinrd durck eine willkilrlicli 
cdlgemeinste, die genannfen Eigenschaften hesitzende Funktion reprdsenfierf 


Siebenter Abscliaitt. 

Aufstellung der allgemeinen Fundamentalforniel. 


1 . 


Man verstehe unter B,; A„ B,; ■■■: A^, B^ und A„ B,; A., 
zwei Sjsteine von je 2p den Modul 1 besitzenden GroBen, ^^•elche durcli d 
Ay Ay 1 , ByBy l, 1 ’=1,2,'' ■, ^ vorlcntip Gi sindj nntor TT^= TT 

Funktionen der komplexen Veranderliclien von der iin Fundamentalsa 1 
Art, von denen die erste die jp GrdBenpaare Ay, By, . = 1,2, clie z^veil 
paare yl„ I?,,, .=1,2, als Paktorenpaare besitzt. Das Yerhalten di( 

Tk, \\ fur den Punkt (cr=i,2,. .,s) sei charakterisiert durch die Funkti 


/■„(^„) = S,lnA + ^ + ^ + ...+ 


'^am^ 


fa 






S„lnA + Af^ + ^ + 


+ 


s 


am„ 




•^0 


sodaB ftlr das Gebiet dieses Punktes die Darstellungen: 



TF(^) = S„ln^ + — 

^0 Zg 


1 I 1 , , , 9 . 

+ ”s” + • • • d-S7 + + ^01-^0 + ‘ 

^(7 

Q Q 

+ ~ H-d—d- d- + r+ • • • + 


V 

bestehen, wobei filr a = 1 , 2 , • • ■, 2 ^ d <? = 2 d- 1 , 2 + 2 , • • •, s 

die c,c von z unabbangige GroBen bezeichnen, und die Konstanten S, S 
auch sanatlich den Wert IsTull besitzen konnen. Was die linearen Gleic 
welche das Verkalten der Funktionen W, W Ikngs der Begrenzung von 
sieren, so sei die Bezeichnung fur die darin auBer den Konstanten A. 
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langs CO, { = A, W- -f S£.. , 

langs&„{Tr^= + 
langs e;{ W'^ = W~ + (£,,, 
liings la{ TT^'*' = T'F“ + 2niQ„, 


Tr+ = I„fF- + t., 

TF- + “C, 

#+= W-+2niQ„, 


ist. Dabei bestehen zwisclien den Konstanten die Beziehungen: 

, V = p (T — S V—p fT=A‘.— 

^ ^ ^(S:.+ 2m J’S.= 0, ^ ©„+27ri^S,= 0. 

v=l ff = l ']'=1 0’ = 1 

Die in den Grleichungen (R.) und (S.) auftretenden Konstanten 
W, W sind durch eine eigentlmliclie Relation verkntipfb. Diese Relatio 
geleitet werden. Zu dem Ende beacbte man, dafi das liher die Beg 

schon in Axt. 5 des sechsten Absclinittes benutzten einfacb znsaininenbangt 

+ 

W-j^cls den Wert Null besit> 

af __ 

(I "PP^ 

dem Integralzeichen stehende Funktion der koinplexen Verilnderlic 

Punkt der Flache T* einwertig und stetig ist, und dalB daher die Gleic 


% 

besteht. Zeiiegt man nun das auf der linken Seite dieser Gleichung si 
in die den einzelnen Stucken der Begrenzung 3d entsprechenden Teile 
den Komplex der auf die Scbnitte a,l, c, V sich. beziehenden Integrate 
zuvor noch bei jedem dieser Scbnitte die auf die positive und die auf di 
desselben sicb beziehenden Integrale in der in dem eben genannten Artik' 
Weise vereinigt hat, mit J^, den Komplex der auf die Kreislinien lo s 
Integrale mit J^, so kann man die vorstebende Gleichung durch die Gi 


A + J.-O, 


f [W+dW* -W-dW-] +2 f [W^dW^ -W-clW'}, J, 


+ 




ersetzen, und man exhalt dann die erwahnte Relation, indem man die 


Aufstellung der allgemeineE Fundamentalformel. 


Um die mit bezeichnete Integralsumme, bei der dW^ = 

dz 


ist, ausznwei’ten, beachte man, dafi fur r = 1, 2, 


p: <7 = 1,2. s 


langs a„{ TF+rfTF+ = W'dW- = 3t.,dTf A 
langs &„{ W^dW-^ = W-dW- t- S,,fZTf% 
langs c,,{ TF'+fZ'^^+ = 6;,,f?Tr-, 

langs{ Tr+cZTF+= Tr-fZTT- -f- 

ist, und I'ednziere mit Hilfe dieser B.elationen die zwischen den ffescb.'^'e 

o 

steliBiidoii AiisdruckG. Man erhalt danii fiir J, zunaclist die Grleicliiins^: 

1 O 





und schlieBlich, indem man die mit Hilfe der Relationen (S.) sick ergebend 


/ dW 


+• 




A,,B,,(1 —£,) -4,,®,,, 


+• 


/ cZPr+ 

5 + 


-Wi 

1>P 




+■ 


f dW^^ AB ,TFp - {AM+ A) + ^i + 62-f 


+• 


J dW^^ • • • +S0 - m 

/+ ^ 


rtjf y 
a 


— bei denen den der Linie und der negativen Seite 

des Schnittes den der Linie nnd der positiyen 

Seite des Schnittes 1^^ gemeinsam angehorigen Punkt der 

Begrenzung von T'^ bezeichnet (s. Pig. 19), nnd die fur 

r-==p, a-=s auftretenden Zeichen + als gleichbedeutend 

mit den Zeichen fi beziehnngsweise anzusehen sind 

benntzt und die unter (S'.) stehenden Relationen: ^ 
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6:,.] +J’ ©.(©1 + e.+ • • • 4 

r=l r=l 


0=1 


0=1 


dW 


Um die mit J, bezeiclinete Integralsiimme, bei cler dW = ist, 

beachte man, daB die samtliclien Punkte der Kreislinie 7c„ dein Gebiete cl 
angehoi-en, und dafi daher fiir jeden Punkt der von m„ bis sich 
Integrationskurve k'„ die aus den zn Anfaiig dieses Artikels angeschriebenen G] 
folgenden Gleichungen: 


W- In 


Q Q 

'^01 ^ '^(72 ^ 


Q 
'^om 


H + ^(T0+ ^C71'^CT"I“ (^ 02^0 +■ 


'a 


dW 


2(y 


Q 


'rrs 


dz. 


m 


<►1 
'^(Tin 


'a '^o 




M + A 2Cg^z„-\- + 


bestehen, bilde alsdann aaf Grand dieser Gleiebnngen durcb Multiplikc 
ibren rechten Seiten stehenden Eeiben die Gleichung: 


/ i\dW ,7,7 , 70 , 

W — S„ In —j — --- 1 - + ■ • • -I 2,„ +1 +<^ 40 + + ^02^0 + 

' ^a' (iZfj Z^ Z^ " 

bei der speziell: 




H =mt 


al 


// = 1 


dz. 


ist, multipliziere sie mit dz^=^dz uiid integriere iiber die Kurve 
bis zum Puntte Man erhalt danii, indem man beachtet, daB fur jede 


+• 


+ 


scbiedene ganze Zahl » ist, daB dagegen fz~'^ds„= — 27ti ist, ( 


JCn 


-P 


/(Tr-s,ini)5*,=-2«sre„. 




und weiter aus dieser die Gleichung; 


+ 


+ 


( 1 -) 


J WdW=2„f Ing 


dW J 


2nm 


K 


lo 


'a 


Gl 


Aufstellung der allgemeinen Fiindamentalforrael. 


Funktioia F von ^ in den Punkten imcl m„ zukominen, niit \F 


Gleiclinng: 


+ 

S- 2 . 11 » (f) irf• -2, fW'i 

Yi irtp Z, 


und es ist jetzt noch das auf ihrer rechten Seite stehende Integral aus: 
eAalt man aber, wenn man IF durch die miter (K.) angeschrielDene. d: 
fill jeden Punkt der Integrationsknrve k„ darstellende Reihe ersetzt und 


unter Beachtung des oben liber das Integral J Bemerkten ansfukrt, 




c) “^a 


(‘“i) 


1 \2fn^ 


r>f l^fT 


Addiert man jetzt die Gleichungen (1.), (2.), (3.), so erhalt man die Gle 


/ Sjln (i) W'l - 1 2J,| (lnl)j:; - ■2nU2.c,.+^ 


und schlieBlich, indem man die ersten beiden auf ihrer rechten Seite 
drticke mit Hilfe der Relationen: 


('“ t)..- ('“ t). + 2’'*’ 2"^ 2. 


reduziert und durch den ihm entsprechenden schon fruher aufgeste 
ersetzt, die Gleichung; 


p.) / 


fi = ma 


WdW= 27iiQ„T'F^^-27z^2„2„~ 2aci(2„c„o-S„c^o) - 

fi = l 


Damit ist aber auch ausgewertet; denn man erhalt durch Addition 
letzten Gleichung filr <7 = 1,2, •••,§ hervorgehenden Gleichungen unmitte 


a = s 


Ji= 27i^^&„Q„--2ni^(Q„c„o-SiaC„o)-2ni^ 


0—1. u = l 
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(F.) 


FuiKlamentalformel. 

f wd (amM-bm-Uss,+ S,.) i£,. 1 +^e,.(®.+ ■ ■ ■ +C) 

+ (S.,+ - 2n^"^k8„ 


a = l 


(T — s a — s/n=7nff __ 

’27ti^(Q(fC„Q SfjC^o) ^ = 0 . 

n- = l fT = l /( =1 


2 . 

Der aiif cler rechten Seite cler soeben gewonneiien Foniiel Muter clem ersten 
Summenzeicben stebencle, deni Index v entsprecliende Ausdrnck: 


(M„a+O 


reduziert sich in dem Falle, wo A^., B,. ein nneigentliches Faktorenpaar, also A„=l, 
B„=l imd folglicb ©„==0 ist, auf den einfacberen Ausdruck In clem 

Falle dagegen, wo A,,, B,, ein eigentliches Falctorenpaar ist, kann dem in Eede stebenden 
Ansdruck auf folgende Weise eine fiir die spatere Verwendung der Form el geeignetere 
Gestalt gegeben werden. 

Man beacbte, daB in dem Falle, wo At,,, B„ ein eigentliches Faktorenpaar ist, 
also A,„ By nicbt beide den Wert 1 besitzen, die GroBeiipaare 5t,,, mit den 

GroBen beziehungsweise clurcb die im vorbergebenden Artikel unter (S'.) auf- 

gefiibrten Gleicbungen: 

(s;,.) (l-B,) a = , (1 - J?.) - (1-A) = C, 

verknupft sind, und daB ein jedes diesen Gleicbungen gentigende GroBensystem 

3t„, wenn man unter D,„ 1),, die im vorliegenden Falle stets von Null verschiedenen 

GrOBen: 

J9„== 2 - Ay-By, By==2-Ay-By 


verstebt, in die durch die Gleicbungen: 


-^v 


St,,- ^+{1~A,)K„ 

jJv 


bestimmte Form bei passender Wabl der Konstanten Ky, Ky gebracht werden kann. 




Aufstellung der allgeineinen Fundaiuentalformel. 
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Fiihrt man nun mit Hilfe dieser Glleicliungen die GruBen Jf, , K, in den init be- 
zeicbneten Ausdruck ein, so erhalt man: 




2 ByBy 



1 

o 




und man gelangt so sclilieBlicli, wenn man iiocli an Stelle der Konstanten A”,, A", neue 
Konstanten £,,, vermittels der Gleicbimgeii 


IC, 








einfuhrt, zu der Gleicliung: 




Das so erbaltene Eesultat laBt sich nun in folgender AVeise aussprechen: 

„Brw(jt man in dem Fcdle, wo A,., By ein eigentUclies Faliorenjjciar ist, die den 
Bedingungen geniigenden Graven 51,,, 53,., 51,,, in die durcli die Gleicliungen: 


% 

53. 


1 

A 








D, ^ 


+ (1 - S8., = [- ^ + (1 - i?,.) 1 (£. + (1--B,) S: 


2D„DJ 


destimmfe Form und fillirt diese Ausdrucke in den ersten mit hezeiclineten Ausdruck ein, 
so erhalt man die Gleicliung: 


i,8t„SB„ - 5„58,9t, - (As, + St,) ®, = e,S, - ®,®, - T 


3. 

Die in der Fundamentalformel vorkommenden, zu der ZabI a geborigen Eon- 
stanten c^^, c„i, • • •, Coo, • • •, treten ibrer Definition gemaB als Koeffizienten 
von Potenzreiben auf’ es besteben nS^mlicb auf Grand der Gleicbungen (E.) des Art. 1 
fur einen beliebigen dem Gebiet des Punktes angeborigen Punkt ^ die Daistellungen. 

F„(^) ~ W(t) - ^ ^ + ■ ■ ■ + ^ 

A,(?) -tr(S) - (Aing- + ^ + ^ H— ■t^”) “ -I , 

== ^ ^^ a = qFl, qF2,-",s — a^) , 


wobei fitr u = 1, 2, • • ^ 
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also g = «„ + & und nacli frillierem der Fall nicht ausgeschlossen ist, dafi die QroBen 
2, 2 teilweise oder auch samtlich den Wert Null besitzeii. Infolgedessen kann man 
die Konstanten c,;„, «>o, dnrcli die Werte, welche die nach genoinmenen Derivierten 

der vorlier fur einen beliebigen dem Gebiet des Punktes angehorigen Punkt 'Q deiinierten 
Fnnktionen fill’ den Pnnkt cd, oder, was dasselbe, fur = 0 besitzen, aus- 

driicken. Es ergibt sick namlick iimnittelbar: 


c 


an 


n ! 


/ 0 


1 

n ! 


d'‘F„{0 \ 

d^a K’ 


a~l,2f;s, 
n = l, 2, 


wobei der augekangte Index 0 andeuten soil, dafi der Grenzwert der zwiscken den runden 
Klammern stekenden Derivierten fiir liin = 0 zu nelimen ist. Untersckeidet man 
jetzt den Fall, wo o eine Zakl ans der Keike 1, 2, q ist, von dem Fall, wo a eine 
Zakl ans der Reike ^ +1, ^ + 2, • • •, s ist, so kann man in den eben gewonnenen 
Formeln, auf Grnnd der vorker filr die beiden Fillle angefnkrten, zwiscken ^ und 
bestekenden Beziekung, die GrbBe t dnrck die GroBe ausdrilcken, also 


filr (7==1, 2, 3, •••, g 


Iv cti;; 4 V di;; 4 


filr tr = g +(Z P 2, • • •, s 


d'‘F„(0 \ 

d^!^ Jo 


dt^r Jo' 


setzen, und man erkalt danii scklieBlick 


d2a(^] _ f 
d^;; Jo V d^;; J,’ 

ds: Jo V d,^'‘ 


?t=i, 2 , 3 , ••• 


filr (; = 1, 2, 3, •. g |c„„ = ^ 
filr (7 = g + l, ^/ + 2, •••, s \c„,, 


d^l /o 
1 [FF„{a,r-V& 


■ \ dC / 


d^';, Jo’ 

r = J- J 

d^;: J 


n = l,2,3,. 


0 
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Erste Abliandlung. 

Zur Integration der gleiclizeitigen Differentialgleiclinngen 

cu cv du _ cv 

ox 'ey ’ dy ex 


Journal fur die reine und angewanclte Matliematik, Bd. 70, Seite 354—362. 


Mit der Integration des obigen Systems von Difierentialgleichiingen, nnter 
Zugrundelegung von charakteristischen Grenz- nnd Unstetigkeitsbedingungen, beschaffcigen 
sich die beiden Arbeiten von Itiemami: „Gnindluge)i fur cine alhjemeine TJieorie der 
Functionen einer ■vercindcrlicJicn complcxen Grasse ISoF' und „T]ieorie der Ahelsclien Fiinc- 
tionen 1857'‘. Die in der erstern Arbeit begonnenen Untersucliungen Tiber die Integration 
des obigen Systems hat Biemann in der zweiten Arbeit ansgedehnt auf eine allenthalben 
^eblattrige, zusammenhangende, unbegrenzte, geschlossene Flache T mit einer endlichen 
Anzahl beliebig gelegener Yerzweigungspnnkte, ans der mit Hiilfe von ’2p Quersebnitten 
eine einfacb zusammenbaugende Flache T' gebildet wird. Als ein grossartiges Resultat 
dieser letzteren Untersucbimgen ergab sich die Erkenntniss, dass zn jeder grapbiscb 
willktirlich gew^blten Flache T immer eine Gruppe sogenannter .G6c?scher, in der Flache 
T' Oder I” (s. w. ii. art. 2) einwerthiger Integrale existirt, und ferner, dass ehen diese 
A&eZschen Integrale solche Functionen u ^ vi von x und y sind, dass dieselben dnrch 
die Bedingung, den obigen Differentialgleichungen zu geniigen, und durch passend ge- 
wahlte, von einander unabhangige Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen vollstandig 
bestimmt werden konnen. 

Nach diesen Entdeckungen Biemann^ lag es nahe, einen weitern Fortschritt in 
der Functionenlehre von der Theorie der partiellen Differentialgleichungen aus, als dem 
Centrum der bisherigen Untersuchungen, zu erwarten. Gelange es, das obige System 
nnter Zugrundelegung neuer charakteristischer Grenzbedingungen zu integriren, so wurde 
das Eesultat die Entdeckung und die Erkenntniss neuer Gruppen von Functionen der 
complexen Yariable x-\-yi sein. Dass dieser Yersucb bis jetzt niebt gemaebt wurde, 

•25* 
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mag theilweise wohl seinen Grund haben in gewissen, der jiingsten Zeit angeliorigen 
Bestrebimgeu, die einfaclien, weil naturgemassen Methodon lilemcciins durcli complicirte, 
vielfachen Aiisnabmefallen niiterworfene, algebraiscbe zli ersetzen. Dadurcb traten aiidere 
Problenie in den Vordergrund, die von der nrsprunglicben, von Biemann eingescblagenen 
Eiclitung nnr zu frtibe abzulenken geeignet waren. Ein Versncli von Bocli in der 
Arbeit: „De tlieoremate quodam circa functiones abelianas d863'‘: die obigen Differential- 
gleicbungen nuter Fixirung nener Grenzbedingungen zu beliandeln, muss als verfehlt 
betrachtet ’werden, da namentlicb notbwendige Rela,tionen zwiscben den in die Grenz- 
bedingungen einzufubrenden Constanten nberselien warden: docli lasst sicli aiicb dieser 
Fall nocb mit Hiilfe der von Biemann geschaffenen Methoden vollstandig bebandeln. 

Betrachtet man nun genauer die bis jetzt bekannten Falle, in denen es gelungen 
ist, das obige System von Differentialgleichungen zn integriren, so erkennt man leicht, 
dass in jedem dieser Falle die Grenzbedingungen so gewiihlt sind, dass die Losung der 
Anfgabe von der Integration einer einzigen partielleii Differentialgleichung, der Gleichung 
= abhangig gemacht werden kann, und dass diese Ersclieinung darin ihren 
Grand hat, dass die Grenzbedingungen u allein eiithalten. In Folge dessen erscheint 
die Function u fur sich bestimmbar, und nachdem gefimden, laBt sich in jedem 
Falle die zugehorige Function v diirch ein einfaches, u enthaltendes Integral ausdriicken. 
Man erkennt weiter, dass es umnoglich ist, auf diese einfaclie Form das Problem 
zu reduciren, wenn die Grenzbedingungen u und v untrennbar enthalten, und auch, 
dass die von Biemann angewandten Methoden filr die Behandlung soldier Fillle iiicht 
mehr ausreichen. 

Mehrjahrige Entersuchungen auf dem Gebiete der Functionenlehre, die jetzt 
vollstandig abgeschlossen vor mir liegen und in ihrer Gesammtheit in kurzer Zeit ver- 
bffentlicht werden sollen, haben mich nun in den Stand gesetzt, unter Anwendung nener 
Methoden das obige System von Differentialgleichungen auch in solchen Fallen zu 
integriren, wo die Grenzbedingungen it und v untrennbar enthalten. Die folgende kurze 
Eotiz hat den Zweck, vorlaufig nur ein Resultat dieser meiner Untersuchungen zur 
allgemeinen Kenntniss zu bringen, das mir aus dem Grunde schon jetzt einer Mit- 
theilung nicht unwerth erscheint, weil es zeigt, dass die, zu jeder Flilche T existirenden 
sogenannten Ahehchen Integrale, deren Verhalten an der Begrenznng der aus T zu 
bildenden Flilche T' oder T" dadurch charakterisirt ist, dass sie, in T' oder T" ein- 
werthig, beim Ueberschreiten der Querschnitte uni Constante, Periodicitatsmodulen ge- 
nannt, zunehmen, nur specielle Falle sind aus einer grossen Klasse allgemeinerer 
Functionen u -{■ vi der complexen Yariable x yi, die ebenfalls wie die sogenannten 
^&e?schen Integrale, in T' oder T" einwerthig, durch von einander unabhangige Grenz- 
und Unstetigkeitsbedingungen vollstandig bestimmt werden konnen, und deren Verhalten 
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an der Begrenzung der Flache T oder T' sicli kiirz daliin charakterisiren lasst. 
dass sie beim Ueberschreiteu der Querschnitte in lineare Ausdrucke von sich selbst 
iibergeben. 


1 . 

Die complexe Grosse z-=‘X^'\ji deiike man sicli nacli der Gaussscheii Methode 
vertreten durcb den Punkt einer unbegreiizten, im Unendlichen gesclilossenen Ebene, 
dessen recbtwinklige Coordinaten x, y sind. In dieser ^-Ebene denke man sich eine 
allenthalben '«facb ansgebreitete, unbegrenzte, im Enendlichen als geschlossen zu lie- 
trachtende, zusammenhangende Flache T niit einer endlichen Anzahl beliebig gelegener 
Verzweigungspunkte graphisch willktirlicb angenommen. Einem jeden Punkte der 
Flache T entspricht dann ein und nur ein Werthepaar x, y; nmgekelirt aber entsprechen 
jedem Werthepaare x, y im allgemeinen n ilbereinanderliegende Punkte der Flache T, 
imd zwar einer in jedem Blatte. 1st w die Anzahl der einfachen Verzweigungspunkte 
dieser ^^.blattrigen, unbegrenzten, geschlossenen Flache, 2^; -f 1 die Zahl, die den Zusammen- 
hang der Flache angiebt, so hat man stets ?c == 2Q; +1), 2^? == — 2;? + 2 (cf. Bie- 
mann A. F. 7. pay. 29). Der specielle Fall w ='in — 2, ^; = 0 bleibe im Folgenden aus- 
geschlossen. Die 2_2 j +1 fach zusammenhangende Flache Tkann dann auf die verschiedensten 
Weisen durch Querschnitte in eine einfach zusammenhangende Flache T' zerlegt 
werden. Als die, fur die weiteren Betrachtungen passendste Zerschneidung hat sich die 
folgende ergeben. 

Man zerlege zunachst in der Weise, wie es Biemann (A. F. 19.2)(ig- 43) angegeben, 
die Flache T in eine einfach zusammenhangende durch ein, mit all seinen Theilen im 
Endlichen liegendes Schnittnetz, welches aus p Paaren von zwei, in einem und dem- 
selben Punkte anfangenden und endenden Schnitten a^, bp. ■ ■ ■; a,,, 1),:, ■ ‘ cij,, bp besteht 
und aus p--1 Schnitten q, Cg, • • •, welche die einzelnen Paare in der Weise ver- 
binden, dass allgemein c,, von einem Punkte von nach einem Punkte von geht. 
Betrachtet man die beiden Seiten eines jeden Schnittes a, b, c als zur Begrenzung der, 
durch diese Zerschneidung aus T entstandenen einfach zusammenhangenden Flache 
gehorig, so besteht diese Begrenzung aus einem Stticke, und dieselbe vdrd positiv durch- 
laufen, wenn dabei in jedem Punkte die Eichtung des Portschreitens zu der Kichtung 
der nach clem Innern des anstossenden Flachenteiles ziehbaren Normale in derselben 
Beziehung steht wie die Kichtung der X-Axe zur Eichtung der T-Axe. Diese Kichtung 
markire man langs der Begrenzung durch Pfeile. Bei den Schnitten a, b unterscheide 
man eine positive und negative Seite, und zwar wahle man die Bezeichnung so, da^ss 
man, auf der positiven Seite von a, in der Kichtung der Pfeile (ohne Kticksicht auf 
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den etwa einmiindenden Schnitt sich fortbewegend, von der negativen Seite von 6, 
anf die positive Seite von I, gefiilirt wird: imd folglich, anf der positiven Seite von 
in der Richtimg der Pfeile (oline Eilcksiclit anf den etv^a eimnimdenden Sclinitt c„) sich 
fortbewegend, von der positiven Seite von a, anf die negative Seite von a^, gelangt. 
Dies ist stets ansfiibrbar, und man kann iinmer, entweder bei a^. oder bei znerst die 
Bezeicbnung willktirlich wahlen. 

Man nelime dann die p — 1 Schnitte c^, • • •, weg nnd ersetze sie durcb p 

nene Schnittlinieu c^, c^, ■ ■ c^, die man von einem willkurlich gewablten, im Endlicben 
liegenden Punkte n der Flacbe in der Weise ziebt, dass allgemein c,, vom Piinkte n 
nacb dem gemeinschaftlicben Anfangs- und Endpnnkte der Schnitte n„, h,. fiihrt und dort 
anf der positiven Seite von a„ wie von mtindet. Die Linie c„ soli wahrend Hires 
Laufes weder sich selbst, noch irgend eine andere der Linien a, h, c schneiden oder 
berilhren. Beide Seiten eines Schnittes c„ betrachte man als zur Begrenzung gehorig, 
nnd bezeichne allgemein bei dem Schnitte c^, vom Punkte n aus gesehen, die rechte 
Seite als positive, die linke als negative. Bei dieser Art der Bezeichnung fiihrt ein 
Durchlaufen des, von den beiden Seiten der Schnitte a, und 6,, gebildeten Theiles der 
Begrenzung in der Kichtung der Pfeile stets von der negativen Seite des Schnittes c,, 
auf die positive Seite von c,,. Die Schnitte a, h bilden dann mit diesen Schnitten 
Cj, Cs, • • •, auch ein Schnittnetz, welches die 2|i + lfach zusammenhangende Flache T 
in eine einfach zusammenhangende Flache zerlegt. Diose Art der Zorschneidung soil 
den folgenden Betrachtungen zu Grrunde gelegt, und die dadurc]i aus T entstehende, 
von den beiden Seiten der Schnitte a, h, c begrenzte, einfach zusammenhangende Flache 
fortan als Flache T' bezeichnet werden. Es erscheint nicht tiberflussig, zu bemerken, 
dass man dieses neue Schnittnetz aus dem ursprunglichen auch durch einfache Dehnungen 
der Schnitte Cg, • • •, c^_i, verbunden mit Yerschiebungen ihrer Minidungspunkte auf 
den Schnitten a, h erhalten kann. 


2 . 

In der Flache T fixire man beliebig r Punkte £],•••, s,., und bilde aus 

der Flache T' eine neue Flache, indem man von dem fruher angenommenen Punkte n, 
in welchem die sammtlichen Schnitte c zusamnienstossen, durch das Innere der Flache T' 
r, einander und auch sich selbst nicht schneidende Linien I nach den r Punkten c zieht, 
allgemein nach die Linie Eine jede solche Linie fasse man als einen Schnitt 
in der Flache T' auf, und bezeichne, vom Punkte n aus gesehen, die rechte Seite eines 
solchen Schnittes als positive, die linke als negative. Die auf diese Weise, durch Ein- 
fuhrung der r Schnitte I aus der Flache T' entstehende, von den beiden Seiten der 
Schnitte a, b, c, I begrenzte, einfach zusammenhangende Flache bezeichne man als 
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Flache T". In der Begrenzung dieser Fiilclie T" ueime man entsprechende Pmikte 
uberliaupt je zwei, denen dasselbe Coordiuatenpaar jc, y zukummt, und die sich nnr 
dadni’ch unterscheiden, dass der eine auf der positiven, der andere auf der negativen 
Seite eines Schnittes a, h, c oder I liegt. 

Bezeiclinet man die rechtwinkligen Coordiuaten des Pimktes in Bezug auf 
das gewahlte Axens 5 ^stem durch setzt yj z,,, und versteht unter ent- 

JL 

weder den Ausdruck s — z^, oder den Ausdruck (z — z,/, oder den Ausdruck oder 

j_ 

endlich den Ausdruck ^ , jenachdem der Punkt entweder im Endliclien liegt und 

kein Verzweigungspunkt ist, oder im Endlichen liegt und ein —1 faclier Yerzweigungs- 
punkt ist, oder im Unendlichen liegt und kein Verzweigungspunkt ist, oder endlich im 
Unendlichen liegt und ein y —1 facher Verzweigungspunkt ist: so wird in der Um- 
gebung des Punktes £„ eine einwerthige und stetige Function des Ortes sein, die im 
Punkte unendlich klein von der ersten Ordnung (O^j wird (B. A. F. pay. 17). Be- 
zeichnet man dann ferner durch einen endlichen Ausdruck von der Form 


^ ^ ^ -’ 


wo L^, ••• willkurliche Constaute bedeuten, die auch theilweise den Wert Null 

haben konnen, so wird die Function in der Umgebung des Punktes wemi z 

den Schnitt \ nicht uberschreitet, einwerthig sein. im Punkte unstetig werden in der, 
durch den Ausdruck (p bestiminten Art, und in den Punkten auf der positiven Seite 
des, in die Umgebung des Punktes hineinfallenden Sttickes des Schnittes um die 
Constante - 27 iiL^ grosser sein als in den entsprechenden Punkten auf der negativen 
Seite. Einem jeden der r Punkte ordne man nun eine solche Funktion zn, 

ohne damit etwa spater zu treffenden Bestimmungen uber die Constanten L vorzugreifen. 


3. 

Nach diesen Vorbereitungen lasst sich das, in der Einleitung erwahnte Besultat 
folgendermassen aussprechen: 

„Nwimt man, den 2p Sclmitten a,, h, (p ==1,2, • • p) entsprecliend, 2p constante 
Grossen A,., B,. (y = 1, 2, • • •, jp), die sammtlich den Modul 1 besitzen, ivillkurUch an: nennt, 
mil Buchsicht auf Folgendes, A,, B,. ein Factorenpaar der ersten Art, wenn nicJit beide 
Grossen A,„ J5„ den Wertli 1 haben, dageyen ein Factorenpaar der zweiten Art, ivenn beide 
Grossen gleich 1 sind: nimmt ferner zu jedem Factorenpaare A,., B, eine Grosse J„ an: 
deren Wertli beliebig gewdUt werden darf, tvenn A,, B, ein Factorenpaar der ersten Art ist, 
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deren WertJi dagegen KuU se'm soil, wenn A,, B, ein Fadorenjpaar der mueiten Art ist: 
nimmt endlidi, sooft fiir einen Index v die drei Grossen A,, B,, A, die Wertlie 1, 1, 0 resjj. 
haben, nocli eine vkrte Grasse A'. willMirlidi an, und legt den r, in den oben angenommenen 
Ausdriidien q)^, cp^, •••, (p,. wrkommenden Constanten L^, Lo, L,. sulcJie Wertlie zu, dass 
der Gleicfmng 

^ = 7- r = i7 

2ni^ 

^=1 v-l 


Geniige geleistet wird, ivalirend die Wertlie der nodi ubrigen Constanten in den Ausdriidien (p 
heinen Besdircinkungen unterliegen sollen und vollstCindig willkurlidi geiudUt iverden mogen; 
so existirt zii der Fladie T" winier eine complexe Function u F 'vi der Coordinaten x, y 
mit folgenden Eigensdiaften: 

1) Die Fimdion uF'oi ist eine in der Fladie T" allentlialben einwertliige, imd mit Aus- 
naJime der Funlde e.^, s^, ■ ■ e,. audi stetige Function des Ortes odcr Pimktes x, y, die 

in der ganzen Fladie T" den Differentialgleidmngen ^ 


Fiir die r Punkte s^, • • •, e,. tuird diese Function der complexen VariaUe x + yi un- 
stetig, iind ziuar allgemein fiir den Punkt unstetig in der, durdi den Aiisdruck 


</>«(%)" A + A” + - 


angegebenen Art, so dass die Bifferenz (upvt) — cp„[r^ fur den Punkt stetig hleibt. 

3) Die Wertlie von u -h vi in je zivei entspreclienden Punkten a^lf der positiven und nega- 
tiven Seite der, von den beiden Seiten der Sdinitte a, b, c, I gebildeten Begrenzung der 
Fladie T", die man durdi [upviy und (ii-\-vi)~ bezeidine, sind in der Weise ver~ 
kniipft, dass allgemein 


Idngs a„[[upviy -- A„(u-|-viy P A '„, 
tangs b „} (w + v't)^' = B,, {%i v'i)~ 4- B\., 

Idngs cy{u + vi)'^ = (w + viy A„, 

Idngs iy(ii -|- viy = {ii -[- viy — 2niL ^, 

fiir r = 1,2, p; q = 1,2, r; -wobei zwisdien den bp Constanten A,, B,,, A^, 

B', (v = 1,2, • - p) die p Belationen 

A, = ByA~l)~A,{fB~\) 
fiir V = 1,2, ■ ■ -, p stattfinden. 

4) Durdi die bis jetzt enodlinten Eigensdiaften (immer mit Biichsidit auf die vorJier ge- 
macliten Annalimen, ivonadi also die Wertlie der sdmmtlidien Constanten A, B, A, L, 
• • • festgelegt sind, und ausserdem nodi die Wertlie all der Constanten Al, die 
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zu IniUcPS V gelioren, fur die -if., , = 1, 1.0 respj i^<f die Function u-rci his 

auf eine additire u'illldirliclie Constante hrsfintint." 

Mai] liemerke, class clie + 1 Relatiouen; 


(j = r 

2ni:Sh 

(.=1 


V —p 

rs-j,-, 

r = 1 




(> = 1 , 2 ,- --fP) 


die zwisclieD den bp + r, in den Grenzbedingungen 3) auftretenden Constanten statt- 
finden, niclit den Charakter von Beschrankungen lialien, sondern ans der Einwerthigkeit 
der Function u-r ri allein schon nothwendig folgen. Sind alle p Factorenpaare 
von der zweiten Art, so ergiebt sicli (cf. B. A. F. 3. x)ag. 19). Das unter 4) 

enthaltene Besnltat lasst sich auch folgendermassen ansspreclien: 

„Fine in der Flaclie T' (die die Sclinitte I nicJit entludt) allenfltidhen einirertliige 
und stetige Function to vi der complexen Variable x -f yi, deren Wertlie in Je zivei ent- 
spreclienden Funkten auf der positiven und negafken Seife der. ran den heiden Seiten der 
Sclinitte a. h, c gebildefen Begrenzung der Fldclie T' in der JVeise rerkniipft sind. dass all- 
geniein (fiir r = 1,2, • ■ p) 

1 tings a,, [(up v = A,, ((it + r/)“ + A [., 

Itings h,. {(u pviy = B„ (u + v /)" + B(, 

Idngs c,.{(a + vly = (up vi)~, 


ist immer eine Constante, ivenn nur die 2p Grussen A,., B^ sdmmfUcli den Modal 1 besitzen, 
und ferner con den 2p iibrigen Constanten A\., B[. all die Constanten A(., die zu Indices v 
gelioren, fur die gleiclizeifig A,.= l, B,.=^l ist, den Wert Null liaben.'' 

Durch diese Eesnltate meiner Untersuclinngen erscheint nnn ancb die Tlieorie 
dieser merkwurdigen transcendenten Fnnctionen up vi auf eine, von der Ausdrucksfonn 
nnabhangige, keinen Ansnahmefallen unterworfene Grnndlage gestiitzt. Nennt man von 
den nnzahlig vielen Functionen u p vi der comjilexen Variable x p yi, deren Existenz 
ini Yorigen ausgesprochen wnrde, zu derselben Gruppe geborig alle diejenigen, fur die 
die 2p Constanten A,., B, clieselben sind, und bezeichnet eine solcbe Gruppe durcb das 

Symbol Gruppencharakteristik genannt, so erkennt man sofort, dass die 

Gesammtbeit der, zu der Flache T' gehorigen sogenannten AZ^eZscben Integrale die 
Gruppe ” bildet. Diese specielle, von Biemami untersucbte Gruppe nimmt zu 

den iibrigen Gruppen gleichsam eine Ausnahmestellung dadurch ein, dass von den zu 
ihr gehorigen allenthalben endlichen Functionen eine jede sich durch je p specielle 
dieser Functionen, die linearunabhangig sind, linear ausdrucken lasst (M. A. F. 4. pag. 20), 
wahrend von den, zu irgend einer andern Gruppe gehorigen allenthalben endlichen 

P-B, I. 
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Functiouen u + vi eine jede sich sclion durch je p — 1 siDecielle dieser Functionen, die 
linearunabliangig sind, linear ansdriicken lasst, 

Es existirt nocli eine zweite grosse Klasse von Fnnctionen U + Vi der com- 
23 lexen Variable x + yi, die, in T oder T” einwertliig, nnr in den Punkten unstetig 
werden wie Functionen nnd beim Uebersclireiten der Querschnitte in lineare Ans- 

drucke von sich selbst tibergehen. Sie nnterscheiden sich von den vorher betrachteten 
Functionen + vi wesentlich dadurch, dass ftir sie die 2p Constanten A,, nicht 
sammtlich den Modul 1 besitzen, nnd dass sie in Folge dessen nicht vde die Functionen 
u + vi durch von einander unahhangige Grenz- und Unstetigkeitsbedingimgen allein be- 
stimmt werden konnen. Alle diese noch hbrigen Functionen TJ Vi sind in der Form 

darstellbar, wobei J eine allenthalben endliche Function der Gruppe he- 

dentet, u-\-vi eine der vorher betrachteten Functionen, und G eine Constante. Meine 
in der Einleitung erwahnte, demnachst erscheinende Arbeit, anf die ich wegen weiterer 
Ausfuhrungen hier verweisen muss, enthalt die vollstandige Theorie sowohl der 
Functionen u-p vi wie der Functionen TJ -\-Vi\ eine Theorie, dadurch bemerkenswerth, 
dass aus ihr die Haupteigenschaften der durch Quotienten von Functionen darstell- 
baren G-ebilde (vergi. meine Arbeit: „Zur Theorie der Fumiionen in finer sweihUittrigen 
Fldche, Zurich 1866V) unabhangig vom Ausdrucke, ohne also die Kenntniss der -Function 
vorauszusetzen, abgeleitet w'^erden konnen. Schliesslich bemerke ich noch, dass einige 
meiner hierhergehorigen Methoden und Resultate durch meine sich regelmilssig wieder- 
holenden Yorlesungen uber Functionentheorie schon in den Besitz meiner Schuler tiber- 
gegangen sind. 

Wilrzburg, im Sommer 1869. 



Zweite xlbliandlung. 

Beweis zweier Satze der Functionentlieorle. 


Joiinial ftir die reine und angewandte iVIatliematik, Bd. 71, Seite 223—236. 


1 . 

Man nelime eine 2^; -{-1 facli ziisammenhangeude Fliiche T unci zeiiege clieselbe 
genau in der Weise, wie art. 1 meiner Arbeit in Bd. 70, Heft 4 dieses Journals es an- 
giebt, in eine einfach zusammenhangende Flacbe T' clurch p Scbnittpaare a,,, und 
durcb p, von demselben Punkte n ausgehende Sclinittlinien c.,, •••, Die dort an- 
gewandten Bezeichnungen und getroffenen Bestimniungen lasse man uugeandert bestehen 
und fuge die folgenden neu hinzu. Den gemeinsamen Mimdungspunkt der drei Schnitte 
a,., i,., c,. bezeichne man funffacb als p^, q,., r,., s„, t,., jenacbdeni man sich in dem einen 
Oder aiidern der fimf, von den drei Scbnitten dort gebildeten Winkelraume befindet. 
Den gemeinsamen Mundungspunkt der q) Schnitte c bezeichne man (unter Wegnahme 
des Buchstaben 7t ohne Index) jp-fach als 
und zwar als tt,,, wenn man sich auf der positiven 
Seite des Schnittes c,, befindet. Ausserdem treffe man, 
lediglich der einfachern Bezeichnung spater wegen, 
die Bestimmung, dass die p Schnitte c so gezogen 
seien, dass man, um den gemeinsamen Mundungs¬ 
punkt derselben umgekehrt wie der Zeiger einer 
Uhr herumgehend, die Schnitte c successive in der 
Eeihenfolge c^, •••, ilberschreitet. Die neben- 

stehende Figur veranschaulicht eine mogliche Art der 
Bezeichnung. 

Ftir die Begrenzung der Flache T, die von 
den beiden Seiten der Schnitte a, h, c gebildet wird, 
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sei gegeben (z. B. in Folge graphisclier Aunalime) eine langs der ganzeii Begrenzimg 
eiuwerthige uud stetige Function f des Ortes ocler Pimktes in der Begrenzung, deren 
Werte je zwei entsprechenden Pnnkten anf der positiven ond iiegativen Seito der 
Begrenzung, die man dnrch nnd /" bezeichne, in der Weise verknilpft sein sollen, 
dass allgemein fiir y =-1,2, • p 

liings ^ d- Xj 
(G.) 1), [ = B,, / ' + B'„, 

langs c,{f^ = f~ + Jy, 

wobei die 5p Grossen A,, B,., A'., B',, A, constante Wertbe habeii sollen. Die Frage ist 
dann, ob die der Function f auferlegte Bedingung, langs der Begrenzung einwerthig 
und stetig zn sein, mit beliebigen Werthen der 6p Coiistanteii vertraglich ist, oder ob 
dieselbe nothwendige Kelationen zwiscben diesen Constanten zur Polge hat. 

Bezeiclmet man den Werth, den die Function f in irgend einein Punkte /? der 
Begrenzung hat, durch f^, und wendet die Gleichungen {G) zunilclist auf die Mundungs- 
stelle der drei Schnitte a,, b,, c, an, so ei.-geben sicli mit Eilcksicht auf die Figur die 
folgenden Gileichungen 

1) 4= X/;.+X, fr„- X/;,, + B\., 

d) fs„ = -^vfry + + A,,B,, + Ay , 

X = ^.4 + = AyByf,^^ + B,X + B\„ 

h) 4=4 pX. 

Aus den Gleichungen 3) und 4) folgt durch Subtraction 

/;-4==X,(X-i)-X(X-i), 

wahrend aus der Gleichrmg 5) die Dilfereiiz derselbeii Functionswerthe sich gleich A,. 
ergiebt. Man hat also fur y -=1,2, ■ ■ •, p : 

^,= X(X-1)~X(X-1). 

Wendet man ebenso die Gleichungen {G2) auf die Mundungsstelle der p Schnitte c an, 
so erhalt man die p Gleichungen 

frty frty, ~ X. j fni~ X 3 ■ ■ ' 3 frtp-i fjtp X> — 1 ’ Xp > 

und durch Addition dieser samintlichen p Gleichungen 
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Man hat so das Resultat, dass 'wenn eine langs der gaiizen Begrenzung der 
Flache T einweithige und stetige Function / des Ortes oder Punktes iii der Be- 
gienzLing gegebeii vorliegfc, deren Merthe f~ und /” in je zwei entsprechenden Be- 
gienzungspunkten duicli Grleichungeu von der Foiin (( 7 . j verkniipft sind, dann zwischeii 
den bp Constanten A,., B^., nothwendig die -i- 1 Eelationen 

(^'•) A.= B:.(A~1)-A'JB~\), (.. 1 ,.,.. ..) 

V=1 

stattfinden. Lage an Stelle der Flilche T die ini art. 2 der oben citirten Arbeit ^e- 
bildete Flache £ vor, so dass ini Punkte 71 noch r Linien mundeten, mid ware 
dann langs l^‘. f^=f ~2niL^, walireiid f ini Punkte und in desseii Umgebiing sich 
wie eine Function verliielte, so wilrde, unter Festhaltung der tibrigen, der Function f 
auferlegten Bedingungen, an Stelle der ersten Gleichung unter fG'.'j die neue 

v=p D — r 

r=l Q=1 ^ 

treten, wahrend die tibrigen Gleichnngen unter (O'.) imgeandert l 3 lieben. Es folgt 
dies nnmittelbar, wenn man in derselben Weise wie vorher operirt; aucli erkennt man 
leicht, dass diese Eesultate unabhangig sind von der Ordnung, in der die Schnitte c 
und I urn ihren gemeinsamen Munduugspuiikt herum auf ein under folgeii. 


2 . 


Eine complexe Function u + vi der Coordinaten a?, y sei definirt durch die 
folgenden Bedingungen: 

1) In der ganzen Flache T soli sie eine allenthalben einwerthige und stetige 
Function des Ortes oder Punktes x, y sein und den Differentialgleichungen 


076 ov du 
dx dy ’ dy 


dv 

dx 


gentigen. 


2) Ihre Werthe in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten sollen in der Weise 
verkniipft sein, dass allgemein fiir y = l,2, 


langs { (m + viy = A^(u-\- vi)" + A'^, 
langs { (m + viy = B^{u-{- vi)~ + B[., 
langs c„ ( (m + viy = + viy. 

Ueber die Ap Constanten A^, B^, A', B'^ sei Folgendes festgesetzt. Die 2p 
Grossen A^, sollen sammtEch den Modul 1 besitzen, im ubrigen aber will- 
kurlich gewahlt sein. All’ die Constanten die zu Indices v gehoren, fur 
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die gleichzeitig Jy=l, gewahlt ist, sollen den Werth Null haben. In 

Betreff der Werthe der noch iibrigen Constanten sei nichts festgesetzt; aus 
dem vorigen Artikel weiss man, dass in Folge der Bedingnngen 1) in diesem 
Falle zwiscben den Constanten immer die p Belationen 

B ',(V=1,2,..., 

stattfinden mtissen, weil sonst die Bedingnngen 1) und 2) schon von vorn- 
herein nicbt vertraglicb waren. 

Dass nun diese Definition in sicb selbst keineii Widerspruch enthalt , dass die anf- 
gestellten Bedingnngen vertraglicb sind, dass nberbaupt Gebilde existiren, die 

die erwabnten Eigenscbaffcen besitzen, leuchtet unmittelbar ein, wenn man iiberlegt, 
dass jede beliebige Constante c als Function u-\-vi mit den erwahnten Eigenscbaften 
betrachtet werden kann; es erhalt dann aI.'. den Werth (1 ~a1,,) c, B\. den Werth (1 — iBjc. 
Jede Constante gehort also zn den oben definirten Fnnctionen; dass uragekehrt anch 
jede solche Function in der ganzen Fliiche T denselben Werth hat, also eine Constante 
ist, soil jetzt bewiesen werden. 

Zn dem Ende betrachte man das Integral 


n 


{® 


3 + 


dxdy, 


ausgedehnt iiber die ganze Flache T’. In Folge der Bedingungen 1) hat dieses Integral 
einen bestimmten Werth, und zwar stellt dasselbe, wenn man von dem Factor ab- 
sieht, den Inhalt der Flache dar, welche die Gesammtheit der Werthe, die iv^upvi 
innerhalb T' annimmt, anf einer JF-Ebene reprasentirt. In Folge der Differential- 
gleichnugen, denen u und v gentigen, laBt sich n auch schreiben 


n 


‘in 


du dv 
doc dy 


du dv 
dy dx 


dxdy 


<//(■ 


dv dv, 
dx dy 


dv 

dy dx 


'j dxdy. 


Nach bekannten Methoden folgt nun; 


//( 

//(■ 


du dv 
dx dy 


dv du 
dx dy 


^^)d%dy=Judv, 

R 

+ 


^^)sxdy-Jvdu, 

R 


wobei die rechts stehenden Integrale in positiver (durch die Pfeile markirter) Kichtung 
durch die ganze Begrenzung B der Flache T' zn erstrecken sind. Es bezeichnen dabei 
also du und dv die Aenderungen, die u und v erleiden, wenn man von einem Punkte x, y 
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der Begrenzung zu einem, in der Eichtung der Pfeile dem Pimkte i\ y benachbarten 
Begrenzmigspuukte x dx, y ^ dy libergelit. Fulirt man nun diese Eandintegrale ein, 
so folgt 

n= i j (udv — vdii), 

R 

und addirt man zn dieser Gleicbnng die Gleicbnng 

0 = j (ii du -}-vd V), 

R 

deren Eichtigkeit einlencbtet, da nnd v, und folglicli aucli ibre Quadrate beim Durcli- 
laufen der ganzen Begrenzung als einwertliige und stetige Functioneu wieder zu iliren 
Anfangswerthen, mit denen man ausging, zuruckkehren, so erhiilt man endlich 

77 (ii~ vi)d(tii- vi). 

R 

Bei der Integration durch die ganze Begrenzung B wird langs jedes Scbnittes 
a, 1), c zweimal integrirt, einmal auf der positiven, das andere Mai auf der negativen 
Seite, und zwar ist die Eichtung der Integration auf der negativen Seite bestandig ent- 
gegengesetzt der Eichtung der Integration in den entsprechenden Theilen auf der 
positiven Seite. Kehrt man also bei dem liber die negative Seite der Begrenzung zu 
erstreckenden Integrale, unter Anwendung des negativen Vorzeichens, die Integrations- 
ordnung um, so erhalt dieses Integral in alien Theilen dieselbe Integi^ationsrichtung, 
wie das uber die positive Seite zu erstreckende sie besitzt, und durch Zusammenfassen 
je zweier entsprechender Elemente der beiden Integrale ergiebt sich 

’■=-p 

n=^ I — + — 

v = l J 

c,,]+ 

wobei jetzt das hinter dem Summenzeichen stehende Integral einmal iiber die positive 
Seite eines jeden der drei Schnitte a„ c, von Anfang bis zu Ende in der Eichtung 
der Pfeile auszudehnen ist, wahrend {ib — viy, {u—ui)~ die Werthe der Function u— vi 
in zwei entsprechenden Begrenzungspunkten, und d{u-\- vi)~ die Aenderungen 

bezeichnen, die {u-^viy und [u + vi)- gleichzeitig erleiden, wenn man auf einem der 
Schnitte in der Eichtung, die die Pfeile auf der positiven Seite desselben haben, sich 
fortbewegt. 

Bezeichnet man die zu einer complexen Zahl g^m + ni conjugirte Zahl m-ni 
durch g, wobei dann gg = (mod.gf, berucksichtigt ferner, dass in Folge der uber die 
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Grossen -B, gemacliteri Annalinieu clann allgemein A,,A,, = 1, 1 ist, so ergeben 

sich fiir die Begrenzung die folgenden Gleicbungen: 


i^(u-viy = — + A',, d(^it + vi)^ = A,.d(;i 0 + vi) , 

— vi^d + y = {ii — vi]~d {ii + vi)~ + A\, d (u + viy; 

[%i — vif = B,. ('«■ — V /)“ A B',, d (ii viy = B^,d (^a + vi)', 

[u—v tyd (ii + = (ii — viy d (u -f viy + B\, d (u + viy; 

I (it — 1 !^ = (u — viy, d {u + Viy = d (u + viy, 

[ (ii — viy d (it 4- viy = (ii—viy d (ti 4 - viy. 

Entnimint man aiis diesen Gleicliungen die Wertlie der unter dem letzten Integral- 
zeicheii vorkommenden Differenzen, ausgedriickt durch d(%iAviy allein, und fiibrt die- 
selben in das Integral ein, so zeigt sich, dass die auf die Linieu c bezLiglichen Theile 
des Integrals samiritlich verschwindeii, uiid es wird 

+ + 


langs a,. 


kings Zi, 


kings c,, 


[ jy J d {u + viy 4 - B\, J d {u 4- viy }. 


Ein Dnrchlaufen der ganzen positiven Seite des Schnittes a, in der Kichtung 
der Pfeile ftihrt nnn, mit Eiicksicht anf die Figur, vom Punkte q, zinn Pnnkte s^, 
wahrend ein BurchlaiTfen der ganzen positiven Seite des Schnittes in der Eichtnng 
der Pfeile voni Punkte t,. zum Punkte ftihrt. Bezeichnet man also den Werth der 
Function it 4- vi in irgend eiiiem Punkte (S der Begrenzung abgekiirzt durch y, so er- 
giebt sich 

und die vier in diesem Ausdrucke vorkommenden, dem Index v entsprechenden Functioiis- 
werthe sind in Folge der Grenzbedingungen 2) init dem Werthe der Function u + vi 
im Punkte qo,. durch die Gleichungen 

f<jy == J fr„ = fp„ + f 

= -^v^vfp,, + -^v^v ■+■ A^, , 

y, = B,.y-[- B'„ = + B,x -h b: 

verknupft. Aus diesen Gleichungen folgt weiter: 

fs. - L - -iv {B- 1) y, 4- Ab: , A - k = B,. (1 - A,.) - e., a; , 
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Auf der rechten Seite der letzteii aieidimig ist der Coefficient von /;^ gleick Xull, 
denn deiselbe ist anch gleicli 1) — Ij], and der hier in der eckigen 

Klaniinei stehende Ausdruck hat denTVerth Xull, da er aus dein, den Wertli Xull be- 
sitzendeii Ausdrucke hervorgeht, indem man dariii an Stelle von 

die Zahl - I schreibt. Man erhalt also schliesslich 

r = l 

Die einem bestimmten Index r entsprechendeii Grossen A,., sind nur der Be- 
dingnng nnterworfen, Zahlen mit dem Modul 1 zu sein, ausserdem sind mit ihnen die 
demselben Index r entsprecheiiden Grossen A',, B[ durch die Kelation 

m b:{a^.-i)^a:{b^~i) 

verkniipft. In Bezug auf die Werthe von A,,, B^ miterscheide man die folgenden vier, 
alle Moglichkeiten umfassenden Falle: 

I) Aj, nnd B,, seien l)eide von 1 ^^erschieden; dann folgt aus den beiden 
Gleicliungen 

b: (a„- 1) = a;, {b~ 1), Z {B~ 1) = b: (A, -1), 

indem das Product der linken Seiten gleicli ist dem Prodiicte der rechten, 

(A- 1) {B,- 1) :ib: - (A- 1) (B- 1) b; a; = o, 

und aus dieser letzten Gleichung durch Division mit der in diesem Falle von Xull 
verschiedenen Grosse: — (A,,—1): 

a,.a:,bi - - 0 ■ 

II) A„ sei gleich 1, B^ von 1 verschieden; dann liefert die Eelation (E.): A'„ == 0, 
folglich ist dann anch A'„ = 0 und A^A',,B'^ — B^B'^A',, = 0. 

TIT ) A,, sei von 1 verschieden, B„ gleich 1; dann liefert die Eelation (E.): B[. = 0, 
folglich ist dann auch B'^ = 0 und A„A'„E^ — B^B[,A[, = 0. 

IV) A„ und seien beide gleich 1. In Folge der urspriinglichen Grenzbedin- 
gungen 2) hat in diesem Falle A) den Werth Xull, folglich ist auch A'„ = 0 und 

axe:-e,^,a; = o. 

Es zeigt sich also, dass das irgend einem Index r (■?/ = 1, 2, • • - , jp) entsprechende 
Glied der letzten Summe, die IT darstellt, immer den Werth Xull besitzt, und dass 
folglich unter den gestellten Bedingungen das Integral IT selbst den Werth Xull erhalt. 
n kann aber, da es in seiner urspriinglichen Gestalt, wenn man von dem Factor 2i 
absieht, ein Integral mit immer positiven Elementen ist, nur dann Xull sein, wenn 
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jedes Element fiir sicli den Werth Null hat. Ans 77=0 folgt demnacli fiir die ganze 
Flache T': || = 0, = 0^ und mit Berucksichtigung der Differentialgleichungen sub 1) 

aucli|^ = 0, 1^ = 0, allgemein zu reden, so dass die Punkte, fiir die diese vier Diffe- 

rentialquotienten inoglicher Weise nicht Null waren, keinen auch nocli so kleinen 
Plachentheil stetig erfiillen konnen. Die Function u + vi hat also, soweit sie in T 
stetig ist, nothwendig einen constanten Werth, und da sie den Bedingungen 1) gemass 
in T' allenthalben stetig sein soli, in der ganzen Flache T denselben Werth. Man 
hat so den schon friiher ausgesprochenen 

Satz I, Eine in der Flache T allenthalben einwerfhige und stetigc Function u + vi 
der cQmg)lexen Variable x -f- yi, deren Werthe in je zioel entsprechenden Funhten auf der 
positiven und negativen Seite der, von den belden Selten der Schnitte a, b, c gebildeten Be- 
grenzung der Flache T' in der Weise verhnlpft sind, dass allgemein (fiir •'•,p) 

Idngs a^ {{u -f- vi)^ = A,, (a + v l)~ + yf ,, 

Idngs b,,{(i(, + viy = B,.(a + , 

Idngs c„ {(w + vif' = [u + viy + , 

wobei die 2p Grossen A,,, B,. sdmmtlich den Modal 1 besitzen, ist immer cine Constante, 
iuenn die p Grossen A,, Null sind und ferner von den 2p iihrigen Constanten M',, B'„ all’ 
die Constanten A,., die zu Indices v gehbren, fiir die gleichzeitig yf,---^ I, 7)\,= 1 ist, ehenfalls 
den Werth Null haben. 

3. 

Haben die 2p Constanten A,., B,, sammtlich den Werth 1, so verwandelt sich 
der gefundene Satz in den folgenden speciellen, fur die 'Idieorie der HN7schen Integrale 
fimdamentalen Satz: 

„Eine in der Flache T' allenthalben cinwertMge und stetigc Function w = u vi der 
complexen Variable z = x -\- yi, deren Werthe in je zivei entsprechend.e'n BegrenzungspimMen 
in der Weise verhniipft sind, dass allgemein 

Idngs == (i)~; Idngs b„[M -= a)~ -j- B \,; Idngs c ,,{ M = cd ~; 

fur v^\,2, ■■■,p, ivobei es dahin gestellt bleiht, welche Werthe die p Constanten B\, be¬ 
sitzen, ist immer eine ConstanteA 

In anderer Fassung lasst sich dieser Satz auch so aussprechen: 

„Verschwinden bei einem, zur Fldche T' gehorigen allenthalben endlichen Abelschen 
Integrale (z. B. durch Variation der linear in Him enthaltenen ivillhurlichen Constanten) die 
sdmmtlichen p Periodicitatsmoduln fur die Schnitte a,., so verscMvinden gleichzdtig auch 
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die stimmUichen p Periodicitcitsniodnln B', fur die Sclmiffe h,, und das Integral selbst rtdudrt 
sicli aiif eine Gonstantel 

'Em' wenn man cliesen Satz zur Hillfe niimut, lasst sich zeigeii, dass es immer 
mogiich ist, aus p) gegebeneu, zur Flache T' gelidrigen liuearuuabliimgigen allentbalben 
encllichen .d&eZscben Integralen •••, diircli lineare Composition ein System 

von Integralen co^, cop, ■ ■ •, co^ zii bilden, dadurcb cbaracterisirt, dass allgemein der 
Periodicitatsmodul von co, fur deu Sclinitt a,, den Wertb 7 zi, fiir jedeu der p — 1 iibrigen 
Schnitte a den Wertb ISTull besitzt. Bezeicbnet man namlich den Periodicitatsmodul 
von ftir den Scbnitt a,, (■y==l,2,---,p) durch so wird es dann, aber aucb uur 
dann mogiich sein, die verlangten Integrate co^, oj,,---. zu bilden, und zwar in 
der Form 

0?! = + mjL2 C0^~^ + • • • + co^^\ 

CO 2 = WZgi + 9)12.2 + • • • + 

1 2H-+ 'inppof^\ 

wenn es mogiich ist, die p>^ Constanten m so zu bestimmen, dass die y; Systems von 
je p Gleichungen erfiillt werden, die aus clem Systems 

■ 0 = + m,2A^^ H-+ 9}i,.pA[^\ 

0 = H-1 m,pAi^\ 

^ ^ Tti = 9)i,,iA^f + 9)1,. 2 Af'^ H-h '^KpA[^\ 


* 0 = 9)1,,^A^f^ + 9)1,, 2 Ap^ + • • • + '^^i'vpAp^f 

successive hervorgehen, wenn man darin ftir r successive die Zahlen setzt 

und gleichzeitig rd in die links Seite der ersten, zweiten, •••} Gleichung einrucken 

lasst, wahrend jedes Mai alls g) — 1 iibrigen linken Seiten den Werth h«ull haben. 
Bezeicbnet man die Determinants der Grossen A in dem oben stebenden Systems 
von p Gleichungen durch B, so wurde ftir jedes v und folgen 

Tti dD 

sobald bewiesen ware, dass die Determinants I) einen von Null verschiedenen Werth 
besitzt. Ohne cliesen Nachweis*) hat die letzte Formel keinen Sinn. 

*) Vergleiche; „Vorlesungen iiber jRiemann’s Theorie der Abelschen Integrale von Carl Neumann pag. 435.“ 
und ^Theorie der Abelschen Functionen von A. Clebsch und P. G-ordan pag. 108.“ 
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Dass nun nnter alien Umstandeii der Wert der Determinante D von Null verschieden 
ist, lasst sicli mit Hillfe des oben ausgesprochenen Satzes wie folgt zeigen. Ware D = 0, 
so liessen sich fur die Grossen ■ ■ ■, immer p Werthe linden, die nicht 

sammtlich Null, und die dein Systeme von j; Gleichungen genugen v^iirden, das aus 
dem Systeme {8,) entsteht, wenn aucli in die linbe Seite der 7 /*““ Gleicliung 0 statt ni 
eingefiibrt wird. Der mit diesen Werthen gebildete Ausdruclv 

o),, = -f H-+ 

ware dann ein allentlialben endliclies Integral, das fur alley* Schnitte a den Periodicitats- 
modul Null besasse, und folglich eine Oonstante. Es existirte also zwischen den 
Functionen aP-\ (xP‘\ • • •, eine lineare Eelation mit constanten Coefficienten, was 
gegen die urspriingliche Voranssetzung, nacli der diese y Functionen linearunabhangig 
sein sollen, verstossen wtirde. Die Determinante I) kann also nie Null sein, und folglich 
ist die Bestimmung der p Functionen co^, cd^ den anfgestellten Bedingungen 

gemass stets moglich. 

Im Obigen ist der Satz mitenthalten, dass wenn • • •, irgend ein 

System zur Flache T' gehoriger, allenthalben endlicher Ahchchei Integrale bezeichnet, 
und diese Integrale linearunabhangig sind, dann auch immer gleichzeitig die Systeme 
zusammengehbriger Periodicitatsmoduln, die dem Integralsysteme fiir die p Schnitte 
(3^2, •• •, zukommen, linearunabhangig sind. 


4. 


Eine complexe Function u-{- vi der Coordinaten x, y sei clehnirt durch die 
folgenden Bedingungen: 

1) In der ganzen Flache T' soil sie eine allenthal])en einwerthige und stetige 
Function des Ortes oder Punktes x, y sein und den Ditferentialgleichungen 

du dv du dv 

genugen. 

2) Hire Werthe in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten sollen in der 
Weise verkniipft sein, dass allgemein liir v -^1, 2, ■ • p: 


langs a,, {(u + viy = A^u + vi)~ + A[., 
langs b„ [[u^viy -= B,,{u + viy + B[,, 
langs c„ [(u^viy = (%i + 7 ;i)“ + , 

wobei liber die bp Constanten A^„ B,„ Al, B\„ Folgendes festgesetzt sei. 
Den 2p Grossen A^, B^ sollen bestimmte Zahlwerthe zugelegt sein, deren 
Quadrate sammtlich 1 sind. Fiir das irgend einem Index v entsprechende 




Beweis zweier Satze der Fiinctionentlieorie. 


213 


Factorenpaar A,, B,. ist also eines der vier Werthepaare (1, 1 A,- 1 1 . li, 
—1) nach willkuiiicher Wahl zulassig. Die reelleii Tlieile der Constauten 

A^., By sollen sammtlich Null sein, wilhrend liber die rein imagiiiaren Tlieile 
dieser Gonstanten iiichts festgesetzt sei. Dass zwisclien den hp G'onstaiiten 
immer die j; -f 1 Relationeii 


r —p 

2^, 

V=1 


0, = 


als bestehend vorausgesetzt werden iniissen, weiss man aus art. 1, indem sonst 
die aufgestellten Bedingungen keinenfalls vertniglicli waren. 

Man erkennt sofort, dass, wenu die Grossen A,., B,. sammtlich den Werth 1 haben, 
jede willktirliche Gonstante G=c-\rc^i, wenn die 2p Grossen dagegen nicht sammtlich 
den Werth 1 haben, jede rein imaginare Gonstante als Function w-f ri mit den 

erwahnten Eigenschaften betrachtet werden kann; es erhalt dann A', den Werth (l—Ay)G, 
By den Werth (1 — B,)G, Ay den Werth Null. Dass mugekehrt auch jede Funktion u-\- vi, 
die den oben aufgestellten Bedingungen geniigt, in der ganzen Flache T' denselben 
Werth hat, also eine Gonstante ist, soil jetzt bewiesen werden. 

Zu clem Ende betrachte man wieder das Integral 


n 


JS \ Gic) ( 


cx cy, 


ausgedehnt iiber die ganze Flache T'. Nach den schon in art. 2 angewandten Methoden 
nnd Schlussweisen erhalt man 


-r -r 

77 = udv = ^ J^[iGdv^ 

» ’’ = 1 [ay,6y,Cy]+ 


I dv ] 


J > 


wobei das hinter dem Summenzeichen stehende Integral einmal iiber die positive Seite 
eines jeden der drei Schnitte u,„ c,, von Anfang bis zu Ende in der Eichtung 

der Pfeile aiiszudehnen ist, wahrend die Werthe der Function w in zwei ent- 

sprechenden Begrenzungspunkten, mid dv'^', dv~ die Aenderungen bezeichnen, die 
nnd v~ gleichzeitig erleiden, wenn man auf einem der Schnitte in der Eichtung, die 
die Pfeile auf der positiven Seite desselben haben, sich fortbewegt. Berucksichtigt man 
nun, dass in Folge der Bedingungen 2) die 2p Grossen Ay, B,. stets reell sind, nnd dass 
in dem Palle aus der Eelation Ay = B'y{Ay-l) - Ay{By-l) immer auch der reelle TheE 
von Ay sich gleich Null ergiebt, wenn, wie vorausgesetzt wurde, die reellen Theile von 
A'y, B'y Null sind, so ergeben sich fiir y = l, 2, die folgenden Gleichungen: 

langs ay[u^-AyU-, dv+ = Aydv-, u-^dv^ u-dv-] 
langs hy [w^ ==^ ByU~, dv^=Bydv~, ‘uAdv'^==u dv ; 
langs Cy ['uA = u~, dv^ = dV', 'uAdv^ = u dv . 
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Diese G-leicliungen zeigen, class clas hinter dem Summenzeiclieii stelieiide Integral fiir 
jeden Index r den Werth Null hat, indem seine sainmtlichen Elemente verschwinclen. 
In Folge dessen ist auch 77 selbst Null und, nach alinlichen Schlassen wie frtiher, 
u + vi eine in der ganzen Flanhe T' constante Grosse C=c-\-c^i, deren reeller Theil c 
imnier Null sein muss, wenn nicht allc 2p Grossen A,., 7?,, den Wei’tli 1 haben, wahrend 
in alien Fallen der Wertli ihres rein iniaginaren Theiles cp' durch die aufgestellten 
Beclingungen in keiner Weise beeinilusst wircl. Man hat so den folgenden 

Satz n. Mne in der Flaclie T' cdlenthalhen einivcrtliige und stetige Function uvi 
der complexen Variable x-pyi, deren Wertlie in je mei entspreclienden Funliten auf der 
positiven und negativen Seite der, von den beiden Seiten der Sclmitte a, b, c gebildeten Be- 
grensung der Fldclie T' in der Weise verhiiipft sind, dass allgemein fiir v = 1,2, • - p: 

Idngs a,, {(u viy = A,.(it -f ■yi)" + A[,, 

Idngs b„ [(u A vf)'^ = B,.(u A vi)~ -f- B(, 

Icings c,, {(uAviy = (u A'viY -h A,,, 

wobei die 2p Grossen A„, B,. Zalilwertlie besiizen, deren Quadrate sdmmtlicli 1 sind, ist 
immer eine Constante, ivenn die reellen Tlieile der 2p Constanten A'., B\. itnd folglich auch 
die reellen Tlieile der p Constanten A„ sdmmtlicli den Wertli Null haben. 

Mit Hiilfe dieses Eesultates lasst sich aus dem., im art. 3 meiner fruhern Arbeit 
autgestellten Satze durch einfache Auflosung eines Systems linearer Gleichungen ein 
neuer Satz ableiten, der sich auf alle diejenigen Functioneii uAvi bezieht, die zu 
Gruppen gehoren, deren Characteristikeii aus nur reellen Grossen zusammengesetzt sind. 

Es sind dies diejenigen Gruppen, deren Gliaracteristiken aus dem Symbol 

hervorgehen, wenn man fiir die A. und B nur reelle Grossen mit dem Modul 1 setzt. 
Da demnach fiir jede der 2p Grossen AL,„ B,. sowohl die Zahl -1-1 wie die Zahl — 1 
zulassig ist, so giebt es im Ganzen 2^^ solcher Gruppen. Der erw'Minte Satz, der speciell 
dem Gebiete der Functionen uAvi, die diesen 2^^ Gruppen angehoren, eigenthiimlich 
ist, insofern als ein analoger Satz fur die, den tibrigen Gruppen angehorigen Functionen 
u A vi nicht existirt, mag theilweise hier nocli eine Stelle linden. Fur die allenthalben 
endlichen Functionen ausgesprochen, lautet er wie folgt: 

„Nimmt man, den 2p Schnitten a,., (v = l,2,---,p) entsprecliend, ein System von 
2p Grossen A,,, B„ (r = 1,2, ■ ■ •,p), deren Quadrate sdmmtlicli 1 sind, willlmrlich an, wdhlt 
ausserdem 2p reelle Grossen A^,, B[ ,, (r = l,2,---,p), deren Werthe nur der einzicjen Bedingung 




r = 1 


(E.) 
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m geliorclien Jiaben und im iihrigen ganz heliebig angenoinnuni iverden diirfen. so eilstirt zu 
der Fliiclie T inimer eine complexe Function der (Joordinaten x. g mit fdlgenden 

Eigenscliaften: 

1) Die Function uvi ist eine in der FldcJie T' allentlialhen einiverthige und stetige 

Function des Ortes oder FunJctes x, y, die hi der ganzen Fldclie T' dot Differential- 
gleichmgen = yemigt. 

2) Die Wertlie von u + vi in je zwei entspreclienden Funlien auf der jjositiven mid 
negativen Seite der, von den heiden ideiten der Sclmitte a, h, c gebildeten Begrenzung 
der Fldclie T' sind in der fVeise verhiiigft, dass allgemein fur 1, 2, • • 

Kings a,.[{u-{-viy = A,{u-\-v%f + + /X 

Idngs h,, \^{u -j~ viiy = B,,(ii -y vij Bi^,, IBa^,,, 

Idngs c,. [{u-{-viy = (w + vi)" -f- X,r + 

ivobei zwischen den Constcmten A„,B,,,A[,-=Ay -l-iAy,, B'„ = B\ ,. ■]-iB'^ ,., 
X = ^ 1 ,,. + r = 2,, die heMnnten -f-1 JRelafionen 

^A„ = 0, J,. = B'yA,. — 1) — A,. (B,. — 1), cv = 1,2,.. .,p) 

v"i 

stattfinden. 

8) Durch die bis jetzt erwdlmten Eigenscliaften (inmer mit liucksicht auf die vorlier 
gemacliten Annalimen, wonacli also das System der 2jp Grbssen A,., B^. fixirt ist, 
und ausserdem die reellen Tlieile der 2p Constanten A,„ B'„ der Eelation (JS.) 
gemdss, im ubrigen aber •willhurlicli angenomnien sind) ist die Function u + I'i 
bestimmt bis auf eine additive Constante, die vollsUindig irilllcurlicli bleibt, wenn 
alle A,., B,. den Wertli 1 liaben, die dagegen nur rein imagindr sein kann, wenn 
niclit alle A,., B,, den Wertli 1 besitzenF 

Flir die allenthalben endliclien Fiinctionen der Gruppe (^’5’...’^ diesen 
Satz zuerst Fiemann (A. F. 4. pag. 20) ausgesproclien. 

Dttren, im September 1869. 







Dritte Abhandliing. 

Ueber eiii Randintegral. 


Journal fur die reine und angewandte Mathematik, Band 71, Seite 305—315. 


Eilie Menge wiclitiger Eigenscliafteu, die den von inir in Bd. 70, Heft 4 dieses 
Journals aufgestellteii Fimctionen u vi zukonimen, kann, nacMem zaivor bestimmte 
einfachste Formen dieser Functionen als Nonnalformen fixirt sind, erlialteii werden 
durch die Betrachtimg einer gewissen Art von Randintegralen. Um bei spateren Mit- 
tbeiliingen niclit immer wieder von neuein specielle Fillle dieser Ilandintegrale be- 
tracbten zu mussen, soli bier ftir dieselben die allgenieinste Form gegeben und be- 
handelt werden. 


1 . 

G-egeben sei eine Flacbe T" von iibnlicber Beschaffenbeit wie die in art, 1. und 2. 
meiner eben erwilbiiten Arbeit gebildete Flacbe T". Die i) Scbnitte c und die r nacb 
den r Pimkten e fubrenden Scbnitte I seien so gezogen, dass dieselben in der Ordnung 
Cij ^ 2 , • • •, • • •? aufeinanderfolgen, wenn man ibren gemeinsamen Mundungs- 

punkt positiv (d. b. mngekebrt wie der Zeiger einer Ubr) umkreist. Die in den er- 
wabnten Artikeln getroflfenen Bestimin ungen und gewablten Bezeicbnungen lasse man 
silmmtlicb ungeanclert besteben, und filge die folgenden neu binzu. Den gemeinsamen 
Mundungspunkt der drei Scbnitte ct,,, c,, bezeicbne man funffacb als ju,,, r„, s„, t,., 

jenacbdem man sicb in dem einen oder andern der fiinf, von den drei Scbnitten dort 
gebildeten Winkelraume befindet. Den gemeinsamen Mundungspunkt der ^ Scbnitte c 
und der r Scbnitte I bezeicbne man jp + rfacb als tCj,, Ai, 2.^, • • •, 2,^, und zwar 

als 7t,,, wenn man sicb auf der positiven Seite des Sclmittes c,,, als wenn man sicb 
auf der positiven Seite des Scbnittes l^, befindet. Man scbeide dann die sammtlicben 
r Punkte • • •, ‘s,. durcb r Curven h aus der Flacbe T" aus, allgemeiii den Punkt 

durcb eine, weder sicb selbst nocb irgend eine der r — 1 tibrigen Curven h scbneidende 
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Cuive h^, die man von eineni Punkte ant der iiegativeii Seite des Schnittes durcii 
die FlS/Clie T uui deii Puiilit 8,^ liernin bis zu deiii, dein Punkte o„ eiitsprecheiiden 

Punkte aut der positiven Seite von zieht. Der Punkt cr„ und die Gestalt der 

Curve seien zunachst so gewalilt, dass dieselbe, weuii a,, ein Yerzweigungspunkt ist, 
keiuen weiteru Yerzweigungspunkt der Plache T", dass dieselbe clagegen, wenii e, keiii 
Yerzweigungspunkt ist, liberhaupt keinen Yerzweigungspunkt mit deni Punkte zu- 
sammen einschliesst: und ferner so, dass wenn der Punkt £„ ini Endlicben liejit', die 
Punkte der Curve alle denselben Abstand voin Punkte wenn dagegen der Punkt 
im Unendlichen liegt, die Punkte der Curve alle denselben Abstand vom Punkte 
^ == 0 haben, Diesen Annalimen gemass wird also die Curve A',,, wenn ein r —Ifacher 
Yerzweigungspunkt ist, sich a/-mal kreisfdrmig um den Punkt winden nivlssen, um 
vom Punkte znm Punkte zu gelangen, dagegen nur einmal, wenn kein Yer¬ 
zweigungspunkt ist. Bei der Curve nenne man die dem Punkte zugewandte Seite 

die innere, die andere die aussere, und das, durcb diese Curve aus der Flacbe T” aus- 
gescbiedene, den Punkt enthaltende Flaclienstuck 
die Umgebung des Punktes 8^. Deujenigen Theil 
des Schnittes l^, der sich von dem gemeinsamen 
Mundungspunkte aller Schnitte c und I bis an die 
Curve erstreckt, nenne man Die neue Flache, 
die aus der Plache T" durch Ausscheidmig der r 
Punkte 6 vermittelst der Curven k entsteht, und 
die ebenfalls einfach zusammeuhangend ist, bezeichne 
man als Plache T^. Derselben fehlen Plachentheile, 
die der T" angeh5ren. Ihre Begrenzung wird ge- 
bildet von den beiden Seiten der Schnitte a, b, c, I' 
und von den ausseren Seiten der Curven k. Langs 
dieser Begrenzung markire man die positive Eichtung 
des Durchlaufens durch Pfeile. Man bemerke, dass 
dabei die aus T" ausgeschiedenen, nicht zu T'^ ge- 
horigen Plachentheile, oder, was dasselbe, die Punkte s negativ umlaufen werden. 
Die nebenstehende Pigur veranschaulicht eine solche Plache T*. 

Zugleich mit der ursprunglichen Plache T" seien gegeben zwei Functionen 
der complexen Variable z ■= x yi, co die eine, cd' die andere, mit folgenden Eigen- 
schaften. Mit Ausnahme der r Punkte e sollen die Funktionen in der ganzen iibrigen 
Plache T" allenthalben einwerthig und stetig sein. In dem Punkte = 1, 2, • • *, r) 
sollen CO und co unstetig werden, und zwar in der, durch endliche Ausdrflcke von 
der Form 

P-R, I. 
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Anliaiig m. 


% W = ^'q + -^?i 7 + -^?2 ^ H + -^(), -/ 


_1 

"4* r^J 


,«» ’ 
Q 


resp. characterisirbaren Art, so class die Differenzen co ~ (p^(r^) und aJ — fiir den 

Punkt 6^ stetig bleiben. In diesen Ansdrilcken bezeichnen die L und U Constante, 
und gauze Zahlen; hat die im art. 2. ineiner erwahnten Arbeit angegebene 
Bedeutung, und es muss fiir den Fall, dass ein ?/— Ifacher Yerzweigungspunkt ist, 
noch der Werth von in einem Punkte der Umgebung von festgesetzt sein (was 

auf V Weisen gescbehen kann), claim ist fiir die ganze Umgebung von einwertbig 

bestimmt. Die Werthe von co, oi' in je zwei entsprechenden Punkten auf der positiven 
und negativen Seite der, von den beiden Seiten der Schnitte a, b, c, I gebildeten Be- 
grenzung der Flache T", die man durch und a>~, und aj'~ bezeicline, sollen in 

der Weise verknilpft sein, dass allgeinein ftlr ?/ =- 1, 2, • • •, _p; q = 1,2, • ■ - , r: 


{&.) 


langs a„ {co+ = J ,,co~ + J!„, 
langs &„ {C 0 + = J5^co~ + J5'„ 
langs c„[co'^= cx)~ -j- J,,, 
langs (C 0 + = ct)“ — 2niL^, 


= A,.cx)~ + A'', 
co'^ = ByW" + B'l, 
cD'^ = co'” + J'y, 
co'”'' = co'” — 2niL'^, 


wobei die A, A, Al, A", B, B, B', B", A, A' Constante bezeichnen, und die 2j9 Producte 
Ay Ay, ByBy (v = 1, 2, ' ’ ’, p) saiiimtlich den Werth 1 besitzen sollen. Fnnctionen co, co' 
mit diesen Eigenschaften kann man, nebenbei bemerkt, in nnbegrenzter Anzahl erhalten 
durch Integration von in T einwerthigeu Fnnctionen der Yariable die fiir eine end- 
liche Anzahl von Punkten in T' unendlich von eingebbarer Ordnung werden und beim 
Ueberschreiten der Schnitte a, h constante Factoren annehmen. Der speciellere Fall, wo 
ein Unstetigkeitspunkt von co niclit auch zngleich ein Unstetigkeitspunkt von co' ist, 
Oder wo eine der Fnnctionen oder auch beide allenthalben endlich sind, ist in dem 
obigen. allgemeinen Falle mitenthalten, insofern als ftir jede der Constanten L, L' in 
den Ansdrucken cp, cp, ohne Stoning der weiteren Entwicklungen, auch der Werth Null 
zulassig ist. 

Aus den bis jetzt erwahnten Eigenschaften der Functionen co, co' ergeben sich 
durch bekannte Schltisse die folgenden als secimdare. Zwischen den, in die Grenz- 
gleichungen [G) eintretenden Constanten existiren nothwendig (vergl. m. Arbeit Bd. 71, 
Heft 3, art. 1) die 2^9 + 2 Kelationen 
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V =:p Q = r 

V=t (1 = 1 




0 , 



4 = a:.(b-i,. 


(t = 1,2, 


Da die Differenzen co — cn ~ (pQ{r^) in clem Piinkte e,, stetig siiid und beim Deber- 

scbreiten des Scbnittes uiigeaiidert l^leiben, so habeii dieselbeii, wenn man sie fiir die 
Umgebung des Punktes als Pimctioneii von betracbtet, bis zu einem endlicben 
Modul von den Character einwerthiger nnd stetiger Pnuctionen der complexen Variable 
'Q == Setzt man also fiir die Umgebung des Punktes (dem inimer der Werth = 0 
entspricht) 

^ ~ W == (r^), 03 - (f^ (r^) = (r^), 

so lassen sich die Functionen yj, y/ bis zu einem endlicben Modul von darstellen 
durch Eeihen von der Form 


yj'q W = + ^2'^? + ^3^1 + • • 

wobei die c, c Constante bezeichnen. Nach den tiber die Curve Z;„ vorher getroffenen 
Bestimmungen kann man dieselbe als mit all iliren Theilen in clem Gebiete liegend 
ansehen, fur das die obigen Eeihenentwicklungen gelten. Es werden also oj und uj' in 
clem, durch die Curve Jc^ aus T” ausgeschiedenen Flachenstticke und auch noch auf der 
Begrenzung k^, clesselben dargestellt durch • 

- % {'^\) + Wq i'^'q) ’ 03 =cp^ (r^) + yj'^ (r^), 

wobei cp, (p, ip, \p die aufgestellten Eeihen bezeichnen. 

Nach diesen Yorbereitungen betrachte man das Integral 

+ 

J = j^ 03du3 , 

R 

ausgedehnt in positiver Eichtung durch die ganze, aus den beiden Seiten der Schnitte 
a,b, cj und den ausseren Seiten der Curven h bestehende Begrenzung B der Flache T*. 
Da die Functionen co, co' in der Flache T* allenthalben einweidhig und stetig sind, in- 
dem diese Flache die r Punkte a nicht mehr enthalt, so hat nach bekanntem Satze 
das obige Integral, ausgedehnt tiber die ganze Begrenzung dieser Flache, den Werth 
Null. Dasselbe ist aber auch gleich der Summe der Integrate, die erhalten werden, 
wenn man der Eeihe nach tiber die einzelnen Begrenzungstheile integrirt. Die Aus- 
ftihrung dieser Integration liefert zwischen den Constanten, die das Yerhalten der beiden 
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Fulictioueu w, w' an cler Begrenziiug von T” nnd in den Unstetigkeitspunkten s ckaracte- 
risiren, eine merkwlirdige Eelation, deren Herleitnng der Zweck der vorliegenden 
Arbeit ist. 


2 . 

Das Integral J kann man znnilclist in zwei Integrale imcl J„ zeiiegen, von 
denen das erste sick auf das System der Schnitte a, h, c, das zweite sick auf das System 
der Schnitte I' nnd der Curven k bezieht. Das Integral kann v^eiter als Summe 
von 2 ^ einfacheren Integra]en S, {v = 1,2, ■ ■ - , 2^) anfgefasst werden, von denen das dein 
Index y entsprechende in der Eiclitnng der Pfeile ilber den Theil der Begrenznng der 
Flache T* zu erstrecken ist, der von den beiden Seiten der drei Schnitte n,., 7;,,, c,, ge- 
bildet wird. Das Integral dagegen kann als Smnnie von r einfacheren Integralen 
(^ = 1, 2, • • •, r) betrachtet werden, von denen das dem Index ^ entsprechende in der 
Eichtnng der Pfeile iiber den Theil der Begrenznng der Flache zn erstrecken ist, 
der von den beiden Seiten des Schnittes 1., nnd von der aiissern Seite der Curve k, 
gebildet wird. Da ferner bei der Ansfnhrnng des Integrals S, bangs jedes der drei 
Schnitte «,,, zweiinal integrirt wird, einmal auf der positiven, das andere Mai auf 
der negativen Seite, nnd die Eichtung der Integration auf der negativen Seite inimer 
genau entgegengesetzt ist der Eichtung der Integration in den entsprechenden Theilen 
auf der positiven Seite, so kann man die beiden, auf die positive nnd negative Seite 
beztiglichen Theile von E,, durch Zusammenfassen correspondirender Elemente in ein 
einziges Integral vereinigen, das nur iiber die positive Seite zu erstrecken ist. Die- 
selbe Betrachtung ist anwendbar auf denjenigen Theil von der sich auf die beiden 
Seiten des Schnittes 7' bezieht; man erhtilt so schliesslich: 

0== J-= j;h- j;, 

I [oj'''duD'''' ~ UJ~ d(a~], 

r=:l r = l J 

C [ui^d(X)"^—w~d(X)'~} -f C (x)d(x)'~\, 

wobei also jetzt das Integral 

+ 

J* [(o'^dw''^ ~ a}~d(n~] 

[Upt bpf C|/] 

einmal liber die positive Seite eines jeden der drei Schnitte a^, b^, c„ von Anfang bis 
zu Ende in der Eichtung der Pfeile zn erstrecken ist, nnd ebenso das, als Theil von 
auftretende Integral 
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*r 

f [oj^doj^ — w~chd ~} 

Giiinicil tibei cli© positive Seite des feclmittes yod Aiifang bis zii Elide iii der Richtun^ 
der Pfeile zu erstrecken ist, walireiid zugleich u)~ die Werthe der Function o) in 
zwei entsprechenclen Begrenzungspunkten, cZco'^, doj~ die Aenderungen bezeichnen, die 
UJ+ und oj'- gleicbzeitig erleiden, wenn man auf eiiiem der Sebnitte h,, g, oder 4 in 
der Eiclitung, die die Pfeile auf der positiveu Seite desselben haben, sich fortbewegt. 
Das Integral S„ soil zunachst bereclniet werden. 

Aus den, unter [G.) aufgestellten Grenzbediugungen ergeben sich, mit Beriick- 
sichtigung der Gleichungen A,,A,,= 1, die folgenden Relationen: 


langs a,,[da)'+ = A,doj'-, = vrdaJ- + Ap/oj'D 

langs m^dw'^^ urdm' + B\.daj)'^, 

langs G^[da)^ = do’-, cn^dcD'^ = ay-dcj- + J,dw^. 


Entniinmt man aus diesen Gleichungen die Werthe der Differenzen 

ardoj-], 

ausgedriickt durch allein, und fuhrt dieselben in das Integral ein, so folgt: 


+ + 

8~A', fd<o’* + B'. fd 

k K 


0) 



Ein Durchlaufen der ganzen positiven Seite des Schnittes a,, in der Richtung der Pfeile 
fiihrt nun, mit Bucksicht auf die Pigur, vom Punkte q,. zum Punkte s,,, ein Durch¬ 
laufen der ganzen positiven Seite des Schnittes h,. in der Richtung der Pfeile vom 

Punkte t,. zum Punkte r,., endlich ein Durchlaufen der ganzen positiven Seite des 
Schnittes in der Richtung der Pfeile vom Punkte s, zum Punkte n,.. Bezeichnet man 
also den Werth der Function w in irgend einem Punkte /3 der Begrenzung abgekCirzt 
durch 01 ^, so ergiebt sich 

S„ = X (ci- ay'J -f (wk- cy'J -f A 

In Polge der Grenzbediugungen (G.) sind die Werthe der Function cu' in den 
vier Punkten q„ r„ s„ t, mit dem Werthe der Function m im Punkte verknupft 
durch die Gleichungen 

co'^= A',, 01^^== B,oj>k + B^ , 

co'^= Al = A„B„(nk-\- A^B„ + A„, 

B'l = A^B„(OpA B„A^ + B„. 


* 


222 


Anliang III. 


Fillirt man cliese Ausdrilcke in die letzte Formel fur S, ein, so wird 


8,. = AXK-b,.b\X-XXK+X) + - a:axi-.b,) - a,.b,x x , 

unci man erhalt so schliesslich, indein man berucksiclitigt, dass den Eelationen (Cr) zu- 
folge der Coefficient von co',_, auf der recliten Seite dieser Oleichung den Werth Null 
hat, fur den Werth des Integrals E, den Ausclruck 


8, = JXnX A,XB':- BX\X~ AXKK + X). 

Der von a>’ freie Theil dieses Ausdruckes soil im Folgenden abgekiirzt durch 0,, be- 
zeichnet werden. 


3 . 

Im Vorigen bezeichnete T^, den Ausdruck 

+ + 

Tq=J X^do)'^-- co~do3~] + wdco. 

\ 

Was das erste Integral rechts betrifft, so hat man langs l^, und folglich auch 
langs = 0 ?“~ 27T^A^, da)^==dco'~, (o'^dco"^ = co~dcj~~2TtiL^dco^. 

Da ferner ein Durchlaufen der ganzen positiven Seite des Schnittes in der Eichtung 
der Pfeile, mit Eilcksicht auf die Figur, vom Punkte zum Punkte fuhrt, so er- 
giebt sich der Werth des in Eede stehenden Integrals 

+ + 

[oi'^doD'^ ~ (n~d(n~] =--= — ^niL^J^ dod"^ = — X)- 

Was das zweite, in dem obigen Ausdrucke fur vorkommende Integral betrifft, 
so werden den friiher getroftenen Bestimmungen zufolge die Functionen oj, uj auf der 
Curve uber die dieses Integral von bis r^, zu erstrecken ist, dargestellt durch 
die Dleichungen 

" = % (tq) + (N') ’ == W ’ 

wobei (p^, (p^, yj^, y/^ die im art. 1 aufgestellten Eeihen bezeichnen. Man hat also, unter 
Anwendung einer abgekiirzten Bezeichnungsweise, so lange als dadurch kein Irrthuin 
zu befilrchten steht, 

( 1 .) “/ 'f, I 

a a a 

Da die Funktionen yj^, yj^ von z in dem, durch die Curve vollstandig be- 
grenzten, den Pnnkt enthaltenden Flachenstiicke einwerthige und stetige Functionen 
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des Ortes oder Punktes smd, so hat das dritte der rechts stelienden Litograle den 
Werth Null. Fiir die, imter deu heiden aiideren Integralzeichen vorkomniendeu Producte 
von Functionen erhalt man unmittelbar die folgenden, ebenfalls fiir die gauze Curve K 
convergenten Entwicklungen 


1 TlfK l ■ ir , if ■ ir ir 




wobei die Coefficienten M uud N samnitlich endliche Aggregate der, in den Reihen 
fui cp, cp, yj, yj als Coefficienten auftretenden Constanten L, IJ, c, c sind, mid speciell 
die beiden Coefficienten uud die Werthe 

^ ^ + 3 jb^g C^g d 1- 

^9 ^ "" ^ 9 ^ 9 ^ ~ + 3i/j,3Cj.,gd f- 


besitzen. Die ebenfalls hier auftretenden Grrossen m,,, sind die in den Ausdrucken 
cp, cp als Exponenten vorkommenden ganzen Zahlen. Multiplicirt man nun die o])en 
aufgestellten Reihen mit dr^ und integrirt sie ilber die Curve h^, von o bis r, so folgt 


/d(a' 

if 

a ^ 

P dcp' 

J 

Cf ^ 




denii es sind die unbestiinmten Integrale aller ilbrigen Gllieder der obigen, noch init dr^ 
multiplicirten Reihen in der Umgebung des Punktes einwerthige Functionen des Ortes, 
die beim Durchlaufen der Curve von o bis r im Endpunkte r denselben Werth 
wieder annehmen, den sie im Anfangspunkte o besitzen, und es haben folglich die 
bestimmten Integrate dieser Glieder von a bis r erstreckt sammtlich den Werth Null. 
Fasst man die gewonnenen Resultate • zusammen, so ergiebt sich 

(2.) f » da,' dr^ + + 2V«)/p- 

t a ^ a ^ 

f % 

Durch [f]l bezeichne man die Differenz fr.~f„ der Werthe, die irgend ein, in 
die eckige Klammer eingeschriebener Ausdruck f in den Punkten r und a hat. Aus 
der Oleichung (2.) folgt dann, indem man auf das erste Integral rechts das Verfahren 
der theilweisen Integration anwendet, und das zweite Integral rechts ausfuhrt. 
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(3.) 


+ t 

fwdw'^ [X, In r, + (JK-f + In r J - lJ co' ^ 


Setzt man hier fur den mit dr^ multiplicirten Quotienten der Grossen co' und die 
betrefende Eeihenentwicklung, so liefert die Integration derselben 

Joj' ^ L'^j In - 7 ^ + 77 ^ = [y . 

indem die, zwiscben den Grenzen o und r genommenen Integrate alter librigen Glieder 
der Reihe verschwinden. Frihrt man den gefundenen Werth in (3.) ein, und setzt 

M, = - L/,.„ + JV, - - iV«, 

SO folgt 




J(ndoj ^ \L^(n In ~ iV^) In - y L^L'Jn^ 


und hieraus ergiebt sicb nacb einfacber Reduction, unter Berucksiclitigung der Gleichungen 

[In 'rj„ = [In -\-2ni, (n\,^ = + 2niL',j, 


endlich 

(5.) 


T 

codco == — 2niL^o3[^ — — N^[) + 27c^L^^L[. 


Setzt man nun fur die beiden Integrate, deren Smnine ()1)en mit bezeiclinet 
wurde, die gefundenen Wertbe ein, so erhalt man schliesslicli: 

5; - 2niL^,<o' - 2ni(M^- + 2Tt^^LJy 


4 . 

Fiibrt man in die Gleicbung des art. 2. 

0 = j- = j; -g j; d-S’i; 

•)<=1 ^)=1 

an Stelle von S^, und die gefundenen Wertbe ein, so ergiebt sicb 

0 = 20 . - 27ti - 7 + 2«^SXx;, + J'4<, ~ 27ti2L,co',. 

v=l ^=1 ^=1 r=l ^=1 

Die in diesem Ausdrucke nocb vorkominenden Wertbe der Funktion co' fur die jp + r 
Punkte n und A erscbeinen in Folge der Grenzbedingungen ((r.) und der, uber die 
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Aufeinanderfolge der Schnitte c nnd I gemachten Aimahmen verkuApft durch die j, + r 
Gleichungen 


•, CO, 


4-1- 


CO-, 


-4* 


(^4 - < = - 2 niL[, ..co;_^ - ojI = ~ 2 mL',_„ oj^ - o?;^ = - 


Diilckt man nun aus dieseu GleichungGn die samintliclien j/j + Functionswerthe durch 
den einen ans, indem man von der letzteii G-leiclmng ansgehend successive bis zur 
ersten aufsteigt, setzt ferner zur Abktirzung 


27ciJj^ 

und berilcksichtigt die beiden ersten 
Abkurzimgen sich schreibeii 


Grleichimgen {G’), die unter Aiiwendung dieser 

r = g 


^z/, = 0, = 0, 


SO folgt 


^^yOJjr,, ^Tti^A^CO; — z/^(z4 +^2 H- 

1' = 1 /) = 1 

+ z/o(z/2 +'^;; H- ^ ^q) 

+ z4_i(z4_id-^^) + -/jz/^ , 


und durch Einftihrung dieses Ausdruckes erhalt man schliesslich die gesuchte Relation 
in der Form: 


i' = l 

+ z/i(z/i + z/a -]-■+■ ^2 ) 

+ z/2(z/2 + z/g H-H ^2) 


wobei also zur Abkurzung gesetzt ist: 

G ,= a,a:b: - - a,.{a,b:+x), 

"I- -j- d” ■ ■' "H ’ 

= 1, 2, •. •, = - 27iiL^, z/;+^ = - 27iiL'^}, q=p-^r. 

Sind die Functionen co, w beide allenthalben endlich in T" oder T', so haben 

29 
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die Constanten L, L' sammtlich den Werth Ml, nnd es ergiebt sicb dami aus der 
obigen, alle Falle umfassenden Formel die sx^eciellere: 

0 = Co) d(x) = ^ G^. + {//x + -^2 H— 

^ v=1 

+ ^2 (^2 + ^3 d-'I” -^p) 

+ Jp_x{^p-x -f • 

Vertauscht man in dem links stelienden Integrale die beiden Fmictionen a? nnd a?', so 
hat das dann entstehende Integral ebenfalls den Werth Null. Die Yertauschnng von 
CO nnd co' zieht aber anf der rechten Seite der obigen Gleichnng eine gleichzeitige 
Yertanschmig von A, nnd A,„ B,. nnd B,, A\, und jG,, B', nnd B'l, W nnd nach sich. 
Man erhalt so ftir diesen Fall die folgende Eelation: 

{a,a:b:, ~ b,.b:a: - j:(A,.B:-i-<.)} 

+ Ax{Ax + -^2 H— 

^ ^ + A^A^ A A^-\ -h 

+ Ap_x{Ap-x'\' + ApAp, 

die von der vorhergehenden sich nnr dnrch die Form nnterscheidet, indem mit Hiilfe 
der Gleichnngen [G') die eine leicht in die andere ubergefiihrt werden kann. Fnr 
manche Untersnchnngen ist die letztere Form vorznziehen. 

Wurzburg, im November 1869. 





Vierte Abhandlung. 

Zur Integration der Bifferentialgleiclinng + 0 = <'. 


Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Band 73, Seite 340—364. 


Ein fundamentaler Satz der Functionentheorie laiitet: 

„Bezielit man die Punkte eiiier Kreisflache durch. Coordinateii x, y auf ein recht- 
winkliges Coordinatensystem, so existiiii zn dieser Kreisflache immer eine und nur eine 
reelle Function u der Coordinaten x, y init folgenden Eigenschaften: 

I. Die Function u ist fur die gauze Kreisflaclie, den Hand einbegriffen, eine einweidhige 
und stetige Function des Ortes oder Punktes y und stimmt am Rande vollstandig 
mit einer fur den Band willktirlich angenommenen, langs des Randes allenthalben 
stetigen Function uberein. 

n. Die sammtliclien Derivirten der Function u von angebbarer Ordnung sind im Innem 
der Kreisflache, d. h. bis in jede endliche Kahe zum Rande, einweidhig und stetig, 

und die zweiten Derivirten gentigen der Dleichung = 0.“ 

Das bekannte Yerfahren, dessen man sich bei mathematisch-physikalischen Unter- 
suchungen bedient, um eine Function u mit den erwahnten Eigenschaften zu erhalten*), 
beruht auf der imbewiesenen Voraussetzung, dass jede einwerthige, stetige, reelle, und 
mit der Periode 2n periodische Function f((p) des reellen Argumentes cp sich fur jeden 
Werth des Argumentes (p durch eine FourierschQ Reihe darstellen lasse. Nur fur den 
Fall, dass die Function f{(p) auf der Strecke von —n bis F n nicht unendlich viele 
Maxima und Minima besitzt, hat Firichlet (d. Journal Bd. 4) diesen letztgenannten Satz 
bewiesen, und die Untersuchungen von Biemann in der Arbeit: „Ueber die Darstellbar- 
heit einer Function durch eine trigonoonetrisclie Beihe“, wie manche wichtige Aufschhisse 
liber die zur Darstellbarkeit erforderlichen Bedingungen man ihnen auch verdankt, haben 
dennoch gerade fiir diejenigen Functionen, die imbeschadet der Stetigkeit unendlich 

*) Vergleiche z. B.: „Das Dirichletsche Princip in seiner Anwendung auf die Piemannschen Fldchen, von 
Carl Neumann'‘\ pag. 5 m. flg. 


29 
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oft oscillireii, die Darstellbarkeit nicht bewiescn. Es bernht aiif einem Irrthume, wenn 
Herr EanM in einer kiirzlich erschienenen SclirifH'^) aiinimmt, der Beweis fiir die Dar- 
stellbarkeit soldier Fiinctioueii diircli trigononietrische Keiben sei von Biemann geliefert 
worden, nnd znr Bestatigung dieser seiner Ansidit auf art. 10 der oben dtirten Biemann- 
schen Arbeit verweist. In dem genaniiten Artikel liat Biemann iinr bewiesen^ dass, 
wenn die Function f{cp) dnrcliweg endlich bleibt nnd eine Integration znlasst, dann die 
Coefficienten der trigononietrischen Eeilie zuletzt unendlich klein werden, woniit fiir 
die Convergenz der Eeihe nocli nidits bewiesen ist. Ini G-egentlieile bemerkt Biemann 
aiisdrucklidi, niit Eiicksidit aiif die vorangegangene Untersiidinng im art. 0, dass in 
diesem Falle die Convergenz der Eeihe fiir einen bestiminten Werth von cp niir abhilnge 
von dem Yerlialten der Function f{cp) in iinmittelbarer Nahe dieses Werthes. Und in 
der That muss man, um hber die Convergenz entscheiden zn konnen, sei es dass man 
sich dazu des im art. 9 iinter III. gegebenen Satzes oder anderer Methoden bedienen 
will, liber das Verhalten der Function f{cp), aiicli wenn sie allenthalben stetig ist, noch 
weitere einschrankende Voraussetzungen treffeii. Eine solche Yoraiissetzung wiirde z. B. 
die sein, dass die Function f((p) fiir jeden Werth cp einen endliclieii Differentialquotienten 
besitzt, oder die von Herrn LipseMfs in seiner Arbeit iiber denselben Cegenstand 
(d. Journal Bd. 63, pag. 296—308) gemachte Annahine, dass der absolute Werth von 
f{(pi-<^) — f{(p) mil positivem, abnehmendeni d schneller abnimmt als eine positive 
Potenz von d, multiplicirt iiiit einer endlicheii Constanten. Die Darstellbarkeit einer, 
nur der Bedingung der Stetigkeit miterworfenen Function f[(p) durcli eine trigonometrisclie 
Eeihe ist also bis jetzt noch nicht bewiesen, und es kaiin folglich auf diese Annahme 
auch kein Beweis des im Anfaiige ausgesprochenen Satzes gestiitzt werden. 

Zu den nachstehenden Betrachtimgen fiihrte mich die Yermuthung, dass die 
Unmoglichkeit, den obigen Satz allgemein zu beweisen, sobald man fiir u die bekannte 
Eeihenentwicklung aufstellt, die auf dem Eande der Kreisfliiche in eine Fourier^ohQ 
Eeihe tibergeht, lediglich in der gewiihlten Ausdrucksforni ihren Grund habe. Wenn 
man von einem Ausdrucke fiir u verlangt, er solle auf dem Eande selbst, seineni Wertlie 
nach, mit einer fur den Eand willkiirlich angenommenen Function iibereinstimmen, so 
verlangt man eben zu viel. Es wiirde vollkonimen gentigen, wenn man von einem 
Ausdrucke in x, y, der die iibrigen fiir u aufgestellten Eigenschaften besitzt, zeigen 
konnte, dass sein Werth, weim der Punkt x, y sich einem Eandpunkte unbegrenzt nahert, 
ohne Unterbrechung der Stetigkeit gegeii den Werth convergirt, den die fiir den Eand 
willkiirlich fixirte Function in dem betreffenden Eandpunkte besitzt. Zur Durclifiihrung 
dieser Untersuchung kann man die eben erwahnte Eeihenentwicklung fiir u, die nach 


*) „Untersuchtmgen uber die unendlich oft oscilUrenden und imstetigen Fwictionen, pag. 15 und pag. 33.“ 


Zur Integration cler Differeutialgleichiino- --j-— 

o O rx'J ' ctj- ' 

steigenden Potenzen des Radius vectors fortsclireitet, nicht henutzen, dagogeii fiilirt die 
Anweiidung einer andern, durcli Siiinmation der geiiamiten Reilie eiitstehendeii uud 
schon von Herrn C. Neumann (d. Journal Bd. 59 pag. JG4; aufgestellten Ausdrucksform 
zu deni gewunscliten Ziele und daniit zu eineni streugen Beweise des ausgesproclienen 
Satzes. Dies zu zeigen, ist der Zweck der folgenden Seiten. Ich lialie inich dal)ei nicht 
auf den Fall beschrankt, wo die fiir den Rand gegeliene Function allentlialben stetig 
ist, sondern auch gleich den Fall init beriicksichtigt, wo dieselbe eiue endliclie Anzahl 
von Stetigkeitsunterbrecliungen, hervorgerufen durcb. sprungweise Aenderungen um endliche 
Grossen, besitzt. Die Untersucliung dieses letztern Falles lasst zugleich den inneni (Irund 
erkennen ftlr die merkwurdige Erscheinuug, dass eine convergente Fourmrache Reihe, 
die eine Function f[(p) darstellt, fiir diejenigen Werthe a von cp, fur die /Vr/'i springt, 
den Mittelwerth aus den Wertheu f(a — ()) und /‘(a-fO) liefert. Andere Fiilie bleiben 
bier ausgeschlossen; dagegen babe icb mit cler obigen verwandte Fragen in den Kreis 
der Untersuchung eingeflocbten. 

Schliesslich bemerke ich nocb, dass mir wabrend der Ausarbeitung dieses Auf- 
satzes eine, iin XY. Jabrgange der Yierteljahrsscbrift der Xaturforschenden Gesellscbaft 
in Zurich (pag. 113—128) unter clem Titel: ,,Ueber die Integration der imrtiellen Bifferential- 
gleiclmng = 0 Fldclie eines Kreises'' erschienene Abhandlung des Herrn 

E. A. ScJmar 0 zukam, in der der Yerfasser, unter Anwendung derselben, oben erwahnten 
Ausdrucksform fiir u, ebenfalls einen Beweis des zu Anfange aufgestellten Satzes geliefert 
hat. Da im Uebrigen meine Untersuchung, sowobl durch den Gang des Beweises als 
durcb die angewandten Methoden, sicb wesentlicb von derjenigen des Herrn Schwarz 
untersclieidet, so babe ich ihre Yeroffentlichung nicht fiir iiberfliissig gehalten. 


1 . 

In einer Ebene sei ein Kreis vom Radius B gegeben (s. d. Figur). Den Mittel- 
punkt 0 clesselben nebme man zum Anfangspuukte eines rechtwinkligen Coordinaten- 
systems und wahle die Axen X, Y so, dass die Richtung 
der wachsenden Abscissen die Richtung der wachsenden 
Ordinaten zur Linken hat. Mit x, y bezeichne man die 
rechtwinkligen Coordinaten irgend eines Punktes P der 
Ebene, bezogen auf das System X, K; mit r, t die Polar- 
coordinaten desselben Punktes, bezogen auf den Pnnkt 0 
als Pol und die X-Axe als Polaraxe. Der YV'inkel t werde 
wachsend gezahlt bei einer Drehung des Radius vectors t 
von der X-Axe durch den ersten Quadranten zur K-Axe. 
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Einen beliebig gewablten Punkt O' der Kreisperipherie, clessen rechtwinklige Coordinaten 
a, J), dessen Polarcoordinaten E, a seien, nehme man zum Anfangspunkte eines neuen 
rechtwinkligen Coordinatensystems X', Y'. Die Y'-Axe soli durcli den Punkt 0 gehen, 
und O' 0 soil die Eichtimg der waclisenden Ordinaten sein. Die X'-Axe wird dann im 
Punkte O Tangente zuin Kreise sein, und die Eichtung der wachsenden Abscissen soil 
die schon fixirte Eichtung der waclisenden Ordinaten zur Eechten haben. Mit x, y 
bezeichne man die Coordinaten des Punktes P in Bezug auf das neue System, mit q, z 
die Polarcoordinaten desselben Punktes, bezogen auf ein Polarcoordinatensystem, dessen 
Pol der Punkt O', dessen Polaraxe die X'-Axe ist. Der Winkel r werde wachsend 
gezahlt bei einer Drehung des Eadius vectors q von der X'-Axe durch den ersten 
Quadranten zur Y'-Axe. Man hat dann zwischen den vier, dem Punkte P zukommenden 
Paaren von Coordinaten die folgenden Beziehungen: 

x = r cos t, X == a sin a-x — cos a • y', x =- q cos r, 

y = r sin t, y =1) — cos a -x! — sin a - y , y = Q sin 

Nach diesen Festsetzungen betrachte man zwei Functionen u und v der Coordi¬ 
naten r, t, definirt durch die Gleichungen: 

2% J ' xP) JRs - 2 Br cos (t - cp) ’ 

V y qi=l + U 

2% J ' v/ / B- •— 2 Br cos {L — cp) -|- ’ 

<p = l — n 

unter folgenden Yoraussetzungen. Die Coordinaten r, t sollen einem Punkte P im Innern 
der Kreisflache angehoren, d. h. r ist kleiner als E voransgesetzt. Das Symbol /‘(fy?) 
soli eine reelle, mit der .Periode 2?! periodische Function der reellen Variable cp be- 
zeichnen, die, mit Ausnahme einer endlichen Anzahl p von Unstetigkeitsstellen in jedeni 
Intervalle cp bis cp ■\-'2n, einwerthig und stetig ist, und deren Verhalten fur die, durch 
die Congruenzen 

cp ^ (mod 23 i ), cp = (mod 2 ? t ), • • •, cp-^ (mod 2n) 

festgelegten Unstetigkeitsstellen character!sirt sei durch die G-leichungen: 

f(c,+0) - f(c,-0) = f(c,+0) - f{e,--0) = ■ ■ ; f(c,+0) - f{c,~0) 

wobei irgend welche reelle endliche Constante bezeichnen. Im Uebrigen 

sind der Function f(cp) keinerlei Bedingungen aufgelegt, sie kann beliebig oft durch 
Null gehen, sie kann beliebig oft vom Wachsen zum Abnehmen iibergehen oder umgekehrt, 
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° ^ C X - ' f ij- ■ 

siG kanii giapliiscli willktiilicli angGiioiiiniGD WGrclGu. UntGr I ist GiiiG willkiirliclip rGpllG 
ConsticinljG \GisijSiUclGnj wgIcIigii AVGrtli 1113,11 clGm / 3 .ucli lipilGgpii nmg, diG W^Grtlic tou 
u unci V wGrclGn dcLclnrcli uicliti liGGinflusst, du diG untGr den IntGgrRlzGicliGii vorkoiiiiiiGii- 
den Functionen von cp sammtlich periodisch sind mit der PGriode 

In Folge der Bedingung r <ili liesitzGu die unter den Integralzeiclien steliendeii 
Functionen fiir jeden Wertli von cp einen bestimmten endlicheii Werth. Da sie ausser- 
dem, als Functionen von a;, y betrachtet, innerbalb der Kreisflache einwertliig und stetig 
sind, auch die Greiizen der Integrale endliche Grosseii sind, so folgt zunilcbst, dass u 
und V zwei, innerbalb der Kreisflacbe, bis in jede endliche Nahe zuni Bande, einwertbige 
und stetige Functionen des Ortes oder Punktes a;, y sind. Da ferner aucli die ersten, 
nacb X und y genommenen Differentialquotienten der unter den Integralzeiclien vor- 
kominenden Functionen innerbalb der Kreisflacbe einwertbig und stetig sind, so kann 
man die ersten Differentialquotienten von u und v nacb x und y durcb Differentiation 
unter dem Integralzeicben bilden, und erbalt claim, wenn man zur Abkiirzung setzt: 

N = 2 Ur cos (t—(p)i- ■/’“= Fc— 2Bx cos (p — 2By sin (p + a'“+ y-, 

== cos cp -f- 2xy sin cp — 2Mx\, 

N^ = 2E[(JR^—x^-i-y^') sin p + 2xy cos 95 — 2Ey], 


cp = I+7t 



cp —I—7t 


dv 

dx 


cp = l 

Cp = l—7t 


x'- 


dep, 



Cp = l — 7t 


dv 

dy 


_1_ 

2it 




f(<p)§id(p. 


cp = l—n 


Die ersten Derivirteii von u und v nacb x und y smd also im Iimern der Kreisflacbe 
ebenfalls allentbalben einwertbig und stetig, und da zuclem zwiseben ibnen die Rela- 

tioneii: besteben, so zeigt sicb u + vi als eiiie Function der complexen 

dx dy’ oy dx 7 o 

Variable x -f- yi, clie mit ihren sammtlicben Derivirten von angebbarer Ordnmig innerbalb 
des Kreises allentbalben einwertbig und stetig ist. Es ist damit zunachst bewiesen, 
dass der Ausdruck u, wenn man die Bewegung des Punlrtes P auf die Kreisflacbe mit 
dem Radius B besebrankt, eine reelle Function der Coordinaten r, y darstellt, die mit 
ibren sammtlicben Derivirten von angebbarer Ordnuiig im Innem der Flacbe, d. h. bis 
in jede endliche Nahe zuin Rancle, allentbalben einwertbig und stetig ist, und deren 

zweite Derivirte der Gleicbung ^ gentigen. 
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2 . • 

Es soil jetzt welter imtersucht werden, wie der Ausdruck u sich verlmlt, wenn 
der Punkt P clem Eaiide der Kreisflaclie nalier mid naher rilckt: ob dann der Werth 
von u sich einer festen G-renze niihert, oder ob etwas davon Verschiedenes stattfindet. 
Zii dem Ende kdnnte man untersuchen, was aus dem Integrale u wlrd, wenn bei 
constant bleibendem t die Varialile r sich wachsend dem Werthe 11 niihert. Es wtirde 
dies dem Fade entsprecheu, wo der Punkt P sich einem festen Punkte O' der Peripherie 
in der Richtung des Radius 0 O' nahert. Das Resultat konnte uliter Umstanden ein 
anderes werden, wenn der Punkt P sich dem Punkte O' in einer von 00' verschiedenen 
Richtung naherte. Urn. also gleich den allgeineinsten Fall zu untersuchen, wo der 
Punkt P in einer beliebig angenomnienen Richtung zum Punkte O' geht, indem nur 
auf diese Weise der Charakter der Function fiir den Raiidpunkt O' klar erkannt 
werden kann, filhre man in dem Ausdruclce u an Stelle von r und t die Coordinaten 
^ und T, von dem Punkte O' als Pol aus, ein. Durch passende Wahl von r zwischen 
0 und 71, die Grenzen selbst ausgeschlosseii, kann man dann ftlr das Pleranrhcken des 
Puiiktes P zum Punkte O' jede zulassige Richtung fixiren, und das Hei.’anrucken selbst 
wire! bewirkt, indem man das inimer positive q unter jede Greuze sinken lasst. 

Zunachst geht nun der Ausdruck u durch Einfuhrung von q und r ilber in: 


(!>=: I+7t 

/rt \ _ ^ ( -/Y (2 7? 4 ) sin r — q “) d qi 

^ ^ 'IP) l2Ji -—2 jR() sin rj 11 — co.s (qp —«) |-|-2 A() cos r sin (i;j- 

(p = l — n 

Setzt man dann, da der Werth von u von dem Werthe der Constante I unabhangig ist, 
l = a, und zerlegt das Integral zwischen den Grenzen a — Ti und a -\-ti in zwei neue 
Integrale und von denen das erste die Grenzen a — jt und a, das zweite die 
Grenzen a und a -\- rt besitzt, ftihrt ferner in dem .Integrale eiiie neue Integrations- 
variable ein durch die Substitution cp ^ a — cp^, ebenso in dem Integrate eine neue 
Integrationsvariable cp^ durch die Substitution cp = a-[-(p,,, so erhiilt man schliesslich, 
wenn man in den Endresultateii bei (p^, c/)^ einfach die Indices iinterdrilckt und zur 
Abktirzung ^ setzt: 


(3.) 


n 

=_-J_ r fia-w) _ (2xsmr-x^)c2(p _ 

^ (2 ~ 2oi sint) (1 —cos (p) — 2 k cos r sill (jpoi'* ’ 

7t 

^P) fffa^w) _ (2Ksinr-KV?y _ 

^ -r /(2 — 2 Ksim;) (1 — cos qp)-|- 2 k cos t sin qp-|- k- 
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Mag nun die Function f{q)) fiir (p^a eine Unterbrechung der Stetigkeit erleiden 
Oder nicht, immer lasst sich eine positive Zahl 2y kleiner als ~ angeben, so dass in 
den beiden Intervallen von ^ - 2;/ bis 9 = « _ 0 und von cp~a + () Ins g = a -f- 2 ;^ 

die Function f{(p) stetig ist. Zerlegt man danii ein jedes der beiden Integrale u und 
in zwei neue, von denen das erste die Grenzen 0 und das zweite die Grenzen 2y 
und n besitzt, setzt ferner zur Abkurzung: 


(4-) 


^1 


2 y. sin X — 


a 


(2 — 2 ',t siu r) (1 — cos qo) — 2 x cos x siu qp -|- ■jc* ’ 

_ 2 X sin T — yr 

2 (2 — 2 y, sin x) (1 — cos qp) -|- 2 y cos x sin qp -|- ’ 




^JQi - Ji{y, y, t ), = ^1(75 y, t ), 

0 2 y 

2y jt 

~2^j ~ '^(Z’ Y ~ ^2 (Z’ 


uiid beriicksichtigt, dass die Grossen und ihr Zeichen nicht wechseln, wie auch 
(p, X und T variiren inogen, indem die Nenner dieser Ausdrucke in der Form 

(2 — 2x sin r) (1 — cos 93 ) ± 2>c cos r sin 93 + = [2 cos t sin ± >c cos -|]V [(2 sin t — x) sin ■!]' 


enthalten sind, ihr geineinsainer Zahler 2x&mx — x^ dagegen fur jeden Punkt P im 
Innern der Kreisfiache positiv ist und erst auf der Peripherie den Werth IsTull erhalt, 
so folgt, indem man bekannte Satze aus der Theorie der bestimmten Integrale anwendet, 


= Y ~~ ^^iz) + Y (Z’ 

= Y ^^(Z’ /*(« + 2^2/) + ^ JZ(z, Tr)Af2, 


wobei 6^, 6^ zwei reelle Zahlen bezeichnen, die den Bedingungen 
geniigen, M^, zwei reelle Zahlen, die den Bedingungen K<M^^G 

unterworfen sind, wenn K den kleinsten, G den grossten unter all den Werthen be- 
deutet, die f{(p) uberhaupt annehmen kann. Und man mag noch bemerken, obschon 
dies durch die Bezeichnung nicht hervorgehoben wurde, dass bei festangenommenem a 
die Werthe der Zahlen 6^, 6^, von den drei Grdssen y, x, r abhangen, dass aber 

bei jeder zulassigen Wahl von y, x, t die eben aufgestellten Grenzen ftir die 6 und Af 
imveranderlich bewahrt bleiben. 


p-a, I. 
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Zur Untersuchung der vier Functionen J[, Jo, Jg libergehend, kann man 
zunachst bemerken, dass die beiden letzten sicb leicht auf die beiden ersten zurtick- 
filhren lassen. Denn da in ubergeht, wenn man in dem Ausdrucke ftir statt t 
die Grosse n — r einfiilirt, so hat man dem entsprechend auch 

(6.) Jg {y, j; {y, r) = J/ [y, x,71-t). 

Man fuhre nun in den Integralen und J/ an Stelle von cp eine neue Integrations- 


1 

variable | ein durch die Gleichungen | = — tg = — 

sichtigt, dass 

(2 K sin r — y.^) d 


Q^dcp = 


, indem man beruck- 


(2 sin r —%) 


, „ . o tp . cp , <> 9 <P (4—4oi sin — 4cosrg-)-l^ 

(4 — 4oi sin t-l-oi") cos r sin cos — -j-Y. cos^ — 

und dass bei dieser Transformation den Werthen (p=0 bis cp^2y die Werthe ^ = 0 
•bis clen Werthen cp^2y bis cp=^7i die Werthe | bis | = oo entsprechen. 

Es wird dann 


(7-) 




tangy 




(2 simr — Y)d^ 


sin T -|- K^) — 4 cos t ^ -j-1’ 

jr / \ _ r _ (2 sinr — 

1 V ? '^J ^ (4 — 4k sinir -|- k“) — 4 




tang Y 


■ 4 cos r ^ -j-1 ^ 


und da das unbestimmte Integral der hinter den Integralzeichen stehenden Function 
von ^ dargestellt wird durch 

tang + Const., 


arc 


so folgt schliesslich, wenn man zur Abkurzung = n setzt, und berucksichtigt, dass 
die Grossen 2 sin r — x und 4 — 4:;c sin ir + x^ immer positiv sind, 

’ T / \ I r(4 — 4 k sinr 4-K^) % — 2 cos r”! , , r 2 cost "I 

4 (y, = arc tg + arc tg , 

T'/ N ^ X rG — 4 k sintr-4-K^) « — 2 cost"! 

\J,(j,x,r) = ^- arc tg - -j • 

IJnter arc tg a, bei reellem Argumente a, ist bier und im Folgenden immer derjenige 
einzige bestimmte, zwischen — y und +y enthaltene Werth verstanden, der entsteht, 


( 8 .) 
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wenn man c? arc tang a; — + auf directem Wege zwischen den Grenzen 0 nnd « 

integrirt. Fiir ein positives a und ein ebenfalls positives /i gelteu dann die Formeln: 

arc tg oj = -f- - arc tg-^, arc tg a - arc tg (3 = arc tg , 

von denen die zweite aiich fur negatives/5 nocli giiltig bleibt, wenn nurH-a/5>0 ist. 

Man nehme nun den Punkt P in dem, durch die Grosse r fixiiien Strahle so 
nahe zum Punkte 0 liegend an, class, wie klein auch j/ gewablt sei, x kleiner als tgy 
sei. Dann ist, weil tg^y auch <1, dagegen n>l. Unter dieser Yoraussetzung 

ist der Ausdruck (4—4>c sinr+;«“)^^ — 2 cos r fur jeden Werth von r positiv, denn der kleinste 
Wertli, den er bei variablem r liberhaupt annehmen kann, ist (4 + x'}n — 2Vi+ 4x"?r, 
und dieser Minimumwerth ist positiv, weil (4 + >£^)-'?P—4(l + 4?c‘w“) = (16 —4 
fur X <1 und n>l iinmer positiv ist. Man bat also stets 


(a.) arc tg ■ 


(4 — 4« sin T -j- n — 2 cos t 
2 sin r — x 


arc 


tg[i 


2 sin T 


(4 — 4y. sin T -)- 


— V. 

n — 2 cos r_ 


Bezeicbnet ferner r einen zula^ssigen Wertb fur t, der zwiscben 0 und ^ liegt, so hat man 

, r 2 cos r' 1 7f 1 r2 sin r — x~\ 

arc tg —;— = w — arc tg — -^ , 

o 1_2 sin r — TtJ 2 L 2 cos r J ’ 

, r2 sin t — y.l , r 2 sin t'”] x f cos t 1 

o L 2 COS r J ^ L2 cos r J ° L2 — y sin r J ’ 


arc 


und durch Subtraction der zweiten Gleichung von der ersten ergiebt sich 


( 6 .) 


, r 2 COS r' ■] Tt , , , r y. cos t' n 

L 2s l n7-d = Y - ^ + arc tg LYTYsinYj 


Man erkennt nun leicht, dass diese letzte Formel noch richtig bleibt, wenn t = y vrird, 
und auch noch, wenn man an Stelle von r die Grosse yr —P schreibt. Die Formel (&.) 
gilt demnach wie (a.) fiir jeden zulassigen Werth des Winkels r zwischen 0 und n. 
Beriicksichtigt man noch, dass 


arc 


tg[t 


2 sin r — x 


1 , r ycosT 1 r sinr — yncosT ~\ 

-J - arc tg = Etrc tg ’ 


(9.) 


(4 — 4y sin v x^)n — 2 cos v_ 

und dass xn durch tg y ersetzt werden kann, so folgt aus den Gleichungen (8.) 

r , , r si n (r — y) ~] 

^[iyf ^5 t) = ?T — T — arc g 1 ^ 2 % cos y — cos {r — y)J ’ 

~ 1 _( 4 _ 47c sinir + y®) « — 2 cos tJ ’ 

und hieraus weiter, indem man r durch ji — r ersetzt und die Gleichungen (6.) beachtet, 

( y \ 4 r + y) ~ 1 

I ^2 Tj — T arc tg l_ 2 n cos y -j- cos (t -j- y)J ’ 

^2 (p? ^5 V ~ arc tg ^ -j- 2 cos tJ 


(10.) 
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Eiufache Betrachtungen, wie sie in der Theorie der Maxima und Minima vor- 
kominen, zeigen nun, dass der Weidli des Ausdruckes 


m 


sin d 

2n cos y -j- ® ’ 


wenn d, y, n reelle Grossen bezeichnen, und n>l ist, immer zwischeii den 

Grenzen — — und + — liegt. Ebenso leiclit ergiebt sich, dass, in Folge der vorher 
liber die Lage des Punktes P getroffenen Bestimmungen, die Diiferenz 

2 r 2 sin T — ‘A 1 

n L(4 — 4k sinr-j-ot®) « — 2 cosrj 


fiir jeden zulassigen Wertli von r zwiscben 0 und n positiv ist. Beriicksichtigt man 
dann nocli, dass fiir jedes reelle positive a der Wertli von arc tg (±oj) zwiscben — a 
und + a liegt, so ergeben sich aus den Gleichungen (9.) und (10.) die Relationen: 

0< JaXp/, z, t)<1, 


( 11 .) 


- IT << '^ + v> 


und man erhalt schliesslich, indem man unter e^, zwei reelle Zalilen zwiscben — 1 
und +1, unter 4 ^-wei reelle Zablen zwiscben 0 und 1 versteht, die Grenzen selbst 


ausgescblossen: 


( 12 .) 


>«,•'■)-n-T + V' 

*> ■*^) = + -J> V(r> '^) 


n 

2^2 

n 


4 . 


Fiihrt man die fiir Pg, gelundenen Werthe in die Formeln (5.) ein, 

so folgt: 

- r (™ - T + ^) /■(« -29^;! + 

(13.) 




n% 

2s ,2 
mt 


unter der vorber gemacbten Voraussetzung, dass y eine Grosse zwiscben 0 und be- 

zeicbnet, die so klein angenommen ist, dass die Function f(cp) in den beiden Intervallen 
von (f = a — 2y bis cp = a~0 und von ^ + 0 bis (p = a -\-2y stetig bleibt, und unter 

der femern Voraussetzung, dass x<cigy ist, wahrend zur Abkiirzung n fiir ^ gescbrieben 
wurde. Die obigen Formeln bleiben also ricbtig bei einer Yerkleinerung von y von 
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dem fixirteu Werthe aus, werni man nnr gleichzeitig aucli z so weit almehmeii liisst, 
dass z kleiner als tgy bleibt. Setzt man ram tg-=.i, so ist r>l, da t!rr<l, und 

der Bedingung z<tg;^ wird geniigt, wenn man z-i setzt; es wird dann « »Da 
femer, weil y zwischen 0 nnd -J liegt, ;'<tg;. ist, so kami man 


29, r 


29;tgr=^, 


26 


\y = 2e: tg ;r = ^ 


setzen, wobei 0^0^<1, 0^9^<1, indem die Werthe von 0 „ 0 ., nacli Fraherem den 
Bedingungen O^fl, ^1, genugen. Bildet man jetzt durch Addition der linken 

Seiten der Gleicliungen (13.) die Function so folgt bei passender Anordnnug 


(14.) 


- 0 ) + 7 [/■(«+ 0 )-/■(“- 0 )] 

+ ” A«-o)] + •^[/■(“+^) - /■(«+o)] 

+ i [2s; Jf, + 24 jf, + s, f[a - ^) + e,f{a + ^)] 


Bemerkten, also aucli fiir jedes grossere ?/. Lasst man 

nun, bei constant gehaltenem r, durch fortwahrende stetige Vergrosserung von r die 
G-rosse x, also auch q = Bx, stetig kleiner und kleiner werden, so entspricht dieseiii 
Processe geometrisch ein nnbegrenztes stetiges Anriicken des Punktes P gegen den 
Begrenzungspnnkt 0 in der, durch den Winkel t fixirten Eichtnng, und es convergiid 
dann, wie die letzte Form el unmittelbar zeigt, gegen die feste Grenze 


(15.) 


= /■(«- U) + ^ [f{a + 0) ^ f{a - 0)], 


denn man kann stets, wie klein auch eine von Null verschiedene positive Zahl o an- 
genommen werden mag, dazu den Werth von q so klein, oder was dasselbe, den Werth 
von V so gross amiehmen, dass die Summe der Grosseu, die anf der rechten Seite der 
Pormel (14.) in der zweiten und dritten Zeile stehen, fiir dieses v nnd auch fiir jedes 
grossere v ihrein absoluten Werthe nach die Zahl a nicht hbersteigt, einerlei, welchen 
von den znlassigen Werthen r besitzt oder annimmt. 

Gehort nun zu dem Eandpunkte O', dem im ersten Polarcoordinatensysteme die 
Coordinaten r==B,t = a zukommen, ein Werth a von t, fur den die willkUrbch angenommene 
Function/* keine Uuterbrechung der Stetigkeit erleidet, so ist /*(a+0) = /*(«—{))==/*(«), 
und die, durch den Ausdruck u dargestellte Function der Coordinaten x, y des Punktes P 
erhalt dann, wenn P vom binern her auf irgend eine Weise in den Punkt 0 rflckt, 
immer den bestimmten Werth /*(«). Erleidet dagegen die Function f fur den Werth a 
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cles Argumeutes eine Unterbrechung cler Stetigkeit, d. h. ist a einem der friiher 
fixirten ]} Weitbe c^, c^, •• •, nacb dem Modul 27i congruent, so zeigt die Formel (15.), 
dass in dem Falle der Werth, den die Function u beim Einrilcken des Pnnktes P in 
die Lage O' erhalt, von der Richtung, in der dasselbe gescbieht, abhangig ist, nnd zwar 
so, dass zn jeder bestimmten Richtung ein nnd nnr ein bestimmter Werth von u gehort, 
der sich mit dem, die Richtung bestimmenden Winkel r in der Weise stetig andert, 
dass die Aenderungeii von ii den Aenderungen von r proportional sind. Dnrch passende 
Wahl der Richtung des Einrhckens kann man dann fur u jeden Werth erhalten, der 
zwischen f{a-Q) nnd liegt, nnd geht man in der, dnrch = y fixirten Richtung 

des Kreisradins gegen den Punkt O', so trifft man dort mit dem Werthe — 
ein. Der Punkt O' bildet in diesem Falle einen Unstetigkeitspnnkt fiir die, dnrch den 
Ansdruck u dargestellte Function, ohne dass daruin, wenn man sicli die Werthe von u 
dnrch Ordinaten, die in den entsprechenden Punkten x, y seiikrecht auf der Ebene des 
Kreises stehen, reprasentirt dachte, die dadurch entstehende, ilber der Kreisflache im 
Raume ausgebreitete Flache irgendwo eine Unterbrechung ihres Zusammenhanges erlitte. 

Damit ist bewiesen, dass immer eine Function u existirt, die ausser den, schon 
am Ende von art. 1 erwahnten Eigenschaften noch weiter die besitzt, dass sie am. Rande 
der Kreisflache vollstandig mit einer fur den Rand (r = P, t==t) willkurlich angenom- 
menen reellen Function f{t) ubereinstimmt, wenn nnr f\i) der Bedingung, langs des 
Randes allenthalben einwerthig und stetig zu sein, unterworfen ist: dass dagegen, wenn 
die Function f{t) die Bedingung der Stetigkeit in der Weise verletzt, dass sie fiir einzelne 
Punkte (r = jK, t = c^, c^, • - - , des Randes springt, dann die Uebereinstimmung nnr fiir 
die von den c verschiedenen Punkte des Randes besteht, wrihrend in den Punkten c 
selbst die Function u alle nur moglichen Werthe zwischen den Werthen /‘(c —0) und 
/’(c-fO) besitzt. Im ersten Falle, wo f(f) allenthalben stetig vorausgesetzt wird, ist, 
wie Formel (14.) zeigt, die Function u fiir die gauze Kreisflache, den Rand einbegriffen, 
stetig: im zweiten Falle kann von der Stetigkeit der Function u nur die Rede sein in 
einem Gebiete, das aus der Kreisflache entsteht, indem man die p Punkte c dnrch 
ebensoviele Kreise, die diese Punkte zu Mittelpunkten haben und deren Radieii endliche, 
im Uebrigen beliebig Meine Werthe besitzen, ausscheidet. 


Eine weitere Frage ist die, ob ausser der, durch den Ansdruck u dargestellten 
Function u niclit noch eine zweite Function, existirt, die die bis jetzt gefundenen 
Eigenschaften von u ebenfalls besitzt: oder ob durch die erwhhnten Eigenschaften die 
Function u eindeutig bestimmt erscheint. Die Existenz einer zweiten Function, u^, 
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vorausgesetzt, wird dann die durch ^ = u~u^ zu bezeichneiide Diflerenz der beiden 
Functionen fiir die gauze Kreisflache, den Rand einbegriffen, eine einwerthige uiul stetige 
Function des Ortes odei Punktes x, y sein, die am Raude allentbalben den Wertli Null 
besitzt. In welcber Ricbtung also aucb der Punkt P in eineii Randj)unkt (J einrucken 
mag, der zngeborige Wertb von fx wird stets gegen Null convergireii. Damit ist aiis- 
driicklicb festgesetzt, dass fur den Fall, wo die Function am Rande Uiistetigkeits- 
punkte Cl, c.t, • • •, besitzt, die Function fCir diese Punkte in gleicber Weise unstetig 
weiden soil wie die Function u. AVas ferner die Derivirten von jx betrifft, so w'erden 
jedenfalls die ersten nnd zweiten Derivirten von /x im Inneru der Kreisflache, d. h. 
bis in jede endliche Nahe zum Rande, einwerthig und stetig sein, und die nach x und y 
genommenen zweiten Derivirten der Gleichung + = 0 geniigen. 

Eine Function fx init diesen Eigenschaften kann aber, wie jetzt gezeigt werden 
soil, tiir keinen Punkt im Innern der Kreisflache einen von Null verschiedeuen Werth 
besitzen. Das Gegentheil angenommen, sei ein Punkt im Innern der Kreisflache, 
fiir den die Function fx einen von Null verschiedeuen Werth besitze. Mit M' be- 
zeichne man den absoluten Werth von mit M'' eine von Null verschiedene fest an- 
zunehmende positive Zahl, die urn eine endliche Grosse kleiner als M' sei. Da nach 
der Voraussetzung der Werth von /x durch stetige Aenderung stets gegen Null con- 
vergirt, wenn der Punkt P sich in irgend einer Richtung gegen einen Punkt des Randes 
bewegt, so werden die Punkte der Kreisflache, far die der absolute Weidh von g- grosser 
Oder gleich M" ist, alle in angebbarer endlicher Entfernimg vom Rande liegen. Man 
kann also mn den Mittelpunkt 0 einen zweiten, dem ersten concentrischen Kreis zieheu, 
dessen Radius um eine endliche Grosse kleiner ist als B, und der die genannten 
Punkte sammtlich einschliesst, so dass in keinein Punkte auf der Peripherie dieses 
Kreises der absolute Werth von fx die Zahl M" ilbersteigt. 

Setzt man dann 

0,0 

und beschrankt die Bewegung des variablen Punktes x, y auf diese kleinere Kreis¬ 
flache F', ohne den, mit K' zu bezeichnenden Rand derselben auszuschliessen, so ist 
fxi-vi in der Flache F', den Rand einbegriffen, eine allenthalben einwerthige und 
stetige Function der complexen Variable 8 = x-{-yi, die bis in jede Nahe zum Rande 
und auch noch auf dem Rande K' selbst einwerthige und stetige Derivirte besitzt. 
In Folge dessen hat das Integral 

1 
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ausged.ehnt in positiver Richtung dnrch die Begrenzung K' von F immer einen be- 
stiminten Werth, wenn nnr der Pnnkt x, y der Ebene, fiir den 0 den Wertli 0 hat, 
nicht auf K' selbst liegt. Und zwar ist der Werth dieses Integrals bestandig Null, 
wenn der Punkt x, y ausserhalb F' liegt, wahrend fiir einen Punkt x, y im Innern 
von F' der Werth des Integrals init dem Werthe iibereinstimint, den die Function 
fx + vi in diesem Punkte besitzt. 

Bezeichuet man nun die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes mit x^, y^, 
die Polarcoordinaten mit r^, und den zugehOrigeii Werth von 0 mit 0 ^, so wird jeden- 
falls um eine endliche Grosse kleiner sein als weil der Punkt im Innern der 
Plache F, in endlicher Entfernung vom Rande K' liegt. Der Punkt x^, y^ clagegen, 

fiir den 0 den Werth 0 , ==^ 6 "^' besitzt, wird dann nothwendig ausserhalb F' liegen. 

Bezeichuet man noch den Werth, den die Function v im Punkte P^ besitzt, durch N^, 
wahrend der Werth der Function fx in diesem Punkte schon vorher durch be- 
zeichnet wurde, so folgt, wenn man in dem letzten Integrale an Stelle von 0 ' einmal 0 ^, 
das andere Mai 0 ^ einfiihrt: 


(I-) 


M^+N^i = 


+ 


1 r{^-\-vt)dz 

27ti j s — 01 

K' 


(n.) 


0 = 


1 r V i) d z 

27ti j 2! — 0o 
JC 


Trennt man in diesen beiden Gleichungen die reelleii Theile von den rein imaginaren, 
nachdem man fiir 0 ^^, 0 ^ ihre Ausdriicke durch Polarcoordinaten eingefuhrt, und 0 durch 
ds durch ersetzt hat, so folgt weiter, indein man den Ausdruck 

Pi — cos (^ 1 — 99 ) + rj zur Abkiirzung mit Q bezeichuet: 


(i“.) 

(p.) 

(IP.) 

(ff.) 


— jr 

sin(i(i-f/))] + y\Pl-P^r, cos(;^i-^)]) 

— 7t 

+ tc 

^ = 2^ cos(?5i-93)]-y [Pi^i sin(^i-93)]}, 

— TT 

+ tc 

siu(^,- <,)] + . cos(^, 


Mit Hiilfe dieser Gleichimgen kann man die Werthe und der Functionen fx 
und V fiir den Punkt P^ ausdriicken durch die Werthe allein, die die Function /.6 auf 
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der Integrationsourve K besitzt. Subtrahirt man uamlicli die CTleichunir iin.; vini il" > 
und addirt die Gleiohung (in) zu bei-flcksichtigt aucb, d-ass die>unctum im 
Kremmittelpuukte 0, 0 den Werth Null besitzt, so zerstbren sicU die Tenne enter den 
liitegialzeiclien, in cleneii y vorkomnit, und man erliiilt scbliesslicb: 


M. 


+ 7t 


.a (^f — rf) cl cp 


i?f — 2 i?j i-j cos (i, — qp) _|- rf ’ 




A/® 


2 ft r, sill (7^ — q:} dq: 
— 2 ii’j /-j cos i/j — q: 4 - 


Die erste^ dieser beiden Gleichungen zeigt, dass zwisclien dem Wertbe den 
dm Function ^ im Punkte besitzt, und den Wertben von p, am Rande A" von F' 
ein bestimmtei Zusammenbang bestebt. Aus dieser Grleicbung sollen jetzt weitere 
Scblilsse gezogen werden. Da den friiber getroffenen Anordnungen gemass der absolute 
Wertb von p, in keinem Punkte der Integrationsourve A' die xiositive Zabl Jf” tiber- 
steigt, aucb der Factor, mit deni p iinter dem Integralzeicben auf der recbten Seite 
dei in Rede stebenden Gleicbung miiltixilicirt erscbeint, wabreud der Inteicration sein 
Vorzeichen nicbt andert, sondern, da r^<P^ ist, stets x>ositiv bleibt, so folgt aus der 
obigen Grleicbung, unter Anwendung eines Satzes von Oauclnj, 

_ / _ (^1 '^'i) V _ ^ Tir = ' r (JS) — i']) dq 

2 ^ Hi 2 iij r, COS — 9) ^’i ~ 1 2 tt ^ dlf — 2 J?j cos (fj — q) -|- rf ’ 


und liieraus endlicb, nacb Ausfubrung des bestimmten Integrals: 

- M'% ibr< M". 

Dieses letzte Resultat steht aber im Widers^irucbe mit Friiberm, wonacb die 
positive Zabl M" endlicb kleiner als der absolute Wertb M' von AT gewablt war, 
miter der einzigen Voraussetzung, dass der Wertb 3£^, den die Function p im Punkte P^ 
besitzt, von Null verscbiedeii sei. Die einander widersprecbenden Ergebnisse, zu denen 
diese Voraussetzung gefillirt bat, beweisen ibre Unricbtigkeit und da m i t zugleicb die 
Dnhaltbarkeit der urspriinglicben Aiinabme, dass die Function p fur irgend einen 
Punkt P im Innern der Kreisflacbe, deren Radius 11, einen von Null verscbiedenen 
Werth besitze. Die Function p bat also fur jeden innern, in endlicber Entfernung 
vom Rande gelegenen Punkt der Kreisflacbe den Werth Null; da sie ausserdem far die 
ganze Kreisflacbe, den Rand einbegriflen, einwertbig und stetig ist, und ibr Werth beim 
Debergange vom Innern zum Rande stets gegen Null convergirt, so ist sie fur alle 
Punkte der Kreisflacbe und des Randes Null. Aus p = 0 folgt aber u^-=u, d. b. die 
Function ist mit der Function u identiscb, und es existirt demnacb nur eine 
Function u, die die frtiber angegebenen Eigenscbaften besitzt. Damit ist der im An- 
fange dieser Arbeit genannte Satz in alien seinen Theilen bewiesen. 

P-R, I. 
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6 . 

Fiir alle Punkte P im Innern der Kreisflaclie kaim der Ausdrnck fiir u in eine 
nacli steigenden Potenzeii von ^ fortschreitende Reilie eiitwickelt Averden. Man hat 
namlich 




2 ~ 2Br cos {t —qp)-f- 


+ P COS (t—cp) + ^ COS 2 -h ^ COS 3 (t—cp) -f- 


gultig ftir jedes r, dessen Worth kleiner als die Zahl P. Mnltiplicirt man linke iind 
rechte Seite dieser Gleichung niit —f^cp^dcp nnd integrirt nach cp zwischen den Grenzen 

— 71 imd + Tt, so folgt, indem man, was hier erlanbt ist, anf der rechten Seite die Aiif- 
einanderfolge der Operationen der Snmination imd Integration iUidert: 


Cffco) 

2%J>\^JB-—2Brcoait-cp)-\-r^ 

— 7t 

1 n = oo n j 4^ 

=== 2 ^ j j f\^P) {t~Cp)dip. 

— It _ji 

Den Werth, den die zn unterst stehende Reihe fur einen Pankt P mit den Coordinaten 
r, t im Innern des Kreises besitzt, bezeichne man durch den Werth der Function u 
in demselben Punkte durch Ftir jeden innern, hi endhcher Fntfernung vom Rande 

gelegenen Punkt der Kreisflaclie ist dann Sr,t^^r,f 

Die in der untern Zeile stehende Reihe geht^ wenn man r wachsend gleich E 
werden lasst, der Form nach tiber in die Ab^w•iersche Reihe 



Convergirt nun diese Fbwwsche Reihe ftir einen Werth i(' der Variable mid bezelchnet 
man ihren Werth fur dieses t durch 8i,, so ist, wie Abel nnd Pirichlct bowiesen, zu- 
gleich die Grenze, gegen die der Werth der frtihern, nach steigenden Potenzen 

von ^ fortschreitenden Reihe ohne Unterbrechung der Stetigkeit convergirt, wenn r 
stetig gegen E convergirt. Dieser Werth S^, kann dann aber nicht von dem Werthe 
fP + —0 verschieden sein, gegen den, nach art. 4, die Function convergirt, 

wenn bei constant bleibendem t' die Variable r gegen E convergirt. Denn da die beiden 
Functionen mid fiir jedes r<E gleichwerthig sind, und ausserdem jede von 
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ihnen fur lim r 


n ohne Unterbrechung cler Stetigfceit gegen eiue feste Greuze rou- 
yergirfc, eo tomien ihre Werthe an der Greuze des Gebietes der Variable r, d. h. fur 
r = U Diclit verscmeden sein. 

Fur die Function li, smd damit zwei Aiisdriicksformen aiifgestellt, das 1)estimmte 
Integral und die imendliclie Keihe, die sich, was ihr Terlialten aiif dem Itande der 
Kreisflache selbst betrifft, wesentlich imtersclieideu. Die erste Ausdrucksfonu versa,gt 
auf dem Rande, d. h. fur r = M, imiiier, indeiii sie dort allentlialben den Werth Null 
liefert. Die zweite Ausdrucksforni kann unter Umstanden auch noch auf dem Eande, 
d. li. fur ') = B, sei es allenthalben oder nur in einzelnen Pankten i?, f die Function u 
darstellen, und zwar wird sie diese Darstellung, wie eben bewiesen, leisten, wenn die 
Foitner^chQ Reilie, in die sie fiir r^B ubergekt, ftir die betrefienden Wertke von t 
conveigiit. Abei auch. in dem Falle, wo die Reihe ;i5^^ ^ fiir r = B noch convergirt, wird 
sie mil ftir die Raiidpunkte, in denen f(t') keine Unterbrechung der Stetigkeit erleidet, 
den FFeith darstellen, den die Function u in dem Pimkte besitzt, wahrend fur die Un- 
stetigkeitspuiikte auf dem Rande, wo f(fj springt und die Function ic unendlich luele 
Werthe besitzt, die Reilie, ihre Convergenz vorausgesetzt, nur den einzi<-^en Werth 
2 von ail den Werthen der Function u liefert, der einem Einriicken in der 

Richtung des Radius B entspricht. Alle ubrigen Werthe, die u in einem solchen P im kte 
je iiach den verschiedeneii Richtungen des Einriickeiis erhalten kanu, werden von der 
Reihe 8^^^ fur r = B nicht iiiehr geliefert, sind also gleichsam beim Uebergange vom 
Innern auf den Rand ausgefallen. Bei dieser, immer zulassigen Auffassung der Fourier- 
schen Reihe, wonach sie lediglich als Grenzform einer Reihe 8^^^, die ftir die Kreisflache 
bis in jede endliche Nahe zum Rande eine Function u darstellt, erscheint, aber als 
Grenzform, die einem Anriicken vom Innern gegen den Rand in der Richtung des Kreis- 
radius entspricht, erklart sich ihr Verhalten fur die Punkte t, wo die Function f{t) 
springt, auf nattirliche Weise aus dem Verhalten der Function u ftir die entsprechenden 
Randpunkte- B, t. 


7 . 

Um den Mittelpunkt 0 des Kreises, dessen Radius B, beschreibe man einen 
zweiten, dem gegebenen concentrischen Kreis mit einem Radius B'< B. Die Flache 
des ersten Kreises bezeichne man mit F, die des zweiten mit F': entsprecliend die 
Peripherien der beiden Kreise durch K und K' resp. Unter u werde dieselbe Function 
wie vorher verstanden. Dieselbe ist eindeutig bestimmt, sobald die Function f(cp), die 
in art. 1 ausfiihrlicher charakterisirt wurde, gegeben vorliegt, und mit Rucksicht darauf 
moge zur Abktlrzung gesagt werden, eine Function u correspondire mit einer gegebenen 
Function /‘(y). Unter diesen Voraussetzungen betrachte man das Integral 
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dx dy, 


ausgGcIelint iiber dio Flaclie F'. Da diG Derivirten voii u bis in jedo Giidliclie Nahe 
zum Rande K der ursprtiiigliclien Kreisflache eiuwertbig imd stetig sind, so sind sie 
es jedenfalls in F' mid aiich nocli auf der Begrenzung K' von F'. Es besitzt also das 
obige Integral einen endlichen, positiven Werth, der sich, wie 1')ekannt, aucb ausdriickt 
durch das einfaclie Integral 


r du I 

— i u^ds 

K' 


Oder 


+ 



erstreckt in positiver Richtiing iiber die Begrenzmig K' von F', weiin ds ein Element 
dieser Begrenzung, %> die nach Innen gericbtete ETormale bezeicbnet. Lasst man nun 
durcb successive Yergrosserung von K die Flache F' gegen F convergiren, so konnen 
in Bezug auf den Wertli des obigen Doppelintegrals zwei Falle eintreten: entweder 
wacbst JJp< iiber alle G-renzen, oder es convergirt gegen einen festen Grenzwertb Cr. 
Im erstern Falle bat das Integral Up keine Bedentung mebr, im zweiten Falle ist sein 
Wertb G. Dass der erste Fall immer eintritt, wenn die Function mit der die 

Function u correspondirt, fiir einzelne Yilertbe c des Argumentes springt, soil zunachst 
bewiesen werden. Die folgende Untersiicbung liefert diesen Beweis in allgemeinerer 
Form, und bildet so gleichsam eine Erganzung zu dem art. 17 der Biemanmchen 
Dissertation, indem sie zeigt, dass eine sammt ibren ersten Derivirten einwertliige und 
stetige Function A von x und y sicb nicht einer, in oinem Punkte in der gleicb fest- 
zusetzenclen Weise unstetigen Function fi unendlicli amialiern kann, obne dass das 
Integral *12 (A) aufbort endlicb zu sein. 

Fixirt sei ein begrenztes endlicbes Stiick T der XE-Ebene, imd in demselben 
liegend ein Punkt P. Pur diese Flache sei eine reelle Function jn der recbtwinkligen 
Coordinaten x, y gegeben, die sammt ibren ersten Derivirten im Inncrn von T bis in 
jede endlicbe Xabe zum Punkte P eiuwertbig nud stetig ist, und zugleicb mit ibren 
Derivirten diese Eigenscbaften aucb nocb auf dem Rande von T liesitzt. Das Verbalten 
der Function fx im Punkte P, von dem aus man Polarcoordinaten r, t einfuhre, sei 
dadurcb cbarakterisirt, dass wenn man in irgend einer Richtung t auf den Punkt P 
zugeht, dann der Wertb von ill obne Unterbrecbung der Stetigkeit gegen eine feste 
Grenze G(t) convergirt, die von der gewablten Ricbtimg abbiingig, sicb mit t um den 
Punkt P berum allentbalben stetig andert. G(t) wire! also eine einwertbige, stetige, 
und mit der Periode 2n periodisebe Function von t sein; der Pall, dass G{t) ftir jedes t 
denselben Wertb besitze, sei ausgescblossen. Was die Derivirten von /a betrifft, so soil 
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beziiglich ihrer Existenz oder ihres Yerhaltens im Pmikte P nichts festsiesetzt 
Fiir eine solche PunctioiL behaupte icli dann, wird das Integral 




ct, 


rrycf. 


sein. 


wenn man es tiber die Flache T ansdehnt, keinen angebbaren Werth erhalten, indem 
sein Weitb; je mein sich die Summation dem Unstetigkeitspunkte P nilhert, um so 
mebr uber alle Grenzen wachst. 

Um dieses zu beweisen, bescbreibe man um P als Mittelpunkt einen Kreis mit 
dem Radius dessen Placlie vollstandig innerbalb T liegt, und eiiieii zweiten, diesem 
concentriscben Kreis mit einem endlicb kleineru Radius '>p Ausserdem fixire man zwei 
Radiivectoien und (^>0’ gewablt seien, (was nach den gemachten 

Annabmen immer moglicb^, dass die Wertbe ili^ und ilZi von u, die man erliiilt, indem 
man das eine Mai in der durcb das zweite Mai in der durcb bestiniiuten Ricbtung 
in den Piinkt P eiiiruckt, endlicb verscbieden sind. Betraclitet man dann das Integral 



so bilden dessen Elemente einen Tbeil der Elemente des obigen Integrals S2fu'), und 
da dieses letztere nur positive Elemente besitzt, nie also Elemente sich gegenseitig 
aufheben, so wil’d der verlangte Beweis erbracbt sein, wenn man zeigt, dass der Wertb 
des Integrals W„ dadurcb, dass man die Zablen und in passender Weise klein 
genug nimmt, grosser gemacht werden kann als eine willkurlicb gegebene, beliebig 
gross angenommene positive Zabl. 

Die Function jn ist der Annahme gemass sammt ibren ersten Derivirten in dem, 
durcb die Grenzwertbe und fixirten Gebiete, den Rand desselben einbegriffen, 
eine einwertbige und stetige Function von r und f. Man setze ja = F(r,f), und zur 
Abkurzung P(r, (r), F(r,Q = f^{r): dann bat man nacb den iiber und ^2 vorher 

getroffenen Bestimmungen lim f. (r) = AT, bm (r) = A/,. Betracbtet man nun das in 

= ^ r=0'' 

dem Doppelintegrale vorkommende iniiere, von bis ^ zu erstreckende Integral, 
so bleibt bei der Ausfubrung dieser Summation nach ^ die Grosse r constant, und fur 
die Grenzen und bat ^ die Wertbe /^(r) und f^(r) resp. Enter all den Functionen 
V von die von t == bis t = % sammt ibrer ersten Derivirten einwertbig und stetig 
sind, und ausserdem fiir die Grenzen 4 die gegebenen Wertbe f^(r), f^(P} resp. be- 
sitzen, existirt nun eine, fur die das Integral 
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am kleinsteii wircl. Es ist dies die Function r = + wenii man die Constanten c, 

ans den Gleichungen + + G bestimmt; der betreffende Werth des 

Integrals wird dann c“(4—Man liat also unter alien Umstanden 



[f.(r)-f:(r)r 


imd dalier aucb, well r und dr immer positiv sind, 


n 

Da die beiden Functionen ^ W (^') == '^'2 r = 0 stetig sind, mid 

fiir verscliwindendes r die erste den Werth die zweite den Werth M., erhalt, so 

kann man jedenfalls die positive Zahl r^, ohne gegen frilhere Yoraussetzungen zn ver- 

stossen, von Null verschieden so Mein annehmeii, dass der Werth des Ausdruckes 
[/a h') ~ ft ('^’)]^ r = 0 ohne Unterbrechung der Stetigkeit gegen die feste Grenze 

[JIYg —convergirt, in dem Intervalle von r = 0 bis r==r,, stets grosser als 

bleibt. Unter dieser Yoraussetzung tiber die Grosse von wird dann, wie 

man anch die positive Zahl die kleiner als vorausgesetzt ist, wahlen mag, stets 







sein, wobei der In rein reell zu nehmen ist. Lasst man nun, wahrend den fest- 
gesetzten Werth behalt, kleiner und kleiner werden, so ]?ann man dadurch den Werth 

von In ohne Anfhoren grosser und grosser machen, und es wird folglich , und 

um so mehr i2(^) bei successive!' Yergrosserung des Integrationsgebietes durch Abnahme 
von uber jede angebbare positive Zahl heruberwachsen. 


8 . 

Ganz anders stellt sich die Sache, wenn die Function f((p), mit der die Function u 
correspondirt, allenthalben stetig ist. Wahrend, wie eben bewiesen, die Yoraussetzung, 
dass f(cf) ftir einzelne Werthe des Argumeiites springt, mit Nothwendigkeit das Un- 
endlichwerden des Integrals 


'duY I 
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■w6nn mail gs ubGr die Kreisflache i" vom Radius H ausdelint, iiach sicli zielit. koiiiien, 
weiiii f{(p') allentlialbeii stetig ist, in Bezug auf Uy beide vorher geiiaiiiite Fiille eiii- 
treteii, d. b. es kaun, je nach der sonstigeii Bescbaffeiibeit von ffq ), das Integral Vy 
eiitweder eiidlich sein oder auch keineii aiigebbareii Wertli liesitzeu. Die Richtigkeit 
der ersteii Beliauptiiiig leiichtet unmittelliar ein, man braiicdit iiiir fur u den reelleii 
Tlieil eiiier Function von ^ zu walileii, die mit ihreii ersteii Derivirteii in der Flllche F 
und aucb noch auf dem Rande K derselbeii eiuwertliig und stetig ist. Den Beweis fur 
die zweite Beliauptung liefert das folgende Beispiel. 

Die Langeneiiilieit wahle man so, dass der Radius li des gegebeneii Kreises, 
dessen Gleichung = 0 ist, kleiiier als ~ wird. In Bezug auf diese Kreis- 

flaclie, den Rand einbegriffen, defiiiire man eiiie Function u als den reellen Tiieil der 
Function 

uvi = iV—Tn i- X + yi) 

der coiiiplexeii Variable x-\-yi, nachdem man zuvor diese Function filr die Kreisflache 
wie folgt eindeutig bestimmt hat. Man fiihre vom Punkte x === — M, y = 0 aus Polar- 
coordinateii q, t ein durch die Grleichungen: x — B i- q cos t, y = q sin r: es kaun danii 
durch die Bev^egnng des Punktes x, y auf der Kreisflache die Variable q alle Werthe 

von 0 bis 2E<1, die Variable r alle Werthe von bis +-|- annehmen, wahrend 

alle tibrigen Werthe durch die Bedingung, dass der Punkt x, y nicht tiber den Rand 
der Flache hinaus gehe, ausgeschlossen werden sollen. Der unter der Quadratwiirzel 
vorkoinmende Logarithmus v^erde ftir die Kreisflache eindeutig bestimmt durch die 
Gleichung: — In (^B-j-x-i-y^) — — Q — xi: indem man unter hi q den bestimmten reellen 
Werth versteht, den man durch Integration von din ^ auf directem Wege 

zwischen den Grenzen 1 und q erhalt. Trennt man dann in der Gleichung fur u vi 
die reellen Theile von den rein iinaginaren, so folgt fiir jedes q und r, das einem 
Punkte der Kreisflache angehort, indem — h q immer positiv ist: 


u 


» [In^ sin [I arctg » - - P«= ? + “s[r arctg (j^)] 


wobei unter arctg mit reellem Argumente a immer derjenige Werth verstanden ist, den 
man durch Integration von cZ arctang «= ^cla auf directem Wege zwischen den 

Grenzen 0 und rx erhalt, und wobei femer die in beiden Ausdrucken vorkommencle 
vierte Wurzel stets positiv genommen werden soil. Damit sind derm die^ beiden 
Functionen u und v fur die Kreisflache, den Rand einbegrifiTen, vollstandig eindeutig 

bestimmt. 
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Zunachst ist nim klar, class die Function u mit ihren sammtlichen Derivirten 
von angebbarer Ordniing im Innern der Kreisflacbe bis in jede eiidliclie Nahe zum Rande 

einwertbig unci stetig ist, unci class die zweiten Derivirten der Gleichung = 0 

geniigen. Yon den beiden Punkten: x = — E, y = 0 und — y = 0: um die 

herum die verscbiedenen Zweige der ursprilnglicben Function u vi in einander iiber- 

gehen, liegt ja der erste auf clem Kancle, der zweite, der Beclingung B <~ gem ass, 

vollstandig ausserhalb cles Kreises. Keiner dieser Punkte kanu also vom Punkte x, y 
umlaufen werden, da dessen Bewegung auf die Kreisflacbe, deii Eancl einbegriften, be- 
scbrankt wurcle. Die Function u ist aber nicbt nur im Innern, sondern aucb nocb 
auf clem Bande cles Kreises allentbalben einwertbig und stetig. Fiir alle Tbeile cles 
Kandes, denen von Kull verscbiedene Wertbe der Grosse q zugeboren, zeigt dies die 
definireude Formel unmittelbar. Um das Yerhalten der Function u fiir den Eandpunkt 
^ = 0 zu erkennen, ftibre man durcb die Gleicbung 


1 = 



in den Ausdruck fiir u an Stelle der Yariable q eine iieue Variable ^ ein. Es wircl claim 


1 



und da fiir verscbwinclencles ^ die Yariable ^ immer gegen Kull convergirt, welcben 
Y^ertb aucb % besitzen mag, ferner fiir verscbwindencles ^ die Function u ebenfalls 
immer gegen Null convergirt, welcben Wertb aucb r besitzen mag, so folgt, dass ‘U in 
dem Eandpunkte {3 = 0 den bestimmten Wertb Null besitzt, uucl class denmacb die 
Function u fiir die gauze Kreisflacbe, den Eancl oinbegrifleu, durcbweg einwertbig 
und stetig ist. 

Fiir diese Function u bilde man jetzt das Integral 




■// 


du\'^ 
dx 


-h 




■m 


'du' 
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und debne es iiber die Flacbe F cles Kreises aus. Da dieses Integral nur positive 
Elemente besitzt, so wird man das Unencllicbwerclen clesselben bewiesen baben, wenn 
man zeigt, dass es iiber einen bestimmten Tbeil F' von F ausgedebnt scbon unendlicb 

wird. Zu dem Encle verstebe man unter eine positive Zabl, die zwiscben 0 und y 
liegend, sowohl von 0 wie von endlicb verscbieclen ist, unter den Eadiusvector 
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■ = u. 


des Punktes der Kreisperipherie, dem der \\ erth t == ziigehnrt. r(i> . iinter 

6 inG von Null veischiedene positive Zahl, die kleiner aLs gewiililt ist. Das dorrh 
die Padiivectoien t = r = imd diirch die Kreise (^ = q — q., benranzte Stuck i'’ 
der Ebene bildet daiin eineii Tlieil der Flacbe F. wie klein aucli als positive Zahl 
angenommen sein mag. Da ferner 


( u 
d 


du 

rr 


f = ['■^sm[iarctg(^)J- ^ cos[i-arctg 

tP’'' 9+'^T“| sm[iarctg(j;f^)] + J;i(.eoi[iuiTtg(,g-)]j 


ist, so ergiebt sicb. als Worth des obigeii Integrals, wenn man es nur tiber den tixirten 
Tbeil F' von F ausdehnt, und dem entsprecheiicl seinen W'ertb durcb f'.. bezeicbnet: 


Qi +«i 


di 


(>L 


yin- p 


nnd bieraus weiter nacb Ausfnbrung der Integration, indem man zur Abkurzung 
— In = a, — In ^ setzt; 



O' -j-l/o:^ -|- rf 
■§ +l/p’- + Ti- 


F~ln 


a 



J’ 


wobei die vorkommenden Qnadratwnrzeln sammtlicb positiv, die Logaritbmen rein reell 
zu nebmen sind. Lasst man nun kleiner und kleiner werden, so wacbst die positive 
Zabl a liber alle Grenzen. Von den drei Tbeilen, aus denen die recbte Seite der letzten 
Gleicbung bestebt, andert sicb der dritte dadurch nicbt, weil die positive Zabl /? von 
unabbangig ist, der Werth des zweiten Tlieiles convergirt fiir unbegrenzt wacbsendes a 

gegen die feste Grenze y, und der immer positive Worth des ersten wacbst mit a 

zugleicb uber alle Grenzen. In Eolge dessen erbalt das Integral fur verschwinden- 
des keinen angebbaren Wertb, indem es iiber alle Grenzen wacbst, und es wird 
daber um so mehr das Integral Fy, da es iiber die ganze Kreisflacbe auszudehnen ist, 
keinen angebbaren Wertb erbalten. 

Damit ist bewiesen, dass selbst wenn die Function /‘(^), mit der eine Function u 
am Eande iibereinstimmt, allentbalben stetig ist, daraus nocb lange nicbt das Endlicb- 
sein des tiber die Kreisflacbe auszudebnenden Integrals Fjr gescblossen werden darf. Alle 
in neuerer Zeit gemacbten Versucbe, die Zulassigkeit des Biricliletschm. Princips zu 
beweisen unter der Annabme, dass zu einer allentbalben stetigen Raudfunction f{t) aucb 

P-B., I. 32 
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immer ein endlicher \\'erth des Integrals Uy gehore, sind demnach als verfehlt zu be- 
trachten, da sie sicb auf eine falsche Voranssetzung stiitzen. Nirgendwo in seinen 
Schriften giebt Biemmin zn einer solclien Annahmo' Veranlassnng: das einzige Mai, wo 
er verlangt, dass von test gegebenen Eandwertlien aus eine Function a in’s Innere einer 
Flache so stetig fortgesetzt werden soli, dass das Integral £l{a) einen endlichen Werth 
erhalt (Dissertation, art. pag. ,2(1), stellt er ansdriicklich die Bedingung, dass in 
alien Begrenzungspnnkten ein Wertli gegeben sei, der sicli fiir eine nnendlich Ideine 
Ortsandernng nin eine nnendlich Ideine Grosse von derselben Ordniing andert. 

Wurzburg, 1. Mai 1871. 
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1 . 

Eiii6 Fuuktioii cl6r komplGXGii VGriliidGrlicliGii z you d.Gr iiu Fiindn,- 

mentalsatze (s. Seite 182 des ersten Teiles) cliaraktGrisierten Art ist Lis aiif eine additive 
KoiistantG bsstiiiiDit, soLald fiir sig di© FaktorGiipaare A.^, iixi RaliniGn 

der BedingungGii mod^, = l, mod ^, = 1 mid die KonstaiitGn S, (X sowie die zu mi- 
eigeiitlicheii FaktorenpaarGii A, B gehorigen IvonstaiitGii im italmiGii dGr Bedingimgeii: 


v=p a=s 

l'=l IT=1 

festgelegfc sind. 

Jedes GrdBensystem , dessen 2p GroBen A,, B,, r=i,2,...,p, den 

Bedingimgen mod^^ = l, mod_B^ = l gentigen, soli eine Gharakteristik genannt iverden, 
und dementsprechend moge voneinerFunktion TF, welche die^GroBenjmare A^, B,, 

als Faktorenpaare besitzt, gesagt werden, daB sie zu der Gharakteristik gehore. Be- 
sitzt eine solche Funktion TF nicht fiir jeden Punkt der Flache T' denselben Wert, so ge- 
hort sie nur zu einer Gharakteristik denn da eine solche Funktion fur keinen Toil 

der Begrenzung von T" konstant ist, so konnen ihre Werte langs der Begrenzung nur 
einem Gleichungensysteme von der Form (S.) genugen. Besitzt dagegen eine Funktion TF 

fur jeden Punkt von T” denselben Wert, so kann sie als zu jeder Gharakteristik 
gehorig betrachtet werden; denn nach dem Fundamentalsatze wird die allgem einste zu 
irgend einer Gharakteristik gehdrige Funktion TF, bei der die GrdBen S, und die 


P-E, u. 
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Erster Ahschnitt. 


zu uneigentlichen Faktorenpaaren A, B geliorigen GroBen samtlich den Wert Null 
besitzen, durch eine willkurliclie Konstante C reprasentiert. 

Fine Charakteristik bei der die p Faktorenpaare J5,,, r=i, 2 , •••,?>, nicbt 

samtlicb uneigentlicbe sind, soil eine gewulinlicbe oder eine geniisclite Charakteristik 
genannt werden, je nacbdem die p Faktorenpaare samtlich oder nur zum Teil eigent- 

liche sind; die Charakteristik dagegeu, bei der die p Faktorenpaare samtlich 

uneigentliche sind, inoge die znr Zahlj; gehorige ausgezeichnete Charakteristik heiBen. 
Zwei Charakteristiken ), zwischen deren Elementen fur?/=l,2,'--,p 

die Beziehungen A,,A,. = l, = \ bestehen, sollen reziproke Charakteristiken ge¬ 

nannt werden. Da mod N,, = 1, mod />,. = 1 ist, so sind je zwei entsprechende Ele- 
mente reziproker Charakteristiken nicht nur reziproke, sondern zngleich anch konjugierte 
Zahlen. In dem besonderen Falle, wo die 2p Faktoren A, B samtlich zweite Einheits- 
wnrzeln sind, nnd demgemilB fhr v = 1,2, ■ ■■,p aus den Beziehungen A,.A^. = 1, B„B,. = 1 
die Beziehungen A,. = A,., jB,, = B,. folgen, ist die Charakteristik zu sich selbst 

reziprok. Unter den zur Zahl p gehorigen Charakteristiken kominen im ganzen 2'^' zu sich 
selbst reziproke Charakteristiken vor; man erhalt dieselben, wenn man in dem Syinbole 

( 5 ] •••5^) Stelle des Systems der 2p Buchstaben A^, ■ ■ ■, Aj,; B^,--,Bp der Eeihe 

nach die 2^^ Variationen der Elemente -f 1, — 1 zur 2pB"^ Klasse init Wiederholung 
treten laBt. 


2 . 


Die im letzten Abschnitt des ersten Teiles gewoniiene, auf zwei zu den rezi- 


proken Charakteristiken gehorige Funktionen W, W sich beziehende allgemeine 

Fundamentalformel (F.) soil jetzt, indem man bei den Charakteristiken (^, die 


eigentlichen und die mieigentlichen Faktorenpaare unterscheidet, in die fur die spatere 
Verwendung geeignetste Gestalt gebracht werden. 

Man nehme, unter X^, 1^, ■ • •, irgend eine den Bedingungen A <-^2 < • • * < 

-^^3 + 1 <+ s < • • • <geiuigende Permutation der Zahlen 1, 2, verstehend, an, daB 


bei der Charakteristik ( 5 ) == A, B^p,-',A^^, eigentliche, A^^, B^^ 

uneigentliche Faktorenpaare seien. Dementsprechend sind bei der zu dieser Charakteristik 


reziproken Charakteristik 




) A, • • •; A,, eigentliche, B, 


))+1 ‘ 


Ai , Bi uneigentliche Faktorenpaare. Die Grenzfalle '^=p imd p = 0 sollen nicht ausge- 


Einipitende Botrarhlun^fen. 3 

schlossen sem; der erstere ist daluii iiiterpivtieivn, da6 die p Fiikt<jrciipaare J. li un<I 
damit aiich die p Faktoveiipaare A, B siiintlich eisjentliche ?ind. der letztere daliin, daB 
die p Faktomipaai-e A, B nnd damit aucli die p Faktoreupuare I. Ti .<fmitlich un- 
eigenthche smd. Trenut man jetzt eine jede der beiden aiii' der reoiiteii Seite der 
Fundamentalformel (F.) m der ersten Zeile stelieiiden Sunimen so iu zivei Teile dafi der 
erste die den Werten v = X„ der zweite die den Werten »• = /,,,. /. 

entsprechendeu Glieder eiithalt, beacktet, daB fur v = 1 ... ■■■.X A^= A ~ 1. 

B,. - B.. = 1, = (5„ = 0, auch daS g, + (S, + ... ^ r.'. ^ g. 

mdem man ftr v = A,, X., ■ ■X^ zur AbkOrzung 




K.. - 2 - A, - B, 



—+ (i- 

B,. ^ 

■A,) 

^ 2Z>,,D/ 

e7,,= 


1 

ii 

,^l" 

+ 

! 

4?t) , 

^ 2D,.D,. 




setzt, die GroBen 9ft,, St,., i8,., '=ii.o, . , 1 ,, aid Gmiid des ini letzteii Abschnitfc des 

ersten Teiles Bemerkten in die diirch die Gleichungen: 


9tt - as:. + (1 - .4.)®.,, aCt _ eiA, + (i - ^4,.) sx, 

58. - ,s,e„ + (1 -it,)tt, sM, + (i- B,) it 

bestimmte Form, so nimnit die Fundamentalformel schlieBlich die Gestalt: 


(F.) 


fwdw=2 (®it - T El. Kit) + S El. (El, + e,,+• ■ •+eo 

SB ’ = 1 ’ = 1 

+ Jk.«it-33itSO 


+ + • ■ ■ + fij - 2n=i'S„2„ 


(7 = 1 
Cf = S 


_ a=8fz = mQ _ 

- (QAo-Qa(^ao) ~27ii^ 2 = 0 

fr = l ff=t /^=l 


an. In dem Grenzfalle Mlt die auf der rechten Seite dieser Formel in der 

zweiten Zeile stehende Suinine weg, in dem Grenzfalle p = 0 dagegen fallen die in 
der ersten Zeile stehenden Summen weg nnd zugleich ist in jedem dieser beiden Falle 
allgemein A,, = v. 
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Erster Abschnitt. 


3 . 

Die clem Punkfce oo cler Z-Ebene entsprecheiiden Pimkte oo^, 003, • • •, cx),^ der 
Pklclie T' sind im ersten Teile, in Art. 3 des fiinften Absclinittes, mit cT^, cP^, • • •, die 
zugekorigen Ordiiungszahleii mit — 1 , — y,j — 1 bezeichnet worden. Im Anschliisse 

damn warden die im Endliclien gelegenen Windnngspnnkto ^ = a^, s = a^, ■ ^ 2 = a,, der 
Flaclie T' mit + c^5+;., die zngehorigen Ordnimgszalilen mit 

■' ‘,y,j+r — '^ bezeichnet. Wei ter warden dann zn den anfgezahlten q-\- r Pnnkten noch 
irgend t nicht anf der Begrenzmig gelegene Pnnkte 2 = 2 = Flache T 

hinzagenommen mid mit c^2+,.+25 • • •? s = ? + ^ + «, bezeichnet. In den Fallen, wo 

eine Unterscheidang der Pnnkte a, e nicht notig war, wurde der kdrzeren Darstellung 
wegen filr diese Pnnkte eine einheitliche, dnrch die Gleichnngen as = • • •, 

= = = bestimmte Bezeichnung verwendet; zn- 

gleich wnrde dann der Pnnkt e= 3 , 2 ,•..,0, deni der Wert 5; = entspricht, 

als ein 0-facher Windimgspimkt angesehen mid demgemafi ihin die Ordiinngszahl?/,^^,,.^^—1, 
wobei y^^r+t = ^ ist, zugelegt. 

Mit Ericksicht anf die folgenden Dntersuchiingen empfiehlt es sich eine neue 
Bezeichnung einzufnhren. Die den Pmikten oo^^, oog, • • •, 00^ znkommenden Ordnmigs- 
zahlen sollen von jetzt an mit 1 , ^3—1, • • •, 1 , die den Pnnkten aj, a^, • • •, 

zukommenden Ordnungszahlen mit ^1— 1 , /Xg— 1 , • • 1 beziehmigsweise bezeichnet 

werden. Zwischen den Zahlen t, /n imd den Zahlen n, w bestehen dann die Beziehmigen: 

^ 1) (/^h ~ y • 

y. = X >f = l ()= 1 

Feriier bezeichne man, miter a irgend eine Zahl ans der Eeihe 1 , 2 , • • •, s verstehend, 
den der s Pnnkte oo^, • • •, 00,^, a^, • • •, a,., • • •, mit sodaB also ri, wenii o 

eine Zahl ans der Eeihe 1 , 2 , • • •, (/ ist, das Zeichen oo„, weiin o eine Zahl ans der 
Eeihe g + 1 , • • •, + r ist, das Zeichen endlich, wenn a eine Zahl ans der 

Eeihe g + r + 1 , • • •, s ist, das Zeichen vertritt. Ist im folgenden, znr Dnter- 

scheidung dieser drei Falle, tj dnrch 00^ oder dnrch a„_,^ oder endlich dnrch zn 

ersetzen, so soil der einfacheren Schreibweise wegen, wenn dad arch kein MiBverstaiidnis 
zn hefurchten steht, der bei den Zeichen cx),„ a„_^, sowie bei den zngehbrigen 

Zeichen stehende Index unterdruckt, also statt 00^, a,,.5, ^a-q-r-> M'a-g 

facher 00, a, s, /a geschrieben werden. Endlich mOgen noch, der nen eingefuhrten 
Bezeichnung eutsprecheiid, die der Zahl a zugeordneten, am Schlusse des ersten Teiles, 
in Art. 3 des siebenten Abschnittes, definierten Fniiktioiien ‘Q„, des in seiner 

Bewegnng anf das Gebiet des Punktes tj beschrankten Punktes ^ von jetzt an mit 



Einleitende Betrachtungon- 


F,(V), bezeichnet werdeii. Die zn Anfang des e])eii genaiinteii Arliktds auger^clirie- 

beiien Gleichungen nelimeii dann die Form: 

FS )=Ti''© - (®»i; + ^ ^ + ■ ■ ■" 


i.;(C) = T'K(t) - 2 „lnf+ T+T + 


bp 

u 

vt^ 

7 ^ 


Ao “b A,2rf; 


an, wobei C-£=o‘odev ';=a + 'C otler endUch:,-- , f, 

g - 6 + ;, ist, je nachdem tj den Pnnkt <» mit der Ordnungszahl t - 1 oder den Punkt a 
init der Ordnungszahl fi -1 oder endlich den Punkt 8 vertritt, und man hat dann, 
den in dem eben genanuten Aitikel fta c„., c„, .>o, gewonnenen Gleichungen ent- 

sprechend, bier: 


1 

n ! 


dt; 


c„. = 


»! 


dtl /o’ 


0-1,2, • • •,3, 
n = l,2,3,---, 


wobei der angehangte Index 0 bedeutet, daB der Grenzwert der zwischen den niiiden 
Klammern stehenden «*“ Derivierten ftr lim?, = 0 zu uehmen ist. Unterscheidet man 
jetzt in bezng auf t) die drei soeben erwahnten Fade, so kann man m den vorstehen en 
Formeln die Gi'oBe % durch die GrSBe ausdrucken und demgemaB 


flir 71 = 00 
ftir 7 } = a 

fur 7 ] = 6 


d^F^ 

dq 

d’‘F,j{t) 


'd!^ FjSZ‘) 
dtl /o 
d!' F^{ai-tO 
dtl 

d!^F,{BFQ\ 


'd^F^^it)\ (d^FjtJ) 


dri\ 




d^l 


dtZ 

ir FS^F'C \ 
dtl /o’ 

cfFjB + l.'i 


/o’ 

setzen In dem letzten dieser drei Fade, wo ^ einer der Punkte a, • • ■, a, ^t, stellen 
die auf den rechten Seiten der beiden Gleichungen stehenden Austocke 
welche die nach S genommenen «'» Derivierten yon ?,((,), &! t - * besitzen. 

Man kann daher ancb, wie ini folgenden immer gescbehen soli, 


ftir 7] 


FF, 






(ir 


dC 


d^F,{t) 

d^ 


n =1,2,3, • • • 




setzen. 




Zweiter Absclinitt. 

Uiitersiicliuiig der zii einer gewohnliclien Cliarakteristik (^) geliorigen Fmiktioneii. 


1 . 


Es bezeichne ii’gend eine gewobnliche, eiIso imr aus eigentlicheii 

FEiktorenpaaren znsammengesetzte, Charakteristik, (■!) = (^"' die zu ihr reziproke 

\BJ • • • Bp/ 

Charakteristik. Der im ersten Teile gewoniieiie Fundamentalsatz liefert daiin die samt- 

lichen zu den Charakteristiken beziehungsweise gehdrigen Funktionen kF, W, 

wenn man — unter Beibehaltung der im ersten Teile, in Art. 1 des siebenten Ab- 
schnittes, angewandten Bezeichnungsweise filr die zu zwei allgemeinen Funktionen W, W 
gehbrigen Konstanten — das eine Mai an Stelle des Systems der s-h'%+•••-f H-j? 
Konstanten das andere Mai an Stelle des Systems der s + • • • + m,Kon- 

_ T=P (; = 5 1' = ;^) (7 — !i 

stanten S, (S ein jedes die Gleichungen 0, ^2ni^2„= 0 nicht 

1=1 a—l v—1 a—1 

veiietzende System von s + w^H- + 7)i,-\-p Werten treteii laBt und zu jeder so er- 

halteneii Funktion nocli eine willkurliche Konstante addiert. 

Die nachste Aufgabe besteht nun darin, aus den zu den Charakteristiken 

beziehungsweise gehdrigen Funktionen gewisse einfachste Funktionen, aus denen die 
allgem einsten Funktionen W, W sich linear zusammensetzen lassen, und die daher als 
Elementarfunktionen anzusehen sind, herauszugreifen und die zwischen ihnen be- 
stehenden Beziehungen mit Hilfe der in Art. 2 des vorhergehenden Abschnittes auf- 
gestellten Fundamentalformel (F.) zu ermitteln. Da im vorliegenden Falle ein jedes 
Faktorenpaar A,., B„ ein eigentliches, also ^ dementsprechend 1, ^ 2 = 2 , • • •, 

= p ist, so tritt, wenn man noch die GroBen SB,,, U,„ SB,, fiir r = 1 , 2, • • - in die 
durch die Gleichungen: 




Die zu einer gewolinlichen Charakteristik £reh.(irigen Fuiiktionen. 


i 


bestiininte Form briiigt — wobei zur AbFurzung 


= 67., 4, 

S, = cv5,e, + a-5.,^. 


t7,. 






D, ' 2D,D, 






D,, 


+ (1-5..) 


A.B,. 


— 5 ; + (^ ~ 5 .) - 


b^jd^ 


'■ 21),I),. ' B, ' 2D,D, 

D,= 2- A,~ B,, B, = 2 - I,- B, 

gesetzt ist — an Stelle der allgemeineii Fundamentalformel ('F.j bier die Formel: 
+ 

V-P _ _ ^ „ v~p 


(F..) 


f Wd i.r=^'(K,a (£,.,(£,+a:^,+„. + gj 

3. ’■“> ’■ = ' 

+ +• • ■+s j - iAM s 


a-1 

(7=5 


f;=l 


_ (7 = 5 /( = _ 

(S.So«- - -27112 2 = 0. 

ff=l y=li( = l 


wenn man 


2 . 

Der Fundameiitalsatz liefert nun zu deii Clmrakteristiken {^, 

zunaclist die Konstanten £, 2 samtlich init der Null zusammenfallen laBt und dami 
an Stelle des Systems der 2p Konstanten • • •, (5^^ irgend welche die 

Dleicliungen; 

V=p r=p _ 

^K.,=.o, j’e.,= o 

v = l 1- = ! 


niclit verletzende Systeme von 22) Werten setzt, Funktionen W, W, vvelclie fur keinen 
Punkt der Flixclie T" unstetig werden. Solche Funktionen mogen allenthalben endlicbe 
Funktionen genannt und im folgenden durch ■io\z\, w\z\ oder durch iv% oder noch 
einfaclier durch w, w bezeichnet werden. Gewisse dieser Funktionen w, iv sollen jetzt 
als Elementarfunktionen aufgestellt und allenthalben endliche Elementarfunktionen 
genannt werden. 

Man bezeichne zunachst, unter q eine Zahl aus der Eeihe 1, 2, '••, 2)7 unter 
{v = i,-.,...,p) eine GroBe, die fiir v = q den Wert 1, ftlr r + den Wert 0 besitzt, ver- 
stehend, mit w,\z\, zwei spezielle allenthalben endliche, je eine willkurliche, spater 
zu bestiinniende, additive Konstante beziehungsweise enthaltende Funktionen, bei 
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Zweiter Abschnitt, 


deneii die Konstanten K,, die speziellen, niit zu be- 

zeichnenclen, durcli die Grleichuiigen: 


(s:,. = (1 - ^= (1 ~ ^, 

bestimmten Werte besitzen, und bezeicbne bei diesen Funktionen die an Stelle der 
Grofien S(,, stehenden GroBen mit 54,,, 53^,,, sodaB 

also fiir ^ = 1, 2, • • •, ; 


( 1 -) 


laUgS 1 ^ I"*' = 1^1”+ ^qy ? 

langs I), [ f ^ 1+ = B,w,, | ^ , 

langs c„{wJ^|+= + 

langs 4(«(;J^|+= 


w^\z\^ =- A,w^\!^.\- + 24 ,,, 
w J ^ 1 + = w^\z\- ^ {I- 

W^\z\^ == (7 = J, 


ist und die GroBen 24 S3, 21, S3 mit den GroBen ^ durcb die Gleiclinngen: 


24 v= + (l~-^v)^^r7 


2(,„ = 6i:.(l-d,,i;)|^ + (l-AL„)54„,, 


verlmupft sind. Die GroBen Mngen von den in iv^, bezieliungsweise ent- 

lialtenen willkurliclien additiven Konstanten c^, 4 zwar in der Weise, dafi beim 

ilbergang von c^, in c^,+ die GroBe in + beim Ubergang von 4 ^ ^q^-\ 

die GroBe in tibergelit. Infolgedessen kann man die Werte der in w^,w^ 

bezieliungsweise entlialtenen, bis jetzt noch willktirliclien additiven Konstanten c^, 
iinmer und nur auf eine Weise so wablen, daB fur ^ = 1, 2, • • •, jij: 

(3.) 

r=l ' ' r=l ^ ' 

ist, und es sind dann zugleicb, nach dem Fundamentalsatz, die Funktionen 
also auch die zu ihnen geliorigen GroBen y=i,%,--;p, vollstandig bestinimt. 

Die so geioonnenen vollsUmdig bestimmten allentlialhen endliclien FunUionen •••, 

wj^is\; Wy\z\, ''wj\z\ sollen die zu den Cliaralderistilien bezielmngsiveise (jelwrigen 

allentlialhen endliclien Elementarfunldione.n genannt werden. 

Die Summe der p Funktionen • • •, besitzt, ebenso wie die Suniine der 
Funktionen w^, • • •, ftir jeden Punkt z der Flache T" den Wert Null. Zuin Be- 
weise dieser Behauptung beachte man, daB die den allentlialben endliclien Funktionen: 

IV = lo^F F Wp, w = w.2 ,F ' ■' F Fp 
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Die zu einer gewohnliclien Charakteristik geliurigen Funktioiien. 


zukommenden ckaraktenstischen Konstauteu %, )S,, S,, K,, auf Grand 

der Bezielmngeii (1.) und (2.) dnrcli die fiir r = l,2,-.,p gelteiiden Gleichungen: 


= IX,,, 

4' = i- Q = l ^ 


Q = P 


a.=(i-5,)W.„ 


Qy V- ~VJ ^ 

^' = l (> = 1 


— ('=P— _ Q — P _ 

t=l ' 

1 ^ = 1 (>=1 


() = 1 


('=1 


0 , 


bestimmt sind. Aus (S^,,—0^ 0 , ergibt sich nun zunachst, nacb deni am 

Schlusse des Fundanientalsatzes Bemerkten, dafi fiir alle Punkte der Flaclie T’ sowobl 
die Funktion to denselben, init C zu bezeicbnenden, als aueh die Funktion iv denselben, 
mit C zu bezeichnenden, Wert besitzt Urn die Werte der Konstanteii (J, C zu be- 
stinimen, beachte man, dafi aus w = G, w = C die fiir ?' = 1 , 2 , 2^ geltenden Be- 

ziehungen: 


S[, = (1- A„) G, 33. -= (1 - 5,) G, X = (1 - a;) G, 33. = (1 - G 

folgen, und vergleiche die so fiir X, j SC., 33. erlialtenen Ausdrticke mit den oben fur 
diese GroBen gewonnenen. Man erhalt dann: 


Q = P 
(j = l 


G 


Q=P _ 

^ = 1 


(}V ? 




und scbliefilicb, indem man sowobl die aus der ersten, wie die p aus der zweiten 
Gleichnng fur y = l,2, bervorgehenden speziellen Gleicliungen zu einander addiert 

und die Gleicbungen (3.) beriicksichtigt, 


J-Sf = J' L-t±l)„i = 0, pO-:s = 0. 

. = 1 ^ = 1 ^ = 1 '' ^ 1’=1 ^ = 1 ^=1 ^ / 

Damit ist aber bewiesen, dafi fiir jeden Punkt z der Flaclie T'\ wie oben bebauptet 
wiirde, die Bezieliungen: 


!J=p 


_ y=pQ=p _ 


(j-p 


(4.) iu^\z\to^\z\ -}-%|^| = 0, w^\z\i-io^\z\-\ - \-Wp\z\=-0 

besteben. 

Es soil jetzt untersucht werden, ob von den beiden soeben erbaltenen Be- 
ziebungen die erste die einzige zwiscben den Elementarfunktionen il\, • • •, die zweite 
die einzige zwiscben den Elementarfunktionen • • •, bestebende lineare Beziehung 
ist. Zu dem Ende bilde man, unter c., c., r=o,1,2, unbestiininte Konstanten ver- 

stebend, die alientbalben endlicben Funktioiien: 


W — Cq-{- CpVx F • • ' P 


w = Co + cpiOx H-h cpWp 
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und stelle sich die Aufgabe, die Konstanten c, c in allgemeinster Weise so zu be- 
stimmen, da6 fur jedeii Punkt der Flache T" die Gleicbungen = '^ = 0 besteheii. 

Sollen aber die Funktioiien ic, w fiir jeden Puokt 4' der Flache T" den Wert Null be- 
sitzen, so miissen vor allem die ihiien zukommenden, durch die Gleichungen: 


e. = S'c, (1 - .1^) V - ?' ( S' 






7t^ 7tl 

P ~~ P 


Q=P_ 

2^-pc,], 


r = l,2 , ■ ■ 


bestimmten Konstanten K,., r=i, 2 ,.- ,p, saintlich den Wert Null besitzen, oder, was 
dasselbe, es miissen die GroBen Ci, • • •, c^, •• •, den Gleichuiigen: 


Q^P 


Q=P _ 


T — 1 j 2, • • ■, 


oder den damit aqnivalenten Gleicliungen: 

Cl = ^2 = ‘ = c, Cj = Cg = • • • = Cjj = c, 

bei denen c, c unbestimmte Konstanten bezeichnen, genilgen. LaBt man dementsprechend 
in den die Funktionen w, w definierenden Gleichungen an Stelle einer jeden der GroBen 
Cl, • • •, Cj, die Konstante c, an Stelle einer jeden der GroBen Ci, • • •, c^, die Konstante c 

treten, so wird c{ii\ ■] -hwj, w ^ c^-\-c(w^-\ - 1 -wJ, und man erkennt unter 

Beachtimg der Gleicliungen (4.) sclilieBlich, daB die Funktionen w, id dann, aber aucli 
nur dann, fiir jeden Punkt z der Flache T", wie verlangt wurde, den Wert Null er- 
halten, wenn 

Cq == 0, Cl = C 2 = • • • = Cj,, Cq = 0, Cl = C 2 = • • • = c^ 

gesetzt wird. Damit ist aber gezeigt, daB von den beiden unter (4.) aufgestellten 
Beziehungen die erste die einzige zwischen den Funktionen tu^, • ■ w^, die zweite die 

einzige zwischen den Funktionen i[\, • • •, bestehende lineare Beziehung ist, und es 
ist damit zugleich bewiesen, daB je — 1 der Funktionen Wj_, • • •, und ebenso je 
2 J — 1 der Funktionen ^ 1 , • • •, Wj, linear unabhangig sind. 

Die allgemeinsten allenthalben endlichen Funktionen ^v\z\, w\z\ werden, wenn 
man unter (S,., 1 = 1 , 2 ,..-.p, den Bedingungen: 

v=p v^p _ 

(5.) ^s;„ = o, ^e„-o 


genilgende unbestimmte, unter G, C keinen Bedingungen imterworfene Konstanten ver- 
steht, durch die Gleichungen: 


( 6 .) 

dargestellt. Die Eichtigkeit dieser Behauptung erkennt man auf Grund des Funda- 


»w-c'-sSX%w 




11 


Die zu einer gewohnlichen Charakteristik gehorigpii Funktinnen. 


mentalsatzes, wenn man beachtet, dafi die durcli diese r}leiclmngen definierten allent- 
halben endlichen Funktionen iv,w, wie aus den Relationen; 


Q — l. 


0=1 


% CTt 

~P 




)=I, -j, ■ 


folgt, so bescliaffen sind, daB filr jedes r aus der Reike 1,2, •••,!) 

langs = (S;,,, w\ 0 \+= w\z\- + 

ist, nnd daB diese Funktionen zudem die willkurlichen additiven Konstanten (J, C ent- 
halten. Die Dleicliungen (^6.) kann man aber auch, unter 3), 2) zwei weitere nnbestimmte 
Konstanten verstehend, mit Hilfe der Gleichungen (4.) in die G-leichungen: 


(7.) = 

Q = 1 


Q = 1 


tiberfiihren, und die bei diesen Gleicliungen als Koeffizienten auftretenden GroBen — 2), 


—Q = h^> -->p, reprksentieren dann, da die GroBen E nur den Gleichungen (n.) 
zu geniigen haben, keineu Bedingnngen unterworfene Konstanten. Setzt man, unter x 
mne Zahl aus der Reilre 1, 2, verstehend, in den Gleichungen (7.) speziell ^ 

® == E,., so liefert die erste derselben die Darstellung der unter (6.) definierten allge- 
ineinsten Funktion lo durch die jj — 1 linear unabhangigen Funktionen 

• • -5 und entsprechend die zweite die Darstellung der unter (6.) definierten 
allgemeinsten Funktion id durch die — 1 linear unabhangigen Funktionen «G, • • 

+ • • •, ^p- 

Die Konstanten q,v=i,^,--.,p^ des Funktionensystems w-i\z\, • • •, u'p\z\ sind mit 
den Konstanten q,v=i,%,...,p^ des Funktionensystems •••, durch einfache 
Gleichungen verknupft. Dm dieselben zu erhalten, beziehe man die am Ende von 


Art. 1 aufgestellte, auf irgend zwei allgemeine zu den Charakteristiken gehdrige 

Funktionen W, W sich beziehende, Fundamentalformel (F^.), unter q, o irgend zwei Zahlen 
aus der Reihe 1,2, •p verstehend, auf die Elementarfunktionen tu^\z\, wj\z\, ersetze 
also in der Formel (F^.) die darin vorkommenden Konstanten der Funktionen W, W 
durch die entsprechenden Konstanten der Funktionen iv^, w„. Man erhalt so zunachst 
die Gleichung: 


\>-=sp 


^ (Eff,. ~ Y Eff J + 2 ^Qy (^01 + ^a2 -i-b = 0, 


V = 1 


und weiter dann, indem man an Stelle der Eonstanten E ihre durch die Gleichungen: 






m 

IT- 


^ = 1,2, • 


2* 
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bestimmten Werte treten laBt, deii alien Gliedern geineinsainen Faktor ni entfernt 
und die Summationen nach v imter Beachtung der Gleicliungen (3.), der Bedeutung der 

Zeicken r=i, 2 , and insbesondere der Eelation ^(d^i + d'^sH-Hd'<,,,)=_ 2 ; —cr + 1 

ausfiihrt, die Gleichung: 

— + [2(d'(^i + (^^2 H-H d„^) — d„^ — 1] Y = 0. 

Uuterscheidet man jetzt in be/mg anf die Zahlen a, q die drei Fillle o = q, o < q, o> q 
nnd beachtet, daB der anf der liiiken Seito der letzten Gleicbnng zwischen den eckigen 
Klammern stebende Ansdrnck ftir o = q den Wert 0, fiir a<q den Wert 1, fiir a>q 
den Wert — 1 besitzt, so erhalt man sclilieBlicli die gewtinschten Gleichimgen: 

(8.) ± y, je nachdem o^q ist. 

Diese Gleichimgen liefern die Werte der Konstanten sobald man die Werte der 
Konstanten ^ als bekannt voraussetzt, wie nmgekehrt. 

Id dem besonderen Falle, wo die Charakteristik zii sick sell3st reziprok ist, 

also die Gleichung == bestekt, und demgemaB fiir n = 1, 2, • • •, w„. = w„, 

^OQ = ist, reduzieren sick die miter (8.) aufgestellten Gleichimgen anf die 
Gleichimgen: 

@ — © -L. (), (T = 1,2, 

Jlpff T 2 5 a<q, 

soclaB also die Gleichimgen (8.) fiir jedes Fimktionensystem •••, welches zn einer 
zu sick selbst reziproken Charakteristik gehort, - Beziehnngen zwischeii den ^r 
ihm zukommenden Konstanten ^ liefern. 

Bei den vorstehenden Untersuchungen ist zwar fiir p der Wert 1 aicht aus- 
geschlossen, es kann jedoch in diesem Falle von Fnnktionen w, w im eigentlichen Sinne 
nicht die Eede sein, da die fiir jp = 1 anftretenden einzigen Elementarfnnktionen 
den Gleichungen (4.) zufolge, fiir jeden Punkt z der Flache T" den Wert Null besitzec, 
imd dementsprechend die durch die Gleichungen (6.) bestimmten allgemeinsten allent- 
halben endlichen Fnnktionen w, w sick fur p = 1 anf willkiirliche Konstanten G, C 
reduzieren. 


3. 


Kachdem im vorhergehenden Artikel die zu den Charakteristiken 


i) g®- 


hOrigen allenthalben endlichen Elementarfnnktionen definiert und imtersucht worden 
sind, sollen jetzt weiter gewisse zu den genannten Charakteristiken gehorige Funk- 




Die zu einer gewohnlichen Charakteristik gohorigen FiinktionHU. 1?, 

tionen W, W, welche nnr ftir einen cler Puiikte ^/l, eiitwoder lugarithniisrh iiii- 

eudlich oder algebraised uuendlich werdeu, als Elemeiitarfimktioucn aufgestellt imd loga- 
nthmisch unendlich werdeiide beziehungsweise algebraisch iineiidlich werdeiide 
Elementarfunktiouen genauut werden. 

Um zunachst die logaritbmisch unendlicli werdenden Elemeiitarfariktioiieii zii 
erhalten, verstehe man unter a eine Zahl aiis der Eeihe 1 , 2, • - s imd l)ezeiclii]e, 
unter Beachtmig dei in Art. 3 des ersteii Aljscluiitte.s gemachteii EestsetziniLren, den 


a del s Pnnkte oo^, • • cxd^, oii, • • •, oc,., 8 ^, • • •, e, mit tj mid denientsprec-hend die zii ihm 
tiihiende Linie jetzt mit Der Fuudainentalsatz liefert dann zu den Ciiurakteristiken 

js)’ (5) j 6 eine willkiirliche additive Konstante c bezieliiingsweise c enthalteiule, 

Fnnktionen TJ, TV, die in der Flache T' nur fur den Punkt t] unstetig werden wie 
In —, wenu man 

Z 

V 


s,-l, 

K _ - 

p ■ 




‘■2 TCI 
~ 


» -1, 2. 


setzt, ahen librigen - —1 GrroBen 2 sowie alien iibrigen s + w^iH- 1 

GrdBen 2 dagegen den Wert Null zulegt. Die so gewonnenen speziellen Fnnktionen TF, W 


mit P 

0 


n 

, P 

V 

z 

’ 0 

z 


die bei ihneu an Stelle der GroBen S, stehenden 

Grofien mit ^ 5 ''^ beziehimgsweise. Ftlr das Gebiet des Punktes tj 

lassen sich dann diese Fnnktionen darstellen diirch Gleichungen yon der Form: 

(lo-) 


p 

0 


In - + eSfi + c?} + cS + 


P 

0 


la f - + 4^0 + cjl 0,. + cjl + • • • 


wobei die von 0 nnabhangige GrdBen ] 3 ezeichnen, Zugleich sind die Werte von 

P ^ , P ^ ia je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten oP~ in der Weise ver- 
kniipft, daB 


( 2 ..) 


langs a,{P 
langs {P 
langs c„ IP 
langs ijF 


rj 

z 

+ 

A,.F 

0 

n 

z 

+ 

1 

P 

0 

n 

z 

+ 

A,.F 

0 

7] 

z 

7] 

z 

+ 

P.P 

0 

V 

z 

■+8« 

P 

0 

n 

z 

+ 

P.P 

0 

7} 

z 

7] 

+ 

P 

n 

2Tti 

P 

n 

+ 

P 

7} 

z 


0 

z 

p ’ 

0 

z 


0 

z 

V 

+ 

P 

ri 

+ 2 ni, 

P 

7} 

+ 

P 

7} 

z 


0 

z 

0 

z 


0 





v=l, 2 , ■ ■ ■, p, 


0 

2 TEi 

~F 


+ ^Tti, 


V 

+ 

II 

Pi 

n 

, F 

n 


n 

z 

1 _ 0 1 

z 

’ 0 

z 

0 



ist. 


langs einer jeden der s — 1 tibrigen Linien I dagegen P 
Dabei sind die GrdBen 33 ^*^^ mit den GrdBen durch die Gleichungen: 

0000 00 
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(3.-) 


33?>-= 




c8 — 




f<;-> = 
S'” -= 


a„ 


Stt ^ 

"y 

2 71 i 


+ (i-A)f?, 


verknilpft, unci es sollen jetzt schlieBlicli die Werte cler noch imbestimmten aclditiven 
Koustauten t, c so gewilhlt werden, daS 


(4.-) 

ist. 


r=l 0 

Die jetzt vollstandig bestlnimten Funldioiien P 




V 

, p 

\v 

z 

’ 0 



sollen die zu den Gharahte- 


ristiken gelwrigen, auf den Pimkt tj siclb hezieliendeu, logaritJmisch unendlich tverden- 

den MementarfunMionen genannt werden. 

Die bei diesen Elementarfunktionen aiiftretenden Konstaiiten ^ lassen sich 
durcli die Werte, welche die Elementarfunktionen tv, w fur den Pnnkt rj besitzen, 
ausdriicken. Dm diese Ansdriicke zn erhalten, beziehe man die Fundamentalformel (Fi.) 
aiif die Elementarfunktionen P ^ , idj^\z\, lasse also in der Formel (Ei-), nacbdem man 
bei ilir den Summationsbuclistaben o, mn Verwechslnngen mit der zu Anfang dieses 
Artikels eingefiilirten festen Zalil o vorzubeiigen, durch r ersetzt und zur Darstellung 
der Funktion w^\z\ ftir das Glebiet des Punktes rj die Grleichuiig = + + —? 

bei der speziell c„q^w^\7}\ ist, anfgestellt bat, an Stelle der darin vorkommenden Kon 
stanten der Fiinktionen W die entsprecbenden Konstanten der Funktionen P 
treten. Man erbalt so zunachst die Gleicbung: 


wAz\ 


1 {(1 - f ^ + (1 - f f j 

+ (4-+ • ■ • + (1 “..i-i)] - c„„ = 0 

^ v = l 

nnd weiter dann, indem man die Summationen nacb r unter Beacbtung der in diesem 
Artikel unter (4^.) an erster Stelle sowie der im vorbergehenden Artikel unter (3.) an 

v^p 

zweiter Stelle stebenden Gleicbnng und insbesondere der Relation + - 

V = 1 

= i^ — ^ H- 1 ausfiibrt, aucb c ^ q , der scbon oben anfgestellten Gleicbnng = w^,\'t]\ gemaB, 
durcb W(>\rj\ ersetzt, die fur q = 1 , 2, ■ - •,p geltende Beziehung: 

— — 2ni w^\7}\ = 0. 

Beacbtet man nun nocb, daB die Gbarakteristiken gleicbberecbtigt sind, und 

daB bei der Vertauscbung von mit in W(>\v\ '^q\v\ ubergebt, so 


Die zu einer gewohnlichen Charakteristik gehurigen Funktionen. 
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erlialt man, wenn man noch den Biichstaben q in neuer Bezeiclinnng diirrh y ersetzt, 
schlieBlicli die Grleictimigen.; 






s = 1,2, • ,p. 


Es sollen jetzt die zu den Oharakteristiken gehOrigen algebraisch un- 

endlicli werdenden Elementarfuuttionen aufgestellt werden. Man verstelie zn dem Eude 
unter o wieder eine Zahl aus der Keihe 1, 2, • • •, s, unter m eine ZelIiI aus der Reilie 
1, 2, • •nnd bezeicline den der s Punkte ooj, • • •, oo,^, Kj, • • •, e. auch 

liier wieder mit ?/. Der Fundamentalsatz liefert dann zu den Oharakteristiken (^)'(^) 

zwei, je eine willkurliche additive Konstante c beziehungsweise c enthaltende, Funk- 

tionen W, W, die in der Flache T" nur filr den Piinkt ?/ unstetig werden wie 

wenn man _ 

P ^ 1 P = 1 

=0, e, =0, 


1 = 1, 2, • • •, ja, 


setzt, alien tibrigen -f-w,—1 GroBen P sowie alien tibrigeii s + Wid-1 

GroBen P dagegen den Wert Null zulegt. Die so gewonnenen speziellen Funktionen 
W, W bezeicline man nun, die Bestimmung der additiven Konstanten c, c sich vor- 

behaltend, mit P 


P 


die bei ihnen an Stelle der GroBen 35,., 31,, 35,, 

stehenden GroBen mit Slt'^ i?, SS.'^ ^ Fur das Gebiet des 

7/i ' m m tn rn m 

Punktes i] lassen sich dann diese Funktionen darstellen durch Gleichungen von der Form; 


(1-) i 






P 


= + cS + + • • • • 


7i{vi) 


(m) -,2 


wobei die von unabhangige GroBen bezeichnen. Zugleich sind die Werte von 

P ^ , P ^ in ie zwei entsprechenden Begrenzungspunkten in der Weise ver- 

kniipft, daB 


(2.-) 


langs a,{ ,P ' 

11 

+ 

Z Vi 

11 

s^jl 

langs K{P] 

11 

T+ sp, p' 

«j 7«’ III- ■ 

B. Pi 

Z ^ 7/1 8 

langs c„{P ' 

1 J) ' 

Z VI 

n~ p 

z ’ » J/t 

+ 

11 

sbji 

langs h'[P] 

11 

^l~ p 

sj ’ "i 

+_ p n 

Z 7/1 ^ 


+ 31P, 

7 U 

■+ S'”, 


» = 1,2, ■ ,3J, 


o'= 1 ,2, • ■ JT, 


ist. Dabei Sind die GrttBen mit den GroBen f”, f'' durch die 


Gleichungen: 
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Zweiter Abschnitt. 


(3„.) 


verkiiilpft, mid es sollen jetzt schliefilicli die Werte der noch uiibestimmten additiven 
IConstanten c, o so gewahlt weideii, da6 


ist. 


in 

T = 1 

Die jetzt vollstcindlg hesUmmten Fuiiktionen P 


v=i p _ 


r = 1 




sollen die zu den Cliaralde- 


rlstiken l^], gehorigen, emf den PimM ?/ sich hezielienden, von der Ordnung m algehraisch 


n (- 

.bJ’ \bj 

ttnendlich werdenden FlementarfunMionen genannt luerden. 

Die bei cliesen Dlementarfunktionen aiiftretenden Konstanten ^ lassen sich 
clurch die Werte, welche die nach z,i genommenen Derivierten der 2^9 Elementar- 
funktionen to, w filr den Punkt rj besitzen, aiisdriicken. Um diese Ausdriicke zu er- 

halten, bezielie man die Fundanientalformel (Fi.) auf die Eleinentarfunktionen Pj^ , w^z\, 

lasse also in der Formel (Fj.), nachdein man bei ihr den Summationsbuchstaben o, um 
Yerwechslnngen mit der oben eingefiihrten festen Zahl o vorzubeugen, dnrch r ersetzt 
nnd zur Darstellung der Funktion w^\z\ filr das Debiet des Pimktes rj die Grleichung 


/o’ 




ist, auf- 


"i-’ (■ 

gestellt hat, an Stelle der darin vorl^omniendeii Konstanten der Fnnktionen TF, W die 
entsprechenden Konstanten der Funktionen P ^ treten. Man erhalt so zunachst 

die Gieiclmng: 

2 - 27rima„ = 0, 


imd weiter dann, indem man die Summation nach v unter Beachtung der miter (4^.) 
an erster Stelle stehenden Gleichung ausfilhrt, auch dnrch den ihm auf Grund der 
soeben filr A/* aufgestellten Gleichung entsprechenden Wert ersetzt, die fiir ^ = 1, 2, •••, 
geltende Beziehnng: 


— 2Tii 

111 ^ 


1 

{m — 1 )! 



Beachtet man nun noch, dafi die Charakteristiken gleichberechtigt sind, nnd 

daB bei der Yertauschung von mit in in w^\z\ tlbergeht, so er¬ 

halt man, wenn man noch den Buchstaben q in neuer Bezeichnung durch v ersetzt, 
die Gleichungen: 





(5«-) 


Die zu einer gewulinlichen Charakteristit geliorigen Funktionen. 


©('/) = _ ^ (flUiAIh 

"D' (m-1)! 1. Jo’ 



{m 



! 


d 


»/• 



IT 


,Pt 


und schlieBlich, indem man unter Beachtung der in Art. 3 des ersten Abschnittes ge- 
niachten Festsetzuugen in bezug aiif den Puukt insoferne die.ser entweder einer der 
Pnnkte St oder einer der Punkte •••, oder eudlich einer der Punkte oc^, •••, oo^ 

sein kann, drei i alle nnterscheidet, die Gleicliungeii i 


II 

2 


tm-l)! 

11 

J.J1 

II 

2 


— 1)! 

V dC . 

G(“) _ 

2 


OVv 

m 

OH-1)! 

\ cm /o’ 


Jl 

I& 


0 


■m 

— 1 ;! 

\ dr* /:=*• 

m ^ 


0 


On ■ 

-Ij! 

V d.-‘ . 



0 


c 3 V V 

7 « *' 


— 1 .'! 

\ d^"‘ /o’ 


4. 

Es soil jetzt gezeigt werden, daB die allgemeinste zu der angenomnienen 
Charakteristik gehdrige Fnuktion W von der im Fnndamentalsatze beschriebenen 

Art sich aus den in den beiden vorhergehenden Artikeln definierten Elementarfnnktionen 
linear zusammensetzen laBt. Zu dem Ende bezeichne man die s Punkte oo^, 

a^, ■ •a^, •••, in der vorliegenden Eeihenfolge mit 7 / 1 , • • •, 77 ,, die zu ihnen be- 

ziehnngsvveise gehorigen GroBen 0 ^, • • •, 0 ^, der in Art. 3 des ersten Abschnitts gemachten 
Festsetznng entsprechend, mit 0,^^, • • •, 0,^ , bilde alsdann mit Hilfe von jp -r s der Be- 

a = s 

dingung ^+ 2m ^= 0 gentigenden Konstanten (^ 1 , •••, Si, •••, S*, der - \-m, 

r=l ff=l 

beliebigen Konstanten S^i, • • •, sowie der willkurlichen Konstante C 

die Funktion: 


Tr(.) 



+ Sffi 


+ • • • p s 

1 2 



hT%%\^i+o 


(! = l 


und untersuche^ wie diese Funktion W(0) sich in der Flache T" verhalt. 

Unter Beachtung des Verhaltens der in dem Ausdrucke fur W(0) vorkommenden 
Elementarfnnktionen erkennt man nun, daB W{0) eine in der Flache T" einwertige Funktion 
der komplexen Yeranderlichen 0 ist, die fiir jeden von den Punkten 771 , •••, 17 ^ ver- 
schiedenen Pnnkt 0 der Flache T" stetig ist, fur den Punkt i]„ (^= 1 , 3 ,•••,«) dagegen in 
derselben Weise unstetig wird wie die Funktion: 




^>la 




" *la 


P-B, II. 


3 
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sodaB also die Differenz Tr(/) — /i,fur den Pimlct ■>]„ stetig bleibt, und deren Werte 
in je zwei entsprechendeu BegrenzuiigspuuktGn i/’*, ff~ in der Weise verkniipft sind, dafi 

langs «,,( 

Itogs 6,,{kr(«)+-i5,,Tl»- + S8„, 

langs c,. { Wi^y = W(z)- + ®,„ 

langs ( W (^)+ = W(z)~ + , «=i , 2,.. ,s, 

ist, wobei 


ist und der Wert der Konstante durcli die Gleichnng: 


s, - 2 (fi. ft'"’ +ft"-’ + • ■ ■ -f- t"-’) - s T + 0 


^=1 


geliefert wird. Die Funktion TF(-?) stellt daher eine zn der angenommeneu Charakteristik 
gehorige Funktion W von der im Fundamentalsatze beschriebenen Art dar, und 

zwar die allgemeinste derartige Funktion.bF, da die ihr zukommenden p + - \-m^+s 

in den Funktionen f„ und den Gleichungen (S.) auftretenden Konstanten Q un- 

a~s 

bestimmte, nur der Bedingung ^ S,, + 27ri ^ S„= 0 unterworfene GroBen sind, und sie 

V = 1 ff =1 

auBerdem nocli die Avillkurliche additive Konstante C enthalt, Dainit ist aber bewiesen, 
daB jede zu der angenommenen Cbarakteristik gehorige Funktion TP^ von der ini 

Fundamentalsatze bescbriebenen Art sicb aus den definierteu Eleinentarfunktionen linear' 
zusanimensetzen MBt, oder, was dasselbe, daB man aus dem Ausdrucke: 


— ^=1 

die samtlicben zu der angenommenen Charakteristik geliorigen Funktionen T'F er- 
lialt, und zwar jede nur einmal, wenn man darin an Stelle des von den Konstanten S, (5 
und der Konstante C gebildeten Systems von p + _|_ § .y 1 Konstanten ein jedes 

v~p = S 

die Gleichnng ^2^ = ^ nicht verletzende System von_^ + miH-f-^Jb + s+1 

T = 1 fj- = 1 

Werten treten laBt. 

Jetzt ist auch der Augenblick gekommen, um den Begriff der Elementarfunktion 
von gewissen ihm noch anhaftenden Beschitinkuugen zu befreien mid damit zugleich 
den Begriff der allgemeinsten zu der angenommenen Charakteristilv geliorigen 

Funktion W zu erweitern. 




+ ■ • ■ + S,: 


„ -P 

"o via 
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Zuiitlclist eiiniieie man sicli daran, daB die urspriingliche Flilclu* T durcli Ein- 
fahriuig YOU op Schnitten a,l),c in eine einfacli zusaiiiiiieiiliiiiigeiide Flilche T ver- 
waiidGlt wiiidG, iind daB daiin, nacli MarkiGruiig dGr unGiidlicli foriiGn PnuktG tvj. - • 
dGr im EndlicliGn gGlcgGimn WinduugspimktG sowie d<a- beliebig iiii Iiineni 

von r angGnommGnGn PunktG e,, aiis diosGr Flitclie T dio den bislierigeii Unter- 

siichimgen zu Grunde liegende PlacliG T" durcli Einfuhrung der s = qp-'r-t, den 
Punkt <^o dGn s gGuannteii PunktGn bezieliungsweise verbindenden Scbnitte /j, I.,, •••, I 
gGbildet wurcle. Ein Blick auf die im FundamGutalsatz vorkomnieudeii (Ueiclnmgen iS.) 
zGigt nun, daB diG SchnittG I nur zu cIgiu Zwecke Gingefiilirt wurden, um ftir die zu 
bildendG allgeniGiuG Funktion W GiuG PlacliG, ebGii diG Flaclie T", zu gewinnen, in der 
siG einwertig ist. Liegt aber eine Funktion TF vor, fiir welcbe die zu den Sclinitteii 
K, • • •, h,, bezieliungsweise gehinigen Konstanten • • •, mit der Xull zu- 

sammenfallen, und denientsprechend langs eines jeden dieser u Scbnitte I die rtleicliung 
TF+ = TF" bestelit, so ist diese Funktion TF ancli nocb in der aus T' durch Auf- 
hebung der Scbnitte I hervorgebenden Flaclie einwertig, und es konnen daber, wenn 
diese Funktion TF fur sicb allein betrachtet wird, die Scbnitte •••,?„ als tiber- 

fliissig weggelassen werden. 

Die in Art. 2 definierte allenthalben endlicbe Elementarfunktion 
und die in Art. 3 definierte algebraiscb uneudlich werdende Elementarfunktion P ] ge- 
lioren nun zu denjenigen Funktionen TF, bei welchen ==••• = S,= 0 ist, und sie 

sind daber scbon in der Flacbe T' einwertig. Die in Art. 3 definierte, auf den, dort 
mit T] bezeicbneten, 0 ^°"" der Punkte 00 ^, • • •, 00 ,^, a^, • • •, • • •, sicb beziebende, 

logaritbmiscb unendlicb werdende Elementarfunktion P ^ dagegen ist eine Funktion TF, bei 

der die GrbBen Si, S^ durcb die Gleicbungen Si=0, •••, So_i=0, £„=!, Sa+i==0, S^=0 

bestimmt sind, und sie ist daber zwar nicbt in der Flacbe T\ w^obl aber in einer 
Flacbe einwertig, ivelcbe aus T' durcb Zieben nur eines, den der positiven Seite von 
c^, und der negativen Seite von Ci genieinsam angeborigen Punkt mit dem Punkte 
verbindenden Scbnittes bervorgebt. 


m. 


Bei der Definition der Elementarfunktionen PF , PF wurde unter ?? der der 

0 \ zy 711 \ s\ ' 

s Punkte oo^, • • •, oo^^, a^, • • •, a,, s^, • • •, £„ unter m eine Zabl aus der Beibe 1, 2, • 
verstanden. Beacbtet man nun, daB in dem Fundamentalsatze t, ebenso wie lu,, 
unbestimmte positive gauze Zablen bedeuten, weiter aucb, daB die Punkte £ 1 , Sg, 
t beliebig ini Innern von T' angenommene, von den Punkten co^, • • •, 00 ^, a^, • ^ ver- 
scbiedene Punkte sind, und bertlcksicbtigt. das vorber fiber die Bedeutung der Scbnitte I 
Gesagte, so erkennt man, daB man bei Zugriindelegung der ursprfinglicben Flacbe T' 

zu jedem im Innern von T' gelegenen Punkt tj Elementarfunktionen P ^ , P ^ , einerlei 

3* 
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welche positive ganze Zahl unter ni verstanden wird, in der friiher angegel3enen Weise 
definieren kann, wenn man niir, sobald es sich urn die Definition einer Elementar- 

funktion handelt, in die Fkiclie T' einen durcli keinen der Punkte oo, a hindiircli- 

gehenden Schnitt l,^ einfulirt, welclier den der positiven Seite von Cp iind der negativen 
Seite von gemeinsam angehorigen Pnnkt mit dem Punkte rj verbindet. 

Urn sclilieBlich auch noch zn irgend einem Punkte t], welclier der Begreiizung 
von T' angehort, also an einem oder an zweien der Sclinitte a, b, c liegt, Elementar- 

funktionen P ^ , F zu definieren, fiihre man zunachst, nachdem man nocli in dem 

0 Z 7)1 s 

Falle, wo es sich um die Definition von P handelt, den der positiven Seite von c^, 

und der negativen Seite von gemeinsam angehorigen Punkt mit dem Punkte rj 
durch einen Schnitt verbunden hat, am Schnittsystem beim Punkte i], ohne jedoch 
den Charakter des Schnitts 3 ?'stems zu andern und ohne einen Schnitt iiber den Punkt rj 
hinilberzuschieben, eine solche Deformation aus, daC der Punkt an keinem der 
Schnitte a, b, c mehr liegt. Dnrch diese Deformation geht dann aus dem Schnittsystem 
ein neues Schnittsystem hervor, das an Stelle des kleinen der Deformation unterzogenen 
Teiles 4 ursprunglichen Schnittsystems einen davon vcrschiedenen Teil U enthalt, 
sich im ubrigen jedoch mit dem ursprunglichen vollstandig deckt, imd es geht zugleich 
damit aus .der ursprunglichen Fliiche T' eine neue Flache T' hervor, ftir welche der 
Punkt 7 } ein im Innern gelegener Punkt ist. Unter Zugrundelegung dieser neuen 

Flache T' bestimme man jetzt zu dem Punkte rj Elementarfunktionen P ^ , P ^ in der 

vorher angegebenen Weise und kehre endlich, indem man diese Funktionen mit Hilfe 
der Gleichungen (2^.), (2„,.) auf die im ersten Teile, in Art. 3 des funften Abschnittes, 
angegebene Weise fiber den Schnitteil hinfiber in das von ^ und I, begrenzte Gebiet 
als Funktionen von 0 stetig fortsetzt, zur ursprunglichen Flache T' zurfick. Die so ffir 
die ursprfingliche Flache T gewonnenen Funktionen sollen dann als die zum Punkte rj 

angesehen werden, 
ieselben Eigenschaften 


P 


, p 

n 

7/L 

z 


funktionen P 
0 ^ 


mentarfunktionen P 
0 


der Begrenzung von T' gehdrigen Elementarfunktionen P 

da sie, wie aus ihrer Entstehung hervorgeht, im wcsentlichen 
besitzen, wie die zu einem im Innein von T' gelegenen Punkt ?/ gehorigen Elementar- 

DaB man zu dem Begrenzungspunkte ?/ immer dieselben Ele- 

P ^ erhalt, welche von den zulassigen neuen Flachen T' man auch 
ffir ihre Bildung benutzen mag, zeigt ein Blick auf die Gleichungen (Iq.)—( 5o-) 

Nachdem so der Begriff der Elementarfunktion von den ihm zu Anfang noch 
anhaftenden Beschrankungen befreit worden ist, kann man jetzt auch den Begriff der 
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cillg6ni6iDst6n zii dGr cingGiioiniiieuGii ClicirciktGristik gGliurigGii Fiiiiktinii 11’^ in (Igi* 
W^GiSG GrwGitGrn, daB ina.ii in dGm yorliGi* fiir TV gGwoiniGiiGii AiisdnickG: 


ff = l ^ 0 " 1 


nn 


“f- 


Q. P 


('=1 


bei dem •••, t], die s — qprpt Ponkte cx)^, • • •, ^5, fq, • • - , • • •, e. bezieliimgsweise 

vertreten, t, • • •, unbestimmte positive ganze Zalilen bezeichneii iind die Konstanten 

£, Si, C nnr der Gleicliung ^^„ + 2ni = 0 zii genugen babeii, unter 

r = l ff = l 

t von den Piuikten 00 , a verscbiedene beliebige Punkte der Flache T versteM, die also 
teilweise oder aucb alle an der Begrenzung der Fliiclie T' liegen konnen, ivenn nnr diese 
Pnnkte als Punkte der Flache T betrachtet getreunt liegen- Ziigleicli kommen, wenii 
es sicli um die Punktion TF(^) allein handelt, nnr so viele Linien in Betracht, als es 
unter den GroBeii Si, • • •, 2, von Null verscbiedene gibt, oder, was dassehie, nur so 

wirklich vorkommen. 


im Rahnien der 


viele Linien l,^, als in dem Ausdrucke fiir 1F(^) Funktionen P 
und es sind diese Linien ?,,, die zu den einzelnen Funktionen T 

0 , , 

vorher genannten Bedingung willkurlich gezogen werden kOnnen, wenn sie liei der 
Funktion kF(^) zusaininen auftreten, nur noch der Bedingung zu unterwerfen, daB sie 
getrennt verlaufen. Die ans der Flache T' durch Einfuhrung der fiir die Funktion TF(^) 
in Betracht kommenden Linien I entstandene Flache, in der die Funktion W{s) einwertig 
ist, soil wieder T" genannt werden, und es kann dann der fiir die fruhere Flache T” 
mit Eiicksicht auf die Darstellung der Funktion TF(^) durch Potenzreihen aufgestellte 
Begriff des Gebietes eines Punktes sofort auf diese neue Flache T" ilbertragen werden. 

Die im vorstehenden angestellten Betrachtungen und gemachten Festsetzungen 
beziehen sich auf die zu irgend einer gewohuhchen Charnkteristik gehorigen Funk- 

tionen TV(^) und gelten daher auch fiir die zu der reziproken Charakteristik gehorigen 
Funktionen W{V). Werden aber zwei auf dasselbe Punktsystem 7]i, • • *, ?/, sich beziehende 
Funktionen TV(0), W{s) zusaminen betrachtet, so muB fiir beide eine und dieselbe Flache 
T" zu Grunde gelegt werden und zwar eine solche, welche aus T' dadurch hervorgeht, 
daB man zu jedem Punkte rj,- fiir den wenigstens eine der beiden Funktionen P ^ , P ^ 
in TV(s), TV(s) ivirklich vorkommt, eine Linie 1,^ zieht. 

Es soli jetzt zum Schlusse dieser Betrachtungen noch gezeigt werden, daB die 
in Art. 1 dieses Abschnittes aufgestellte, unter der Yoraussetzung, daB die Punkte %, •••, 
auf welche sich die Funktionen 1F(^), W{s) beziehen, samtlich im Inuern von T Uegen, 
geltende Fundamentalformel (Fj^*) sich ohne weiteres auf den Fall ubertragen laBt, wo 
die in dem Punktsystem (tji, • • •, == {p^i, • * ' * ‘j vorkommenden 
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Pimkte £i, ■ ■ ■, £, teilweise oder aucli samtlicli Punkte der Begrenzung von T' sind, wonn 
niir diese Punkte als Punkte der Flache T betrachtet getrcnnt liegen. Zu dem Ende 
ftibre man zuniichst am Scbnittsystem bei jedem der Begrenzung von T angehorigen 
Punkte 71 , oline jedocb den Cliarakter des Schnittsystems zu andern, eine solcbe Defor¬ 
mation aus, dab kein Punkt rj mehr an einem der Schnitte a, h, c liegt, und setze 
gleicbzeitig die Funktionen TP'(^), diesen Deformationen folgend, mit Hilfe der ibr 

Verhalten an den Querscbnitten charakterisierenden Grleichungen (S.) (s. Seite 185 des 
ersten Teiles) auf die im ersten Teile, in Art. 3 des fiinften Abschnitts, angegeljene 
Weise als Funktionen von 0 stetig fort. Da nun filr die bierdurch entstebenden neuen 
Funktionen W(0), W{ 0 ), welcbe zu der aus der ursprungliclien Flacbe T durcb die ge- 
macbten Deformationen entstandenen, die Punkte t/i, • • •, 7], als innere Punkte entbalten- 
den neuen Flacbe T' gehoren, obne weiteres die Fundamentalformel gilt, und die in 
dieser Formel auftretenden Konstanten von den bei den urspriingiichen Funktionen 
Wiz), Wi/) vorkommenden entspreebenden Konstanten niebt versebieden sind, so gilt 
die Fundamentalformel aucb fiir die ursprirnglicben Funktionen W( 0 ), W( 0 ). 


5. 

Es sollen jetzt mit Hilfe der Fundamentalformel (Fi.) gewisse zwiseben den 
Elementarfunktionen P, P, P, P bestehende Beziebungen abgeleitet werden. Man ver- 

(j Q 7it m ^ ^ 

stebe zu dem Ende unter u, irgend zwei voneinander versebiedene Zablen aus der 
Eeibe 1, 2, • • •, s, bezeiebne den Ui-ten der s Punkte oo^, • • •, oo^, ■ ■ ■, a,., • • •, 6^ 

mit 7]i, den Ua-ten mit und beachte, dafi die auf diese Punkte t]^, t]^ sicb beziebenden 
Elementarfunktionen P, P, P, P sicb fiir das Gebiet des Punktes durcb Gleichungen 
von der Form: 


P 

0 


p 

0 


Ini + o',”?’ -, 

<o’ +<?’ ^,. + < 2 ’ < + 

Am fT,) I Jin (Tj) I Am (Tj) i 


P 

0 

p 


p 

0 

p 


+ + 4H-, 

4 + H- •.. 

C?, 0^^ H- 0l~\ -, 


fur das Gebiet des Punktes % dagegen durcb Gleicbungen von der Form: 


P 

0 

P 


-.(0 o - i ) 
■'anO 


+ K.+ 


(Offi) 


^(TaO 




(m a,) 


P 

0 

P 


ni 


AO (T-i) I „(0 ffi) „ I „(0 (Ti) «2 I 
^fT, 0 r 1 i- 2 ‘^ih \ 







Die zu einer gewohnliclien Charakteristik gehorigen Funktionen. 


P 

0 

p 


Ini + c<S' + d-lf s + cZf +..... 


p 

f) 


^2 




sO^T., ^ , -0*:,'. ,2 

-fT. 1 “T t.-,; 




claistGllen Irssgii, wobei die c, c von ^ niiabhaiigige GrOBen bezeichnen. Aiis der Fiinda- 
mentalformel (Fi.) eiiialt man dann, anter Benutzung cler Kelationen (4,.i, des Art. d 
dieses Abschnittes: 


I-) 

fiir W=P 
0 

nt 

2 

II 

ni 

die Gleichung: 

AOCi) 

^GiO 

7,0(74 
■“ ‘'ajO 

II.) 

fur TF=P 
0 

Vi 

z 

II 

Vi' 

die Gleichung: 

n; A.(Oo-j) 
^(Tj n 

1! 

^S' 

m.) 

fiir TF=P 
111 

z 

, IF=P 

Vi 

z 

die Gleichung: 

11 ''i.‘ 

n 


IV.) 

fiir W=F 
0 

% 

11 

% 

z 

die Gleichung: 

^0,0 


V.) 

fiir I>F=P 

0 

ni 

II 

Vi 

z 

die Gleichung: 


10 

II 

VI.) 

fur I>F=P 

hl 

n, 

z 

II 

V« 

die Gleichung: 

nc^aln' 

— )tl cl” 

^ a l7h : 


wobei ill der nnter IV.) steliendeii Gleichung das positive oder negative Zeichen zu 
nelinien ist, je naclidem die Schnitte c, l,.^, bei einem negativeu Umlauf iim c/l, in 
der Eeihenfolge q, • • •, c^, oder in der Reibenfolge q, • •c^, liberschritten 

werden. Ersetzt man jetzt in den gewonnenen Gleicliungen die GroBen c, c durcli die 
ihnen aiif Grund der in Art. 3 des ersten Abschnittes gemacliten Festsetzungen ent- 
sprecbeiiden Ausdrucke, so ergeben sicb die gewiinscbten Beziehmigen: 



wobei in der nnter (IV.) steliendeii Gleicbiing das positive oder negative Zeichen zu 
nelimen ist, je iiachdeiii die Schnitte c, bei einem negativen Umlauf um c/q in 
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der Eeihenfolge Cj, • • •, oder in der lieihenfolge c^, •••, c^, iiberschritten 

werden. 


Nacli den im vorhergelienden Artikcd gemacliten Ansfillirungen gelten die Formeln 
(f.)—(VI.) fill- irgend zwei Punkte ?/i, ?/o der FUlclie T'; nur niLisseii diese Punkte i]^, tj.,, 
weiin sie beide der Begrenzung von T' angehoren, als Punkte der Flaclie T betrachtet 
getrennt liegen. Fur die Formeln (L), (II.), (III.) kommt in der Flache T' nnr ein einziger, 
den der positiven Seite von nnd der negativen Seite von Cj gemeinsani angeliorigen 
Punkt mit dem Punkte verbindender Scbnitt in Betracbt; fiir die Formeln (IV.), 
(V.), (VI.) dagegen mn6 der genannte Punkt sowobl mit dem Punkte % durch einen 
Schnitt^,^^ wie mit dem Punkte durcb einen Scbnitt verbunden sein. 

Die Formeln (I.)—(VI.) stellen Beziebungen dar zwiscben den zu irgend einer 

gewobnlicben Cbarakteristik geborigen Funktionen P und den zur reziproken Cba- 


rakteristik geborigen Funktionen P, und es geben demnacb, da ancb umgekebrt 

b) ( 5 ) Formeln (I.)—(VI.) ricbtige Formeln bervor, wenn 

man darin durcbweg die Zeicben P, P vertauscbt. 

Mit Hilfe der gewonnenen Formeln soil zunacbst den die Funktionen P 

° 0 


fur das Gebiet des Punktes darstellenclen Gleicbungen: 



, p 



JIL 

0 


P 

0 


P 


Vi , 
z 

il 

1 - • 

+ 

p Vi 
.0 ^ 

1 -1 1 

-Infl 

1 

p 

-0 

Vi 

s 

Vi 

" 4 +[ 

■p Vi 

1 -I 1 

- — 1 + y~ 

/ d” 

\p 

Vi 

z 

J. 

-m L, 


\_Vl 




und ebenso den die 
Gleicbungen: 


genannten Funktionen ftir das Gebiet des Punktes darstellenden 





71 




It 

>k 


eine neue, fiir die spateren Untersucbimgen notige Gestalt dadurcb gegeben werden, 
dab man bei den bier an erster Stelle aufgestellten Gleicbungen die Koeffizienten 
von,^" durch die ibnen auf Gruiid der Formeln (II.), (III.) entsprecbenden Ausdriicke, 
bei den an zweiter Stelle aufgestellten Gleicbungen die Koeffizienten von z'l durch 
die ibnen anf Grund der Formeln (V.), (VI.) entsprecbenden Ausdriicke ersetzt. Es ergeben 

sicb daiin zur Darstellung der Funktionen P , P fur das Gebiet des Punktes % 
die Gleicbungen: 


( 1 -) 

{2.) 


P 

0 


F 


Die zu einer gewohnUclien Charakteristik gehurigen Funktionen. 


irl Z"". 


i +[-??- 4 1 +^—"vi/iirph. ii\.. 


fiii dfljS G©!)!©!} cIgs PunktGs (i8jg6g©ii di© GlGictiTiDgsn.' 


(3.) 

(4.) 



Dem oben Gesagten entsprech©nd gelien aus den Gl©ichungen il..—i' 4 .) vier weitere 
Gleicliimgen hervor, w©nn man darin durcliweg die Zeiclien P, P yertauscht. 

Nacli dem frillier Beinerkten kann eine jede der drei Foimeln (IV.)—(VIj un- 
abhangig von den beiden anderen auf irgend zwei Punkt© 7 / 1 , 7/2 der Flache T bezugen 
weiden. Man veistebe jetzt unter t], z irgend zwei Punkt© der Flacb© verbinde 
dieselben in vorber angegebener AVeise durch Schnitte 1 . mit dem gemeinsamen Aus- 
gangspnnkt der Schnitte c, lasse alsdann bei der Form el (IV.) an Stelle des Punkte- 
paares ri^, 7 ]^ das Punktepaar rj, z, bei der Formel (V.) dagegen an Stelle des Punkte- 
paares 7 / 1 , t]^ das Punktepaar z, 7/ treteu und vertausche endlich noch in der so aus (V.) 
entstehenden Formel die Zeichen P, F, indem man gleichzeitig den Buchstaben n durch 
den Buchstaben m ersetzt. Es ergebeu sich daun die filr irgend zwei Punkte. ?/, z der 
Flache T' geltenden Gleichungen: 


( 5 .) 

( 6 .) 


p 

7] 

= p 

s 

0 

Z 

0 

n 

p 

m 1 

h 


1 

\z 

(m- 

— 


± ni, 


p 2 \ 


wobei in der unter (5.) stehenden Gleichung das positive oder negative Zeichen zu 
nehmen ist, je nachdem die Schnitte c, I bei einem negativen Umlauf um ihren ge- 
meinsainen Ausgangspunkt c^o Eeihenfolge Ci, Cg, • • Cp, I,., oder in der Keihen- 

folge Cl, Cg, ■ ■ Cp, 4, l,j uberschritten werden. Aus diesen Gleichungen sollen jetzt 
weitere Schliisse gezogen werden. 


Die in P 

0 


P 


P 

0 


P 


vorkommenden Buchstaben r}, z bezeichnen irgend 

zwei Punkte der Flache T' und zugleich die diesen Punkten zukommenden Werte von 
x^yi. Man kann daher eine jede dieser vier GroBen nicht nur, wie es bisher aus- 
schlieBlich geschehen ist, bei festgehaltenem Punkte 7 ? als Funktion des in T' beweg- 
lichen Punktes z, sondern auch bei festgehaltenem Punkte z als Funktion des in T 

p-E, n. ^ 
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bewegliclien Pimktes 7 } auselieii. Bei jecler dieser Fimktionen soli die zwischen den 
senkrechten Strichen an der nnteren Stelle stehende GroBe das Argument, die an der 
oberen Stelle stehende GroBe der Parameter der Funktion genannt wei’den. Beachtet 
man mm, daB eine jede dieser Funktionen eine Funktion der bei ihr als Argument 
auftretenden komplexen Veranderlichen ist, mid daB P ^ , miter Festlialtiing des Pmiktes s 
mid des Scliuittes I, als Funktion des bewegliclien Pmiktes t] betraclitet, sich, wie die 
Gleichimg (5.) zeigt, von der Funktion P ^ der komplexen Yeranderlichen tj nur mn 
eine additive Konstante niiterscheidet, wenii niir fiir jede Lage von t] der Anfangspnnkt 
des Schnittes l,^ aiif derselben Seite des Schnittes I, liegt, so erkeiint man zunaclist, 
daB die Funktion P 


komplexen Veriliider 


nicht nur eine Funktion der bei ihr als Argument auftretenden 
lichen sondern auch eine Funktion der bei ihr als Parameter 

auftretenden komplexen Veranderlichen rj ist, und daB die Eigenschafteii von P 

Funktion des Parameters ii ohne Miihe aus den bekamiten Eigenschafteii von P 
Funktion des Argumentes 1 ] abgeleitet werden kbnnen. 

Man fasse jetzt die Gleichung (0.) ins Aiige, drhcke die aiif ihrer rechten Seite 


als 

als 


vorkommende GroBe F 


auf Grand der aus (5.) nach Ersetzimg von t] durch ^ her- 


vorgehenden Gleichmig P 


p 


= p 

z 

0 

0 

0 



+ Tii durch die GroBe F 


aus und verbinde die so 


entstehende neue Gleichmig iiiit der Gleichung (6.). Man erhillt dami die Doppel- 


gleichung: 


(7.) 


F 


[m - 


f I) \ ^ P ^ \ 

-1)! 0 S Jo (m-l)! Wry 0 Wo’ 


mid schlieBlich, indem man in bezng aiif den Pimkt ?y, insoferne dieser entweder 
ein beliebiger von den Pmikten a, oo verschiedener Pimkt s der Flache 7" oder einer 
der Punkte «i, •••,«,. oder endlich einer der Pmikte oo^^, • •-, 00 ,^ seiii kann, drei Fillle 
niiterscheidet und die in Art. 3 des ersten Abschnittes gemachten Festsetzungen be¬ 
achtet, die clrei Dopiielgleichnngen: 


( 8 .) 


F 

111 

F 

■tn 

F 


s 

1 

0 

s 



1 

z 

{m — 1)! 

ds^‘ 




{vi — 1)! 

a 

1 

((V’‘F 

cc 

z 


z 

~ (i/l-l)! 

\ 
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X 


/o (7)1—1)! 

00 

1 

^d"^F 

z 

r~' 

a 00 

) 

1 

Z 

(m — 1)! 

\ dt 

rn 

00 


Jo 

fw — 1)1 


(l"^F 


(l“‘F 


z 


(2’"P 


IF 


Dem friilier Bernerkten entsprechend gehen aus den Gleichung(m (8.) drei weitere 



Die zu einer gewuhnlichen Chavakff'ri'tik irelKtri'^eii Funktif'n*'!}, 


Ji 


Gleicliungen hervor, weiin man darin durdnveg die Zeichen J\ P vertan>cht. Au> der 
ersten der drei Gleichungeii (8.), die fur jeden von den Piinkten v«*r.-cliie<lene!i 

Punkt s der Flache T' gilt, erkennt man nun, daB die Funktion I‘ 


Funktioii P 
0 2 


plexen Veriinc 


el>eii>f> wie die 


, iiicht nnr eine Funktion der bei ikr als Argument aiiftreteiiden kfun- 
erliclien sondern aucli eine Funktion der bei ihr als Parameter aiif- 
tretenden komplexen Veranderlichen tj ist, und daB die Eigenscliafteii v«ui als 

Funktion des Parameters tj ans den bekannten Eiicenschaften von J*\~\ als Funktion 
des Arguinentes tj abgeleitet werden konnen. Die geiiannte Gleicliung lehrt weiter 


aber auch, daB man die Elementarfimktionen 7^ 

1 

primarer durcb sukzessives Derivieren nacli deni 




■ • • ails der Fiinktnm / 

0 S ~ 

'arameter j] erlnilteii kann. 


ab 


6. 


Die Untersnchmigen des Art. 4 liaben gezeigt, daB der xVusdruck: 



bei dem m„ • • •, n^, ■ • •, n„ ih, • ■ nnbestimmte positive ganze Zahlen, die Buch- 

staben 2, (S, Q unbestimmte, nnr der Bedingung: 



imterworfene Konstanten bezeichnen, der sick also von dem in Art. 4 fur TF(^) auf- 
gestellten Ansdriicke nnr diirch die Bezeichnung imterscheidet, die allgemeinste zur 
Cliarakteristik gehorige Funktion W darstellt. Das Verhalten dieser Funktion 
■pF==FF(^) fiir die Punkte s, a, oo ist von der Art, daB 


fiir das Gebiet f 
des Punktes \ 

fur das Gebiet f 
des Punktes \ 

fur das Gebiet f 
desPunktesoo \ 


T'F(«) = £i'-> IhGt, 

Tr(2)-a"'> In— 

(«—«j)"t 




1 = 00 


1=1 
jL = nQ 


(2 — 


;t = o 
i “00 


+sr —^^ 


l=Px , , ■ 
1=1 


1=00 

1 = 0 


r=I,2, 


(>=1,3, ,r. 


Jt = 1,2, • • •, S, 


4^ 
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ist, wahrend fiir das Gebiet eines von den Punkten s, a, oo verschiedenen Piinktes z -= a 

W(0) = + cf\0~a) H- cfiz—aj +- 

ist. Dabei bezeichnen von z imabhangige GroBen. Was dagegen das 

Verhalten der Fimktion W{z) langs der Schnitte a,b, c,l betrifft, so ist, dcm in Art. 4 
Ansgefiihrten entsprechend, bier 


langs ft, [ = A, W{z)- + , 

langs &„( Wizy^B^Wiz)- + 33 ., 
langs c„{W(zy= W{z)-~\-^,, 

langs l „[ W(zy = W(zy + 271 ^^, 

wobei 


ist, nnd der Wert der Konstante durch die Gleichimg: 





geliefert wird. 

'jy 

Man betrachte jetzt die Derivierte der Fnnktion W=W(z). Um ihre 

Eigenschaften zn ermitteln, deriviere man die soeben aufgestellten Gleichungen, welche 
das Verhalten der Fnnktion W(z) fur die Punkte e^, oo^, a nnd langs der Begrenznng 
von T" charakterisieren, w-inal nach z. Man findet anf diese Weise, wenn man noch 
das mit irgend einer GrbBe g gebildete Prodnkt g{g—l) • • • ((j—n-\-l) von n Faktoren 
zur Abknrznng durch bezeichnet, daB 


fur das Gebiet des Punktes («=i,2,...,i) die Gleichung: 

d’^W nrp^'\ / iNm (w — 1) 






X — n 


A = 1 ^t) ?. = n 

fur das Gebiet des Punktes (§ = 1,2,die Gleichung: 


_ a(«o) GlIF 0^-1)! 


X=n. 


+ ^ Sf'* 



\ 

V 

nj 


iz—ocXa 


fur das Gebiet des Punktes 00,, (,«=],2.•••,?) die Gleichung: 


(^|«) 


l-n 

f 


z’^ 



X=tx 




("A*) 


X = 1 


A + m 


Die zu einer gewolinheiien Charaktcristik geliorigcn Funkti..n.-n 

fur das Gebiet des vou den PunVfpr) ^ ^ i ^ 

i'uukten 5 , «, oo verschiedenen Punktes ■ , „ ,H.. 

ITT - c?(»|«) + (f:i,(n+l\n)(0-a) + c'‘l.(>!+-2|H iu-n/ - ... . 
bestelit, und da 6 

langs c.,{^= 


(S.) 


dz’* ’ 




d'’W- 

dz“ 


*11 1*1, »!,■ ,<rri*ii 


ist. Die so^gewonnenen Gleiohimgen zeigen, dafi die in der Flficlio T" einwertigp 
Funktiou erne zui- Charakteristik (^) geborige Fuuktion IF ist, und ^ kann dnber. 
naoh Art. 4 , durch Elementarfunktionen dargestellt werden. 

Um diese Darstellung zu erhalten, beacbte man zunachst, daE die Fuuktion ^ 
wie die fur sie an erster Stelle gewonuenen Gleichungen zeigen, ’ 

fur den Punkt e, (1=1,2,. ,0 unstetig wird wie die Fuuktion: 

= (-1)" («_!)! fiW p + '2'{- X I«) fif'i) P I'll 

fiir den Punkt ((>=.i,2,...,r) unstetig wird wie die Funktion: 

(- ly* / .i\l r^/r, \ I T*’ / 2 1 \ . I ,, I = —1 


fiu den Punkt (x>^ (z=i,2,..., j) stetig ist oder aber unstetig wird wie die Funktion: 

je nachdein + 1 oder ^ ni,_ + 1 ist, 

endlich fur jeden von den Punkten s, a, oo verscMedenen Punkt ^ = a stetig ist. Man 
erkennt dann, daB der ans und den Funktionen Q=i,^,- -,r^ 

sowie den etwa zu -j~ iui eben angegebenen Sinne gehdrigen Funktionen gebildete 

Ausdruck: 


d’‘W 


ir=:l ^ = 1 x = i 


bei welcbem der an dem letzten Summenzeicken stebende Akzent andeuten soli. 
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geht W{z) in P ^ 
Met des Punktes a 
Entwicklnng: 


liber iind an Stelle cler Entwicklnng der Funktion W{z) ftir das Ge- 
^ (?=i, 2 ,tritt, den Gleichimgen (3.) und (1.) des Art. 5 geinafi, die 


P 

0 


/ =00 

-2'4‘ 

;. = o 


!“(>) 




wobei 


cf" 


— p 

X f 


wenn der Punkt von dem Punkte verscbieden ist, dagegen die Entwicklnng 

{z-af, wobei , 

X = 1,2, 3, • • • I, — ftp 


P 

0 


= In 




2.=: 00 
/.=rO 


wenn der Punkt cc^ sicli mit dein Punkte 'tj deckt, was iibrigens nnr in dem Falle, wo ?/ 
der Punkt a^, ist, vorkommen kann. Unterscheidet man jetzt in bezng auf den Pnnkt ?/, 
insoferne clieser entweder der Punkt oder der Punkt a„ oder der Punkt oo^ sein 
kann, drei B'illle und bezielit die Gleichung (D.), indein man zugleich den Buchstaben 
der einen beliebigen von den Punkten a,., , • • •, cx),^ verscbiedenen Punkt der 

Flache T" bezeicbnet, durcb s ersetzt, der Eeilie nacb auf die speziellen Funktionen 


W(0) 


P ^ 
0 ^ 


, w(0) = Fy, W{0) = p 


so erhalt man 


fiir die Derivierte der Funktion P 


die Darstellung: 


(D,.) 


rp , 

0 g 
dz^‘ 


(-l)"(»-l)!p 




h) r 



e 

1 |._ N7 V V 1 

E 


z 

' fix zti 

' n/iifi—X 


far die k‘° Derivierte cler Funktion P 

0 


(I).0 


PP 



0 

2 

__ (• 


(-If 


d2'‘ 


(7^-1)! P 


x = i 


n^ig-iy 
V-1 \ 


n(i 


die Darstellung: 




-\-2" 2 
n=l i=1 


I 

X 


P 


— 

/ L = «„ 



Li p 


P 



“a 

1 

2 


((J = l,2, • • •, r) 


ftir die n^° Derivierte der Funktion P 

0 




die Darstellung: 


(V.) 


PP 

°°r 

0 

2 




Q = r X = 7i/u^ — 



Q=1 X=il 



— X 


P 




«/((! —X 


X 

0 


(ir = l,2,...,5). 


Dabei soil der auf der recliten Seite der Formel (Dg.) an dem Summenzeicben stebende 
Akzent andeuten, daB bei der Summation ftir den Index ^ der Wert o anszuschlieBen ist. 


Die zu einer gewuhnliclicn Charakteristik gphr.rigen Fnnktionen. 


3r, 


Man verstehe jetzt nnter 7/ wiedermii einen der drei Piinktt^ a,,, miter m 
im ersten Falle die Zalil im zweiten Faile die Zalil 7i,,, im dritteu Falle die Zalilii^. 
und setze in deni mit Tr(^) bezeichneten Ausdmcke die GruBe Jii/; der Eiiis. alle ilbrigeii 
GroBeii fi sowie die GruBen (£1, S., • • •, C der Xiill gleich; daiin gebt Wizj in p|^| 
ilber und an Stelle der Entwicklumr der Funktion TFiri fiir das Gebiet des Pimktes 
a^, (0=1.2, -.r) tritt, den Gleicbungen ( 4 .j und ( 2 .) des Art. 5 gemiiB, die Entwieklung: 


P 


'vobei 


wenn der Punkt a,, von dem Punkte 7/ verscliieden ist, dagegen die Entwieklung: 


Py 

VI \Z 




wenn der Punkt sich mit dem Punkte 7/ deckt, was iibrigens nur in dem Falle, wo 
1] der Punkt ist, vorkommen kann. Uutersebeidet man jetzt in bezug auf den Punkt 7/, 
iiisoferne dieser entweder der Punkt oder der Punkt a„ oder der Punkt sein kann, 
drei Falle und bezielit die Gleichung (D.), indem man zugleicli den Buchstaben s^, der 
einen beliebigen von den Punkten ooj, •••, 00,^ verschiedenen Punkt der Flaclie T" 

bezeiebnet, durcb s ersetzt, der Reihe nach auf die speziellen Funktionen Tr(^) = P]^,[, 

W{z) = erbalt man 

I 

die Darstellung: 

fUilg - l\ 

,1 ^ Q = r X = nfjf-X 1 

(—m| 7 ?) P 


(D 5 .) 


fiir die Derivierte der Funktion P 

rp 


dz''^ 


7 !+!'n 


Q = r X = nfjB-X 


V p 




\d^'\^i-X 




fiir die Derivierte der Funktion P die Darstellung: 


(D.-) 


d^P 

% 


7n 

z 



dz^^ 


I m \ ry ccg. 

(- nj P / 

\ f^a / nf(a+in " 




X = nMa-X\ 

_ I _ . 


iHX V 


n[i^ —1| 


Q = r X = n/.t( — l I 

__1_V y 4 — 


n] 

I uH p 


fur die Derivierte der Funktion P 


% \d^a 0 

die Darstellung: 


“0 

t /O 


(tf=l, i 




(D,.) 


d^P 

m 

°°r 

Q = r 

1 

7.= 7t/(j|—11 

- 

\ H / 

(:fr P 

1 “^ 

) -P 


dz 

n 


X = X 

niifj — 1 

WZ np,-l 

1 ? 

\)(ix 

\z 


•jV) 


Cf=i, 
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wenn ist, clagegen die Darstellung: 


(d;.) 


cV^P 


dz>‘ 


(- n) P 

' ' m— HI, 



. 1 


“) 





““r 

ii 

1 

>-* 

K l^Q 

(— P 


) ^ 
/o;. 

“(* 

S 

1 ;:fl 

UiLfj — X 


z 


(r=l,2, 


wenn 1 ist. 

Dabei soli der auf der rechten Seite der Formel (Dg.) an dem Summenzeiclien steliende 
Akzent andeuten, dafi bei der Summation filr den Index ^ der Wert g auszuschlieBen 
ist. Was den Bnchstabeii m betrifft, so vertritt derselbe bei der Formel (Dg.) die Zabl 
bei der Formel (Dg.) die Zabl n^, endlich bei den Formeln (D^.), (D/.) die Zabl und 

es kann daber, insoferne Wi, unbestiminte positive ganze Zablen sind, in den auf- 
gestellten Formeln unter on irgend eine positive ganze Zabl verstanden werden. 

FTacbdem so die Derivierten der zur Cbarakteristik geborigen Elementar- 

funktionen dnrcb Elementarfmiktionen dargestellt sind, klBt sicb jetzt die Funktion P J , 
indem man die im vorbergebenden Artikel miter (8.) filr sie aufgestellte Grleicbung: 




z 

£ 

1 0 

s 

Z 

^ {m—iy. 



mit den Formeln (Dg.), (Dg.), (D^.) der Eeibe nacb verbindet, dnrcb Elementarfunktionen mit 
dem Argumente s darstellen. Um diese Darstellung zu erbalten, beacbte man, daB die 
Formel (Dg.) fur irgend zwei von den Punkten o:i, • • •, cc,., oo^, • • •, oo,^ verscbiedene 
Punkte e, g der Flacbe T' gilt, wenn nur diese Punkte als Punkte der Flilcbe T be- 
tracbtet getrennt liegen, daB dagegen die Formeln (Dg.), (D^.) filr jeden von den Punkten 
• • •, cc,., oo^, • • •, verscbiedenen Pnnkt z der Flilcbe T' gelten. Ersetzt man darauf- 
bin bei den genaniiten drei Formeln in neuer Bezeicbnung den Bucbstaben z dnrcb den 
Bucbstaben e und gleicbzeitig den, nur bei der Formel (Dg.) vorkommenden, Bucb¬ 
staben e dnrcb den Bucbstaben z, weiter dann den Bucbstaben ot durcb den Bucb¬ 
staben 001 und vertauscbt endlicb nocb durcbweg die Zeicben P, P, so erbiilt man zu- 
nacbst drei Glleicbungen, deren linke Seiten von den GroBen: 


r‘p 

z 

d^‘^p 

d'^'p 


0 

s 

0 £ 

0 

1 ^ 




beziehungsweise gebildet werden. Ftlbrt man nun nocb an Stelle dieser GroBen auf 
Grand der oben aufgestellten Gleicbung (S^.) die GroBen: 


(m-1)! P 


(m-1)! P 

'v y on 


(m-l)!P 

^ y m 


beziehungsweise ein, so erbalt man scblieBlicb die drei Gleicbungen: 





(E.) 


(E.-) P 


Die zu einer gewShahchen Charakteristik geliorigen Fmiktinnen. 




. Q = rZ = mUf-l[ - W 


Q = 1 >1 = 1 


my. —X 

V 


P 


€ 

(_i)« 

P 

“a 



mi-ig 

s 


4 " 


(«i — 1)! 


2.=7nfig-l 

J" 

X = 1 


V J 


my^ 


-L^( P 

- X \m fjg- /. 


p 


1 


(m—1)! 


^ We 


^ = 1 Z=1 


niy^ — X 


P 


P 


('^ = 1 ,; 


. f) 


(E.,) 


P 




/my^ — X 

— P 




f 

^ >l = mp()—1 


cc 1 
(' 
°°tl 

P 

1 >1 

£ 


niy^-. 

- JT 

1 


(r = 1.2, -.i) 


OO, 


• *, oo^ verschiedene 


von denen die erste fitr irgend zwei von den Punkten 
Punkte ew cler Flache T' gilt, wenn nnr diese Punkte als Punkte der Flaclie T be 
trachtet getrennt liegen, die zweite und dritte dagegen fur jeden von den Punkten 
• • •, a,., oo^, • • •, oo^ verschiedenen Punkt s der Flache T' gilt. Der auf der rechten 
Seite der Formel (E^.) an dem Summenzeichen stehende Akzent soli andeuten, daB bei 
der Summation ftir den Index q der Wert a auszuschlieBen ist. 


Jetzt ist man auch imstande, das Verhalten der Funktionen P 




,P 

VI OO, 


als Funktionen des Parameters s vollstandig zu charakterisieren. Zunachst zeigt' die 
Glleichung (S^.), daB diese Funktionen, als Funktionen des Parameters e beti*achtet, zur 

Charakteristik gehorige Funktionen W(s) sind, die nur algebraisch unendlich werden, 
und bei denen uberdies die Konstanten 5 t, S 3 , samtlicb den Wert li^ull besitzen. Als 
Funktionen W(e) miissen sie sicb aber nacb Friiberem durcb zur Charakteristik ge¬ 
horige Elementarfunktionen mit dem Argumente s darstellen lassen, und diese Dar- 
stellungen werden eben durcb die G-leicbungen (E^.), (E^.), (E«,.) beziebungsweise geliefert. 

Aus der Gleicbung (E^.) erkennt man dann weiter, daB die Funktion pj^ als Funktion 
von e unendlich wird wie wenn der in der Flache T' bewegliclie Punkt s sicb 

dem festen Punkte ^ unbegrenzt nahert, und daB diese Funktion im tlbrigen nur dann 
nocb unendlich werden kann, und bei nicbt spezieller Lage des Punktes z auch stets 
unendlich wird, wenn der Punkt a sicb einem der Punkte cc^, ■ unbegrenzt nkhert. 


Was dagegen die Funktionen P 




betrifft, so konnen dieselben, wie die Glei- 

chungen (E^.), (E^.) zeigen, nnr dann unendbcb werden, wenn der Punkt a sicb einem der 
Punkte cc^, • • •, unbegrenzt n9>bert. Beacbtet man nun nocb, daB die drei in Rede 
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stelienclen Fanktionen sicli auf Gruncl der Uleichung ( 8 i.) von den nach g genommenen 
Derivierten der drei Funktionen P ^ , P , P beziehnngsweise nur urn einen 

Zahlenfaktor unterscheiden, niid dafi eine jede dieser drei Derivierten gegeii Null kon- 
vergiert, wenn der Punkt g dem Punkte oo^ (^ = 1,2,...,?) unbegrenzt zustrebt, so erkennt man 

endlick noch, daB die Funktionen p|j , P , P stets gegen Null konvergieren, wenn 
der Punkt g irgend eineni der Punkte oo^, •. 00,^ unbegrenzt zustrebt. Das eigenttlm- 

liche Verhalten der Funktion P ^ beim Anriicken des Punktes g gegen einen Punkt a 
Oder einen Punkt 00 stelit im Einklange init der aus den Gleichungen ( 8 .) sich er- 
gebenden Tatsache, daB die Elementarfunktion P J nicht in die Elementarfunktionen 
P “, P “ ubergeht, wenn man den Punkt g dem Punkte a beziehnngsweise dem 
Punkte 00 unbegrenzt zustreben laBt. 


7 . 

Man lasse jetzt in dem zn Anfang des vorliergehenden Artikels aufgestellten 
Ausdrucke an Stelle einer jeden der ^ p r + (7 Konstanten £0 cler p Konstanten 
die Null treten. Der dadurch entstehende Ausdrnck: 




t: = 1 
i> = r 


+2 te“'’ -p 
+5’fe"”’-p 

Til ^ 1 


+ • • • + 2 !.:’^ 1 ) 


bei dem •• •, • • •, n,., p^ unbestimmte positive ganze Zahlen bezeichnen, 

nnd die Konstanten £, G keinen Bedingungen unterworfen sind, stelit dann die all- 


gemeinste zur Charakteristik gehorige Funktion W dar, welche in je zwei zn einem 


der Schnitte c, I geliorigen entsprechenden Punkten denselben Wert besitzt. 

Infolgedessen ist die Funktion W{ 0 ) schon in der aus T" dnrch Anfhebung der 
Schnitte I entstehenden Flache T' einwertig, imd es darf daher fur die Untersnchimg 
dieser Funktion die Flache T' zu Grunde gelegt werden. Noch mbge fur das Folgende 
vorausgesetzt werden, daB ftir ^ == 1 , 2 , • • •, r n^> ist; dadurch wird die Allgemein- 
heit der Untersuchung nicht beschrankt, da man von dem Falle, wo n^> also etwa 
p^-\- g ist', zu dem Falle, wo n^^p^, also etwa p^-hi —h ist, auch dadurch 





Die zu einer gewdhnlidien Charakteristik geburigen Funktionen. 


lilDergehen kann, daB man den Koustanteii 
erteilt. 


Q{°?) 

i' 


. . QC'p) 

' •^ft^+2-h 


den Wert Xiill 


Die definierte Funktion Tr(.) laBt sich mm auch dnrch die Derivierte einer zii 
der Charakteristik gehorigen Funktion W und aiisgezeichuete Funktionen TFiV? 

der hier betrachteten Art linear darstellen. Dm diese DarsteUung zu erhalten, setze 
man zmiachst Yoraus, daB keiner der Punkte , e, der Begrenzung von T an- 
gehore, und verstehe unter a einen im Innern von T' gelegenen, von den Punkten e. a, cc 
verschiedenen Punkt, bilde alsdann das Produkt: 




\a 

z 


der Funktion W (^) und der zur Charakteristik gehorigen, ebenhills in T' eimvertigen 
Elementarfunktion und bestimme den Wert F des in positiver Richtung uber die 
von den beiden Seiten der Schnitte a, 1), c gebildete Begi’enzung gt der Flache T zu 
erstreckenden Integrals indem man in derselben Weise vorgeht, wie es im 

ersten Teile, in Art. 1 des siebenten Abschnittes, zu ahnlichem Zwecke geschehen ist. 
Man erhalt dann fiir J zunachst die Dleichung: 

+ + 




^f<P{0)d,=2 f(<^(0y-<p(0r)d 


und schlieBlich, indem man beachtet, daB fiir ?/= 1, 2, • • _2h nachdem man noch zur 
Abkiirzung 

'i = t l — Q = r?. = nn y. = qX=Pif 

Tr = l ^ = 1 ^ Q = 1X = 1 ^ y.z=l X = 1 ^ 

gesetzt hat, 

dwJal 


langs a, {W( 0 y- A, W{iy + (1 - ffi,, P 
Utags 6„j W{zy~B,.W{sy + P 

langs c„{TP(^)+- W{i)-, P 


a 

*= A,P 

a 

z 

1 

z 

a 


a 

z 

1 

z 

a 

p 

a 

z 

1 

z 




ist, und daB daher die Werte von <^>( 0 ) in je zwei zu einem der Schnitte a, b, c ge¬ 
horigen entsprechenden Punkten cP~ in der Weise verkmipft sind, daB 

langs «,{ - 2 ^ [W{£y- Tr(.)-) + ffi. (f |:f-P|:n, 

langs 0(.y =0(.)- - 2 ^{w{.y - m-)+ s. (?|:r-?|;f) - 

langs cJ <P{ 0 y = <P[ 0 )~ 
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ist, die Gleichung: 




T =}1 

2^ 

V=1 


da 


■J W{0)d^ + "^^,.J p 


dz. 


Das Integral J ist aber auch gleicli der Snmme der auf die Pankte ?] = «i, • • •, 6^; 

+ 

oo^, •••, oo,^; a sich beziehenden Integrate C^{i)dz und kann daher auch 

ii 


auf Grand der Gleichung: 


J' = 




4* 


fp{z)d^ 


ausgewertet werden. Zu dem Ende hat man das Folgeiide zu beachten. 

1.) Ist £ einer. der Punkte e^, • • •, £<, so gelten fitr das Gebiet dieses Punktes 8 

die Entwicklungen (vergl. Art. 6 u. Art. 5): 






2 =00 




p 

1 


dp 

£ 

0 

ct 


da 




dp 

f 

V 

(X 


^ X' 
X'=l 


da 


wobei isE and es tritt daher in der durch Multiplikation dieser Entwicklungen 

sich ergebenden Entwicklung der Funktion fiir das Gebiet des Punktes s die 

Potenz mit dem Koeffizienten: 


dP „ 

da 


X-=m — 


+ ^ 

;i = i 



dP 

f 

2 

Ct 


da 


auf Dieses Glied ist wegen d^ = das einzige, welches bei der Auswertung des auf 
den Punkt « sich beziehenden Integrals in Betracht koinint, und man erhalt dem- 
entsprechend: 


(b [ 



2.) Ist a einer der Punkte a^, • • •, a^, so gelten fur das Gebiet dieses Punktes a 

die Entwicklungen (vergl. Art. 6 u. Art. 5):- 

<i=wQ.£|.) X—<X> —, _, dP\ 

^(^)=A'A + A’4“>^L J’I 


2=1 « 2=0 


da 


X'=«^ (iP 


da 


4', 


X 

wobei (^—a)^‘ ist, und es tritt daher in der durch Multiplikation dieser Entwick- 
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lungen sich ergebenden EntwicMung der Funktion fur das Gebiet des Puuktes a 
die Potenz init dem Koeffizienten: 



auf. Dieses Glied ist wegen dz = das einzige, welches bei der Aus'wertuiig 

des auf den Punkt a sich beziehenden Integrals in Betracht komnit, und man erhalt 
dementsprechend: 


(“) I 


l = n — }i (I P 

J_ 'V -It Qf") 

I .--'j 1 -f ft 


d a 



3.) 1st oo einer der Punkte oo^, oo^, • • •, oo^, so gelten ftir das Gebiet dieses 
Punktes oo die Entwicklungen (vergl. Art. 6 u. Art. 5): 


yv{z) 


;i = i 








;i=o 


P 

1 


dF 


da 


CO 

+:s 

Z'=l 


dF 


da 


F' 


wobei z ' ist, und es tritt daher in der durch Multiplikation dieser Entwicklungen 
sich ergebenden Entwicklung der Funktion (f>{z) fur das Gebiet des Punktes oo die 
Potenz zl init dem Koeffizienten: 



auf. Dieses Glied ist wegen dz = — izj ^dz^ das einzige, welches bei der Auswertung 
des auf den Punkt oo sich beziehenden Integrals in Betracht kommt, und man erhalt 
dementsprechend: 


4^(z)dz 

(“) 


27ii iC\ 




dF 


da 


j=1 ‘■ 




da 


X = i+p 

+ ^ ■ 
1=1+1 


dF 
o(“) ^ 


da 


4.) 


Fflr das Gebiet des Punktes a endlich gelten die Entwicklungen: 


B7'(«) = Tf(®)+'A"4“’4, 


2 = 1 


p “ 
1 ^ 


+ 2 


2'=0 


wobei z^-s-a ist, wahrend die c, c von z freie Konstanten bezeicbnen, und es tritt daher 
in der durch Multiplikation dieser Entwicklungen sich ergebenden Entwicklung der 
Funktion fur das Gebiet des Punktes a die Potenz mit dem Koeffizienten W{a) 
auf. Dieses Glied ist wegen dz - dz, das einzige, welches bei der Auswertung des auf 
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den Pnnkt a sicli beziehendeii Integrals in Betracht kommt, und man erhalt dem- 
entsprecliend: 

■f 

J = 2TiiW(a). 

' («) 

Unter Benutzung der vier iin vorstelienden gewonnenen Resultate erlralt man jetzt aus 
der oben fur J aufgestellten neuen Grleichung die Gleichung: 


J= 27zi2\ 


dP 


T = 1 


da 


Z = ni^ — l ^ 

+ A 

^=1 ^ 


C = ?- [ dP 


da 


P 




\ d P 
- 2ni^ — 

« = i 


da 


+ !f' T 



a 

d 

a 


a 

dP 

a 

X 

Oj 

da 


00 .^ 

dP 


i 

ct 


= 1 


da 


7. - Ix-VPx , . , 

+ ^ ASK.- 


d P 

^y. 

X 

(1 


Z — Ik+I 


da 


+ 27iiW(a'). 


Setzt man nnn die beiden fiir J erhaltenen Ansdriicke einander gleich, lafit bei 
der entstehenden Gleicbmig in neuer Bezeichnmig zunachst an Stelle des Buckstabens s 
den Buchstaben hierauf an Stelle des Bnchstabens a den Bucbstaben z treten und 
lost alsdann die Gleicliung nacli T'F(^) auf, so erhalt man fiir die Funktion W{z) die 
fiir jeden von den Punkten e, a, oo verscliiedenen inneren Punkt z der Flaclie T' geltende 
Darstellung: 






A — //tjr ‘ 

+ ^ 


;i = i 




dz 


(iP 


aP 


n ” - I I ^ Ai arc) „ _ 
KA' ■"? dz ^ dz 


^ = 3 dP 

;< = ! 


dz 


;. = i 


^~‘x . d P 

4 _ 'V _iL P°=‘x) ^ 

4^ X ‘x~z 

;.=i 


dz 


z=‘x+Px , dP 

+ 2 ASK. ^ 


^ +1 


dz 


A ’2 

1' — 1 V J. , _LT J r -1. . _LT 






Die hierbei aufbretenden Konstanten • • •, sind, wie aus 3.) erhellt, die Koeffi- 

zienten, welche in der EntwicMung der Funktion W{z) fiir das Gebiet des Punktes oo^ 
den Potenzen z^^, • • z^^ beziehungsweise zukommen. Nach der zu Anfang der 
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Untersucliuiig gemachteii, auf den tri3ergang yon dem der Aldeituntr d^r Fonnel 
zu Orunde gelegten Falle = zu dem Falle sicli bezielienden Be- 

meikung sind bei dem zu einem bestimmten Index ^ gehorigen Gliede der auf der 
lecliteii Seite dei voistelienden Gleicbung in der zweiten Zeile stelienden Sunime, wenii 
Terme bis auf den ersten, wenn dagegen ist, alle Terme fl1>er- 

haupt zu imterdriicken, sodafi also fur das gauze Glied in Wegfall kommt. 

Die auf der recbten Seite der fur W(/) gewonnenen Gleicliung vorkommenden, 
uber die beiden • Seiten der Scknitte a,., zu erstreckenden Integrale sollen jetzt unter 
der, fiir die Herleitung dieser Gleicliung gemacliten, Vomussetzung, daB die Punkte 
6„ •••,£, sowie der zu Anfang mit a bezeiclinete Punkt ^ ini Inneni der Flaclie T' 
liegen, nalier untersucht werden. Fine fur diese Untersucliung nutige Hilfsformel nioge 
zunaclist abgeleitet werden. 

Man bezielie die fiir jeden Punkt s der Flacke T' geltende Formel (E..) des 
vorhergelienden Artikels auf einen Begrenzungspunkt z = y, multipliziere alsdann liiike 
und rechte Seite mit dl^ mid integriere in positiver Eicktung tlber die beiden Seiten 
der Scbnitte a,, h,., indem man beaclitet, daB fiir 2, 3, • • • 





ist, und daB sich als Wert des hier reclits stehenden Integrals fur w = 1 die der Funk- 


tion F\ 


0 

1 


B 

0 

Z 



kings c, zukoiiimende Konstante fiir m = 2, 3, • • • die der Funktion 

kings c,, zukommende Konstante = 0 ergibt, daB also der Wert des links 


stebenden Integrals fiir m = 1, 2, 3, • • • durck - ~ dargestellt werden kann, wenn 

man unter eine GrdBe verstekt, die fiir m = l den Wert 1, fur m = 2, 3, ••• den 
Wert 0 besitzt. Man erhalt dann die erwahnte, fur jeden von den Punkten a, oo 
verscliiedenen iniieren Punkt e der Flache T' geltende Hilfsformel: 


(H.) 






• 1 )! 


q=r Z=m/.iQ—l 

0=1 A =1 






(/„ 


F 

mft.-Z 




Was nun das an erster Stelle zu untersuckende, nur von den Punkten •••,£, 

■p 

abhaiigige, Integral ^'W'i^^d'Q ()' = i) 2 , • • ketrifft, so erkalt man fiir dasselbe, wenn man 

die darin vorkommende GrOBe TF(C) Grand der zu Anfang dieses Artikels auf- 

- . 6 

P-E, II. 



40 


Zweiter Abscliuitt. 


den Pankt a sich beziehendeii Integrals in Betracht kommt, iind man erlialt dem- 
entsprechend: 

■f 

J <P(z)ch ^ 271 i W(a). 

' («) 

Unter Benutzung der vier im vorstelienden gewonnenen Resultate erlialt man jetzt aus 
der oben fur J anfgestellten neuen Gleichnng die Gleichung: 


(,=1 

y.=(l 

X — 1 


dp 

0 

Sr 

a 

da 


(X 

dP 

i' 

0 

a 


+ 2«^’'ksr;> 


X = — 1 

J? 

;i = i 


da 


+ 2 


- 2m2 

X = 1 [ 

+ 27iiW(d). 


dP 


da 


+ '2 


dP 

Sr 

a 


a 


a 

dP 


X 

ct 

da 


00 .^ 

dP 

/. 

k 

ct 


;. = i 


1 '«■ 


da 


^ ~ 'x r 

• 2 ■ 
^ ~ 1 


dp 

^y. 

). 

a 


da 


Setzt man nun die beiden fiir J erhaltenen Ausdrucke einander gleich, laBt bei 
der entstelrenden Gleichung in nener Bezeichnung zunacbst an Stelle des Bucbstabens z 
den Buchstaben "Q, bierauf an Stelle des Bucbstabens a den Bucbstaben ^ treten und 
lost alsdann die Gleichung nacb W(^) auf, so erlialt man fur die Funktion W( 0 ) die 
fiir jeden von den Piinkten cc, 00 vorscbiedenen inneren Piiiikt 0 der Flilcbe 2'' geltende 
Darstellung: 



Die hierbei auftretenden Konstanten • • •, sind, wie aus 3.) erbellt, die Koeffi- 

zienten, welclie in der Entwicklung der Funktion W{ 0 ) fur das Gebiet des Punktes 00 ^ 
den Potenzen beziebungsweise ziikoinmen. Nacb der zu Anfang der 
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Untsisuchung gBinaclitGii, auf cIgii tJlDGrgaBg yoii cIgiu cIgi' A]>lGitii2ig dt-r ForniGi 
zii Grimde gelegten Falle n^> ((. = 1,2,...,.) za dem FallG sicli bezielieiiden Be- 

niGrkuiig siiid bei dGin zu eiueui bestiuuuteii ludGx q gGhorigeu GliedG dGr uuf dGr 
rechten SeitG dor vorstGlieuden Gleicliung in der zwGitGn ZgIIg steliGiidGn Suiiiiin% wpiiii 
ist, alle Ternie bis auf den ersten, wenn dagegeii ist, alle Teriiie 

haupt zu unterdriickeii, sodaB also fur das gauze Glied in Wegfall k(jmmt. 

Die auf der rechten Seite der fiir W(/) gewonnenen Gleicliung vorkoniiiieiideii, 
liber die beiden • Seiten der Schnitte zu erstreckenden Integmle sollen jetzt unter 
der, fur die Herleitung dieser Gleichnng gemachten, Voraussetzung, daB die Piuikte 
61 , Bi sowie der zu Anfang mit a bezeichnete Punkt ^ im Iniiem der Flaclie T 
liegen, naher untersucht werden. Fine fiir diese Untersuchung notige Hilfsfurmel iiioge 
zunachst abgeleitet werden. 

Man beziehe die fiir jeden Punkt z der Flache T’ geltende Formel (E,.j des 
vorliergehenden Artikels auf einen Begrenzungspunkt ^ multipliziere alsdann linke 
und rechte Seite mit dX> und integriere in positiver Eichtuug iilier die beiden Seiten 
der Schnitte «,,, J)^., indem man beachtet, daB fiir ^n=l, 2, 3, •• • 


T 


p £ 

ni I £ 


d’Q 






dy 


ist, und daB sich als Wert des hier rechts stehenden Integrals fiir m = 1 die der Funk- 


tion P 

0 


langs c„ zukommende Konstante 


27ti 


fur m = 2, 3, • • • die der Funktion 


d'^-^p 

£ 

0 

Z 




kings c„ zukommende Konstante {«:,. = 0 ergiht, daB also der Wert des links 
stehenden Integrals fiir m = 1, 2, 3, • • • durch - ^ dargestellt werden kann, wenn 

man unter (1,^1 eine GrdBe versteht, die fur w = l den Wert 1, fur m == 2, 3, • • • den 
Wert 0 besitzt. Man erhalt dann die erwahnte, fur jeden von den Punkten «, 00 
verschiedenen inneren Punkt s der Flache T' geltende Hilfsformel: 


(PL) 


/^l 


Q = r l=‘mfin~X\ ,, 

ny- _ ^ 2 7ti 1 -y y} \ 






Was nun das an erster Stelle zu untersuchende, nur von den Punkten 


abhangige, Integral fW{^)d^ o- = i, 2 , • •-.p) hetrifft, so erhalt man fdr dasselbe, wenn man 

die darin vorkommende GrdBe TF(^) t^^f H^^^nd der zu Anfang dieses Artikels auf 

- 6 

P-R, 11 . 
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Zweiter Abscbnitt. 


gestellten, die Funktion W(^) fur jeden Punkt z der Flache T' definierenden Gleichung 
durcli den ilir entspreclienden Ausdruck ersetzt, zunaclist die Gleicliung: 


^ 2 S<‘'> /p 2 2 /P } di; + 2 2 / p dt 

R.'fl ‘ [<.».*] ‘ P;.*a 

und schlieBlich, weim man das auf der rechten Seite an erster Stelle stehende Integral 
anf Grand der Hilfsformel (H.) durcli Elementarfunktionen mit dein Argumente dar- 
stellt, die Gleichung: 


( 2 .) 

wobei zur Abkiirzung 


T 

f w (Q) ill; =KI‘" 






(3.) 


'V 'V 

^ ^ 

« = ! 7/1=1 ^=1 1 = 1 


— 2 


(^o 


{m — 1)! 


m 

■F 


. + 




1 (/ 

X \ ,/ m fin-2 

i 

4f\ 




F 



-h 


j, . r= ( Q = r m — nn C* \ y. = q m=p-j /» „ 

v2<p> + 2 2 S!,!" / P > di;+2 2 2^’ \S { dK. 

r -^ -.1 .. = 1 


gesetzt ist. 


F 

_ 

Integral I F 


Das an zweiter Stelle zu untersnchende, nur yon dem Pnnkte z abhangige, 
((;=i, 2 ,- -•,;/) laBt sich durch Elementarfunktionen mit dem Argumente 


1 U? 


al . 

[“f> 

darstellen. Um diese Darstellung zu erhalten, lasse man in der Hilfsformel (H.) an 
Stelle des Punktes « den PunlH 0 , an Stelle des Buchstaben r den Buchstaben o treten, 
setze alsdann m = 1 und vertansche endlich durchweg die Zeichen F, P. Man gewinnt 


auf diese Weise die Gleichung: 




(!'•) 

wobei zur Abkiirzung 

(*■) + 2 i(Li 


2 & 


d;)f 




gesetzt ist. Die durch die letzte Gleichung fiir jeden Punkt ^ der Flache T' definierte 
Funktion ist eine zur Charakteristik gehdrige Funktion W{^) von der in 

diesem Artikel betrachteten Art, die nur ftlr die Punlrte unstetig und zwar 




Die zu einer gevvohnlielien Charakteristik Knnklier.en. 4.“. 

algebiaisch unendlich wirdj und dereu ^Verte in je zwei zu einfin dnr Srlmirtn a. c 
geharigen entspreclienden Punkten S’*, S’- in der Weise v.-rkiinpft >in.l. dat! 

liings a,{ Tr<"'0+ - ^,F<"Yg)- + (1-J, iflY', 

(3'-) langsb41F<">(2;)+-B,Tr<"ifo)- + (l-/ji,;,gi'‘', ..i.e, 

langs c,{TF'“>(a)+- 


ist, wobei zar Abkiirzung 


’ - 7 + ^ S' C) .f C 

P = 1 <^ = 1 e A 


“7 + 2 ^ f 


Q = rl=f,^-1 __ 

^ ^ r 

()=1 2 = 1 A 


(f: 


gesetzt ist. Das in der letzten Zeile steliende Integral kann aiisgeweiiet werden, 
indem man die zwisclien den geschweiffcen Klammeru steliende GroBe auf Grand der 
Formel: 


dS 


Q = rl=fif-1 _ 

2 ' 1', 

^ (5 = 1 2 = 1 /'e-^ 


diirch die GroBe — 2 ersetzt und alsdann die Integration ausfulirt; man erkalt so 
ftir das Integral den Wert — 2(1 —und erkennt nun schlieBlicli, daB 


(4'.) S'"' = 

ist, daB also nur dann einen von Null verscMedenen Wert und zwar den Wert 1 
besitzt, wenn r = a ist. Die soeben aufgestellte, bei der Auswertung des Integrals 
benutzte Formel gelit aus der Formel (D^^.) des Art. 6 hervor, indem man bei dieser 
an Stelle der Zeicken tv, P die Zeiclien w, P treten laBt, alsdann n=l, r = r, 
^ setzt und endlich. noch an Stelle des Summationsbuclistabens A einen neuen Sum- 
mationsbuclistaben X vermittels der Gleickung k = — X einfflhrt'. 

Mit Hilfe der Gleickungen (2.) und (1'.) kann man jetzt der vorher fur W(i) 
gewonnenen Gleichung die Gestalt: 

(D.) Wi^) - 

r = 1 

geben, wobei W^(^) durch die Gleichung: 

\ / ^ at 
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Zweiter Absclinitt. 


-5 (maj? /i :i + p 

+a{ 


+ '2 

^ ‘x ■'■ 2 


/(= 1 


“ 'x + i'x 

_L "V Ai p 


. 

v= 1 


— bei cler die iinter (3.) definierte (IrdBe bezeiclinet -- bF^''^(^) 0=1,2,••■,2,) durch 

die Gleicbuiig: 





endlich (>'=x, 2 ,---,p) durch die schon friiher aufgestellte Gleichung: 



bestimmt ist. Trotzdem die Gleichung (D.), zur Vereinfachung der Untersuchung, nur 
fur den Fall abgeleitet worden ist, dafi die Punkte • • •, sowie der Punkt 0 im 
Iniiern der Fhlche T liegen, gilt sie auch noch, wemi die genannten Punkte teilweise 
Oder samtlich der Pegrenzung von T angehoren. Unter der, die Allgemeiuheit der 
Untersuchung nur scheinbar beschrankenden, Voraussetzung, da6 die unbestimmten Kon- 
stanten (e=i, 2 , 0 durch eine Lagenanderung der Punkte nicht beein- 

fluBt werden, andert sich namlich der Wert des Ausdruckes: 


bei dem TF‘(^) die zu Anfang dieses Artikels aufgestellte lineare Verbindung von 
Elementarfimktionen vertritt, als Funl?;tion der +1 in T' frei beweglichen Punkte 
fii, • • •, e^, betrachtet, stetig, wenn einer dieser Punkte durch stetige Bewegung in einen 
Punkt der Begrenzung von T' ubergeht, und es kann daher der in Rede stehende 
Ausdruck, da er der Gleichung (D.) gemaB immer den Wert Null besitzt, wenn die 
genannten Punkte im Innern der Flache T' liegen, nicht einen von Null verschiedenen 
Wert haben, wenn diese Punkte teilweise oder samtlich der Begrenzung von T' an¬ 
gehoren. 
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Aus der so fur jede Lage der Punkte ^ als richtig hewieseiieii (ilei- 

cliuug (D.) erkeunt man nun scliliefilicli, claB die allgemeinste zur Charakteristik (^) 

gehorige Funktion W{£), welche in je zwei zu eiiiem der Sehnitte c. 1 gehurigen eiit- 
sprechenden Punkten denselben Wert besitzt, sich, entspreclieiid der zu Anfang 

des Artikels aufgestellten Behauptung, durch die Derivierte einer zu dersell^en Cha- 
rakteristik gehorigen Funktion TF, eben der Funktion Tr^iV), und die p ausgezeichneteii. 
mit der Funktion TF(^) gleichartigen Funktionen TF^^Y^j, • • •, linear darstellen lilBt. 

Dabei ist nocb besonders bervorzuheben, daB diese p ausgezeichneten Funktionen 
TF^’Y^)^ ■ ■ ■’ durchaus selbstandige, von der darzustelleiiden Funktion TFt^j unab- 

bangige Gebilde sind, wabrend andererseits die Funktion TF'*'(^) in engster Bezieliung 
zu der Funlition TF(-^) stebt. 

Lafit man in der zu Anfang dieses Artikels aufgestellten, die Funktion TFf/i 
definiereiiden Gleicbungg^^und dementsprecbend aucb in der Gleicbung fD.j die GrdBen S 
samtlicb mit der Null zusammenfallen und setzt zudein nocb 0=1, so wird TFi/) = 1 
und zugleicb reduziert sicb die Gleicbung (D.) auf die Gleicbung: 


1 == 



GO. 


+ ^Tf"'(4 

r = l 


Zum Scblusse dieses Artikels sollen jetzt nocb kurz diejenigen speziellen zur 
Cbarakteristik geborigen Funktionen TF betracbtet werden, deren Werte in je zwei 
entsprecbenden Punkten cF" der Begrenzung von T" in der Weise verknupft 
sind, dafi 

langs a^{ W'^ = TF“, 
langs &„( FF"^ = 
langs c„ { TF'*' = TF“, 

langs { TF'^ = TF”, 

ist. Fine jede solcbe Funktion IF moge eine zur Cbarakteristik Q gehorige IF-Funktion 
genannt und mit bezeicbnet werden. Dieser Definition zufolge ist die Gesamtheit 
der zur Cbarakteristik geborigen F-Funktionen identiscb mit der Gesamtheit der- 
jenigen Funktionen TF(-^) von der zu Anfang dieses Artikels definierten Art, bei denen 
die das Verbalten an den Schnitten a, h bestimmenden Konstanten ^ 3 , * • samt- 
lich den Wert Null besitzen. 
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Zweiter Abschnitt. 


Die Derivierte ^ einer jeden zur Charakteristik gehdrigen Fiinktion W ist, 

wie aus den zu Anfang des Art. 6 angestellten Untersuchungen hervorgeht, eine zu 
derselben Charakteristik gehorige jP-Fiinktioii. Dafi aber auch uingekehrt eine jede 

zur Charakteristik gehorige i^-Funktion sich mit der Derivierten einer zu derselben 

Charakteristik gehdrigen Funktion IV deckt, erkennt man, wenn man beachtet, dafi die 
vorher gewonnene Gleichung (D.) sich fur eine Funktion fV( 0 ) == F ( 0 ) auf die Gleichung 

(O'.) m=W 

reduziert. Die Gesamtheit der zur Charakteristik gehdrigen A-Funktionen ist also 

auch identisch mit der Gesamtheit der Derivierten ^ der zu derselben Charakteristik 
gehdrigen Funktionen W. 

Aus dem soeben gewonnenen Desultate folgt nun schlieBlich noch, daB das mit 
einer Funktion F{ 0 ) gebildete, von einem Punkte 0 ^ bis zu einem Punkte 0 liber eine 

ganz im Innern der Flache T" verlaufende Kurve erstreckte Integral F{ 0 )d 0 eine zur 

Charakteristik gehorige Funktion W ist, und daB diese Funktion W, nachdem man 

F{ 0 ) durch Elementarfunktionen ausgedriickt und zu dem so erhaltenen Ausdrucke W( 0 ) 
von der zu Anfang dieses Artikels definierten Art den ihm entsprechenden Ansdruck 
gebildet hat, durch die Gleichung: 

z 

(D"-) r F{£)d^ -Tr*(«) - 

geliefert wird. 

Auf die Theorie der zur Charakteristik gehdrigen Funktionen soil aus- 
fiihrlicher erst im sechsten Abschnitt eingegangen werden. 


8 . 

Der zu Anfang des Art. 6 aufgestellte Ausdruck: 





Dio zu einer gewuhnlichen Charaktoristik Funkti=>!ieu. 4i 

bei dem m^, • • •, m^, n^, • • •, • • •, unbestimmte positive iraiize ZaliU-^n, die Buch- 

staben 2, G unbestimmte, uur cler Bediugung: 

1’=? /t = t a = r x-'i 

^ (5., + 2;ii 2* -r -f ^ 2--) = *J 

l'=l \r=l /; = 1 j; = l / 

unterworfene Konstanten bezeicbnen, stellt die allgemeinste zur Charakttu'istik ge- 

borige Funktion TF dar. Auf Grund des im vorhergehendeii Artikel gewuiiiieneu 
Besultats ist man jetzt iinstande, das mit dieser Funktion Tr;>, gebildete, von einem 

Punkte Zq bis zu einem Punkte z iiber eine ganz im Imiem dev Fliiehe T" verlaufende 

Kurve erstreckte Integral f" durcli das Produkt ^ W\z] und Elementarfiiiiktiuneii 

■^0 

linear darzustellen. Man braucht dazu nur auf das Integral das Yeifaliren der teil- 
weiseu Integration auzuwenden und in der so sick ergelienden Gleichung: 


Zq -o 

das recbtsstebende, auf die zur Charakteristik gehorige F-Funktion z sicli 

beziehende Integral mit Hilfe der Formel (D".) des vorbergehenden Artikels durcb 
Elementarfunktionen auszudriicken. 

Nacb den zu Anfang des Art. 6 angestellteii Untersucbungen bestebt 

1.) fur das Gebiet des Punktes (i=i, 2 ,.-.,o die Gleicbung: 


dW{z) 

dz 


Si-' 




. )»I +Y 

t! }. = 1 






und damit aucb, da Gleichung. 




wobei 


ifi 

^ _ SH - ASH 


ist, wenn man nocb unter S-Hi Mull verstebt, 

2.) ftlr das Gebiet des Punktes (?=i, 2 , --.o die Gleicbung. 

J. — n^ 


dW{z) 

dz 
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Tind damit auch, da z 


wobei 


= dn 


dW{z) _ dW(z) , 

ds 

7. = «(! + 


dz C d 

^d'W{z) 


+ {z~a^) ~ ist, die Grleichung: 




;. = c 


dz — , „ 

2 = 1. ^- = 0 




H'n ~ Q'p^ = - (A - - I 2 = 1,2,.., -1,,,,+1,...,«, + 

ist, wenn man noch jecle Girobe deren Index x ibcht der Eeihe 0,1, 2, • • •, ^ 2 ^ an- 
gehort, als mit der ISTull identisch ansieht; 

3.) fur das Gebiet des Punktes oo^ {^= 1 , 2 ,. ■,</) die Gleichung: 

dW{z) _ ^ , 1 - 'v 


und damit auch die Gleichung: 


_ dW(z) 

dz 




l 2=C 






wobei 


2=1 




X ’ 

2 = 0 v^x 




ist: 


, ni^x) _ Q(“x) 


c7“"^ = - A 


2=1,2, 

2=1,2,3, ■■ • 


4.) fur das Gebiet des von den Puiikten e, «, 00 verschiedenen Punktes z = a die 


Gleichung: 


dW{z) _ 


dz 


cj") _j_ 2cl'*^ {b—o) + 34"^ {s- 


und damit auch, da == Gleichung: 

4- {z—a) 4 c7“^ (^—H-, 

wobei c7“^ == (A 4 1) a4“i 1 4 ^4“^ 2 = 0 , 1 , 2 , •. •, ist. 

Aus dem so ermittelten Verhalten der 7Air Charakteristik gehorigen JAFunktion 

ergibt sicli nun zunachst, dab 




dW(z) 

dz 


■jTsl 


^=1 
X = q 

2 

y.=l 


Z 

+ p 

2 

0 

4 

. J- a'(^r) 

1 '^rtij. + l 

P 

»ir + l 

z 

+ P 

“ 2 

Z 

4 - 

. A Q'(“e) 

P 

+ Pp 

’^■y. 

Z 

+ 2 ;<"'>p 

Z 

4 • 

■+s;L“«> 

P 

Px 


1 

^ j 
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ist, und weiter dann, da cler jetzt ffir gewonaene Ausdrack vou der.eli.en Art 

1st, wie der den Untersuchungeu des vorhergehenden Artikels zu Grande g.-Ieute Aus- 

Gleichung i D'.j des geiiannten Artikels geiiiaB in die 
Boim bringeii laBt, wobei dann Tr*(2) durch die Gleicluuiu: 


t=t 


W*{z) = - ^ I S'wp F 

t=\ I 0 2^ ^ I ''2 + 1 J 

‘"f 0 - ^ i 

^ \ K lx A ? “ ^ 1 '. / X 


y. = l 
v=p 

TCi 


/. = lx + Px 


^ 4 - X’ /I 




r=l 


bestimint ist. Dio bier auftreteiide Koiistante wird der Form el (3.) des Art. 7 

gemaB durch die Grleichung; 


/■}?l ftp A \ 

”'S + ‘ 2-^,-l ■-^ »‘j 


/i;"” ^222 




dZ)F 



1 ^ 

/ I 



r = i m = l /. = i 1)' Wfiy — 

\_^p J J 

2 «4 (> = f m = + i/p „ y.=q m =Px A 

+ ^ ^ S'W + ^ V 2r fp ii: + V g;w rp 

^ t = l A = 1 „i = i ;< = 1 m = l r*A i. 








geliefert, wahreiid die Konstanten Q', c aus den oben unter 1.), 2.), 3.) aufgestellten 
Gleicliungen: 


*'z^0 — '^0 j 


= — (A-1) e^S?di i=2,3,..,T;i, + l 

= - (A - A ;. = 1,2,..., «p _ i, ,i,p+1,..„p+p, 

=_A6t"\ ic = l,2....,,. 


sich ergeben, wenn man dabei die GroBe Grofie deren Index x 

niclit der Eeihe 0, 1, 2, • • angehort, als mit der Null identisch ansieht. 

Nachdem so die der Funktion entsprechende, mit ilir durch die Gleichung 

^ G) ^ verkntipfte Funktion T'F*(^) durch Elementarfunktionen dargestellt ist, 

gehe man auf die zu Anfang des Artikels aufgestellte Gleichung: 

p-E, n. 
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Zweiter Abschnitt. Die zu einer gewobnlicben Gharakteristik geborigen Punktionen. 


f W{s) lU = - z,W{z,) -J 

2 (, -0 

zuruck, ersetze in dem auf ihrer rechten Seite stehenden Integrale die Funktion 
dnrcli und fulire die vorgeschriebene Integration aus. Man erkalt dann schlieB- 

lich die Grleicliung: 

J w(s)d0 = 0jr(0) - 0,jr(0,) - Tr*(2) + w*(0,) 

und damit aucb, wenn man noch an Stelle der Funktion den ihr entsprechenden, 

vorher aufgestellten Ausdruck einfiihrt, die gewiinschte Darstellung des Integrals 

J" W(/)dz durch das Produkt zW{z) und Elementarfnnktionen. 




Dritter Absclinitt. 

Uiitersucliiiiig der zii eiiier gemiscMeii Charakteristik gelidrigen Funktionen. 


1 . 


( ^4 • ‘ • A \ 

gemischte, also aus eigentliclien mid uii- 
eigBntliclieii FaktoronpaarGD. zusamnieiigBSGtztG, Charakteristik. Die eigGiitliclieii Faktoreii- 
paare seien • • •; die uneigentlicheii + • • d 

bedeutet h eine Zalil ans der Reihe 1, 2, —1, • • •, 2^ eine den Bedingimgen 

2i < Ag < • • • < 2^,, 2^,^! < 2 p +2 < • • • < 2^ geniigende Peiinutation der Zahlen 1, 2, • • •, 
Fiir die folgenden Untersuchnngen moge nun, ausschliefilich der einfacheren Schreibweise 
wegen, der spezielle Fall, wo 2i = l, 2^ == 2, • • •, 2^ ist, zu Grunde gelegt werden; 
es empfiehlt sicb dieses uni so mebr, als man, wie am Schlusse dieses Abschnittes 
ausgefiibrt werden soli, von den fur diesen speziellen Fall erbaltenen Resultaten ohne 
Miihe zu den dem allgeineinen Falle entsprechenden tibergehen kann. 

Der eben gemachten Festsetzung gemafi soil also in diesem Abschnitte nhter 

die Charakteristik i... bei der •••; A^, B^ irgend welche eigentliche 

Faktorenpaare sind, unter die zu ihr reziproke Charakteristik ^ i... ver- 

standen werden. Der im ersten Teile gewonnene Fundamentalsatz liefert dann die 
samtlichen zu den Charakteristiken beziehungsweise gehorigen Funktionen W, W, 


wenn man — unter Beibehaltung der im ersten Teile, in Art. 1 des siebenten Ali- 
schnittes, augewandten Bezeichnnngsweise fur die zu zwei allgemeinen Funktionen FT, 

W gehdrigen Konstanten — das eine Mai an Stelle des Systems der s + d-f- 

Konstanten S, der p Konstanten (S^i, • • •, und der — p Konstanten__54+i, • • •, Stp, 
das andere Mai an Stelle des Systems der s + -Konstanten £, der p Kon¬ 
stanten ^ 1 , •••, und der Konstanten -■, % ein jedes die Gleichungen 

d- 27 ii = 0, ^ 0 nicht verletzende System von s + - d- m, +p 


7* 
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Dritter Absclinitt. 


Werten treteii UlBt mid zu jeder so erlialteiien Funktion nocli eiiie willkiirliclie Konstante 
addiert. Die Konstanten + • • •, (Sp + i, , Sp fallen hier, da fiir jedes v aiis der 
Eeihe ^ + 1, - p sowolil A,, B, wie A,, B,. ein mieigentliclies Faktorenpaar ist, siimt- 
lich mit der Null zusammen. 

Die nachste Aufgabe bestelit nun darin, aus den zu den Cbarakteristiken 
beziebungsweise geborigen Funktionen gewisse einfacbste Funktionen, aus denen die 
allgemeinsten Funktionen JV, W sicb linear zusammensetzeu lassen, und die daber als 
Elementarfunktionen anzuseben siud, beranszugreifen und die zwiscben ibneii be- 
stebenden Beziehungen mit Hilfe der in Art. 2 des ersten Abscbnittes aufgestellten 
Pundamentalformel (F.) zu ermitteln. Da im vorliegenden Falle = 1, 

= -{-1, ■ • ist, so tritt, wenn man nocb die GroBen fur 

?/ = l,2, •••,!) in die durcb die Gleicbungen: 

si„ = acE, -f (1-A)^., = as, + (i-a)!,, 

S, -b (1 - B,)^,., = a S, + (1 - 


bestimmte Form bringt — wobei zur Abkiirzung 

a = 






1, 




gesetzt ist — an Stelle der allgemeinen Fundamentalformel (F.) hier die Formel: 


fwdW^ T + ■ ■ • + ®.') 

r = 1 r = 1 


(I’.-) 




a-1 

(T=i 


fj = l 


a = 3 /i = ?% 


'27ti (So-Cf,Q 2?!^ 

(7 = 1 /t=l 


(7=1 


2. 

Der Fundamentalsatz liefert nun zu den Cbarakteristiken wenn man 

zunacbst die Konstanten 2 samtlicb mit der Null zusammenfallen laBt und dann an 



Die zu einer gemiscliten Charakterir^tik gela'n-igf'n Fu!!kf;on*-n. 

Stelle des Systems der 2p Koustanten 3(p-ui, • • •, (S,, • • •, (S,., 

irgend welclie die Gleicliimgen: 


v = p 


T' = l 


= 0, 


V(i, 


t = 1 


nicht verletzende Systeme von 2^) Werten setzt, Fiihktioiien TF, IF, welt/lie fur keiii»^ii 
Pimkt der Flaclie T” unstetig werden. Solclie Funktionen mogeii allentlialkeii eiidliclie 
Funktionen genannt und im folgendeu durcli u'\ 2 \ oder diireli fr\ u- oder iiocli 

einfaclier dnrcli iv, w bezeiclinet werden. Gewisse dieser Funktionen ?r, ic solien jetzt 
als Elementarfunktionen anfgestellt nnd allentlialben endliclie Elementarfiinkti(snen 
genannt werden. 

Man bezeicbne zunaclist, nnter q eine Zabl aiis der Reihe 1,2, imter 

(r = 1 , 2 , •• •,;)) eine Grofie, die fur r = q den Wert 1, fiir v ^ (j den AVert 0 besitzt, 
versteliend, mit w^,\z\ zwei spezielle allentlialben endlicbe, je eine willktirlicbe, 

spater zu bestimmende, additive Konstante beziehungsweise enthaltende Funktionen, 
bei denen die Konstanten v=i, 2 ,- -,i), und 51,, 2F, +a•••,/>, die speziellen mit 

’'= 1 . 2 , -.p, und beziehungsweise zu bezeichnenden, dnrch 

die Gleichungen: 






2 

!■•* = 1 


7Cl 

7’ 


V ~ 1, 2, ■ ■ iJ, 


V = }) + 1, ■ • 


1'' = ^) 

bestiminten Werte besitzen, bemerke dazu, dafi ^ fiir (> = 1, 2, • • •, p den Wert 1, 

r' = l 

ftir $ = () + 1, • • p den Wert 0 hat, und hezekhne dann weiter bei diesen Funktionen 
die an Stelle der GrbBra 81,, SS., 2t,„ S,,, S„ .-i.*. -.t, stehenden_arSBen mit 
33, %v, 33,., - 1 . 2 .-W, die an Stelle der GroBen %, 58,„ -p+v-.p, 

stehenden Grofien mit sodaB also fiir q== 1,2, • • p'. 


langsa„{^(;,|^|+=M„wJ^| 
langs &„ {==^.w,|^|" H-58,., 

Rings c, {H- 2 ^qv'-^qv\^ ) y. 

\v' = 1 ‘ 

langsa„{w,1^1-^= ir,|^|“+d,„:ncF 

langs 1^1+= 

langs c^w,1^1+= iD^\z\-, 

langs 1^1+= 


w^zY^A,w^\s\ H-SI,., 
w^\z\^ =B, 1^1“ F 58,^, 


ti\Y\ 

»yr- 


r = i) + l, • • ■,p, 


ff = l, 2, • ■ 
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ist und die GroBeii 58^,., r=i, 2 , -.p, mit den GrOfien r=i, 2 ,..,p^ durcli 

die Gleicliungen: 


( 2 .) 


f'=p 


v'= 1 

{ ^'=P 




f'=p 




\v'=l 




verkniipft sind. Die GroBeu ? »'=b 2 ,--,p, liangen von den in bezieliimgs- 

weise entbaltenen willkilrDclien additiven Konstanten c^, ab, und zwar in der Weise, 
dab beim Ubergang von in + \ die GroBe in beim Ubergang von c„ 

in die GroBe in H- Jc^ libergeht. Infolgedessen kann man die Werte der 

in iv^, beziehungsweise entbaltenen, bis jetzt nock willkiirlicben additiven Kon¬ 
stanten c^, immer und nur auf eine Weise so wablen, daB fur ^ = 1, 2, 


(3.) 


r = p 
r = 1 


= (<?- 


P + 1 


r'=p 

ni yd.., 


v'= 1 


QV 


r = i)_ 
r = 1 




v'= p 

;v 

v'=l 


ist, und es sind dann zugleicb, nacb dem Fundamentalsatz, die Funktionen w^, also 
aucb die zu ihnen geborigen GroBen v=i,^,--;p, vollstandig bestimmt. 

Die so gewonnenen vollstandig hestimmten allentJialben endlicJien FunJdionenw^\s\,---,tv^\s\; 
w^\z\, • ■ ■,Wp\z\ sollen die zu den Gliaralderistiken hezieJmngsweise gelidrigen allent- 

lialhen endliclien Elementarfunktionen genannt werden. 

Die Summe der p Funktionen w^, tiK, • • •, iv^ besitzt, ebenso wie die Summe der 
t) Funktionen w^, w.^, • ■ w^, far jeden Ponkt z der Flache T" den Wert Null. Zuin Be- 
weise dieser Bebauptung beacbte man, daB die den alientbalben endlicben Funktionen: 

ig =, IV.2 -V ' • ' W = M;j_ + ^2 + • • • + '^p 

zukommenden charakteristiscben Konstanten Sl,„ 33,., Sl,„ 33,„ (S,., 1 = 1 , 2 ,•••,?, auf Gruiid 
der Beziehungen (1.) und (2.) durcb die Gleichungen: 


^ = 1 () = 1 

j = 0, 

^ = 1 \r'=l / 

St, = 2’X„n* = 0, 

5=1 

(.1 

®.-0, 


(. = 1 <; = ! 

Q=1 

— Q = P /v'=\) \ _ • 

®. = J’ 

^ = 1 \v'= 1 J ^ 

d„^ni==0, 

Q = 1 

_ 

e.=-o, 


j/=l,2, •••, p, 


r = p + l, 


Die zu einer gemiscliten Charakteristik -ebCaigeu FunktiMiu-n. .iD 

bestimmt Sind. Ans (S:,= 0, ^..= 0, und5(. = 0, ,,, ei-dM .idi 

uuu zmiachst, nach dem am Schlusse des Fundaiiientalsatzes Btmierkten, daii filr alle 
Punkte^ der Flache T sowolil die Funktion w deuselbeii, iiiit 0 zii bezeichiieiidpii, al< 
auch die Funktion ^(.’^denselbeu, mit C zu bezeicliiierideii, Wert besitzt. Um die Werte 
der Konstanten C, C zu bestiminen, beacbte main daB aus w = C, fc =. C die fur 
^ = 1, 2, • • •, b geltenden Beziebuugeii: 

= (1—d,,) C, = (1— JB,) C, 5i;^ = (d _ c, 33, = (1— B,j C 

folgen, und vergleicbe die so fur 3t,,, erlialtenen Ausdriicke mit 

den oben fur diese GroBeii gewonnenen. Man erlialt dann: 


^=1 


C 


0 = }5 _ 

^ = 1 


und scblieBlicli, indem man sowolil die b der ersten, wie die p aus der z'weiten 
Grleichung filr v = 1, 2, ■ ■ liervorgelieiiden speziellen Gleicliungen zu eiuander addiert 
und die Gleicliuiigen (3.) berucksiclitigt, 


v=i^ = i ? = x v = ip = i' e = i‘ ~ ' »'=i' 


_ r = )) ^ = o = ^ 

() = 1 9 = 

Damit ist aber bewiesen, dafi fiir jeden Pimkt ^ der Fliiclie T", wie oben beliauptet 
wurde, die Bezieliungen: 


(4.) + Wal^l H-= 2l\\2\ + lV^\g\ -[- M’^|^| = 0 

besteben. 

Es soil jetzt untersucht werden, ob von den beiden soeben erbaltenen Be- 
zieliungen die erste die einzige zwisclien den Elementarfunktionen 'U\, • • •, iv^, die zweite 
die einzige zwisclien den Elementarfunktionen w^, • • •, liestehende lineare Bezieliung 
ist. Zu dem Ende bilde man, unter c„, c,., v=o,i, 2 ,- ;p, uiibestimmte Konstanten ver- 
stebend, die allentlialben endlicben Funktionen: 


W = Cq-\- p • • • + = Cq + Ci'Zf’i + •••+• Cj^lVp 

und stelle sicb die Aufgabe, die Konstanten c, c in allgemeinster Weise so zu be- 
stimmen, daB fur jeden Punkt z der Flacbe T" die Gleicbungen w = i), ir = 0 besteben. 
Sollen aber die Funktionen w, w fur jeden Puiikt z der Flacbe T" den Wert Null be- 
sitzen, so miissen vor allem die ibnen zukoinmenden, durcb die Gleicbungen: 


Q=p 

(j=i 


v’=)? 

yd 

v = 1 




^ = 1 




^ = 1 \r'=l 






r = 1, 2, - • p 
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bestimmten Konstanten (S,., --.p, 

dasselbe, es niussen die GroBen , • • •, c^, 

?=p 
= i ' 

Oder den damit aquivalenteii Gleicliungen: 


saintlich den Wert Null besitzen, oder, was 
G, • • •, G 2^) Gleicliungen: 

o = p _ 

.-i,-.-, • ,p, 

(j = i 


C-y — Cg — • • • — Cp — C j Cj — Co — • • • — Cp — c , 

bei denen c, c unbestimmte Konstanten bezeichuen, geniigen; es miissen weiter aber 
aucli die den Funktionen w, w zukommenden, dnrcli die Gleicliungen: 


(J-p _ _ — q=p 

5l„= J ^ == C,.7li, ^' = P + h-;P, 

^ = 1 II ~ 1 

bestimmten Konstanten St,,, 5G, ’'=p + n samtlicb. den Wert Null besitzen, oder, was 

dasselbe, es niuB 


G+i — ^p+2 — *‘‘j ^2J — d, G+1 — dj G+2 — d, Op — 0 

sein. LaBt man dementsprecliend in den die Funktionen tu, w definierenden Gleichungen 
an Stelle einer jeden der GroBen Ci, • • •, c^ die Konstante c, an Stelle einer jeden der 
GroBen Cy, ■ ■ Cp die Konstante c, endlich an Stelle einer jeden der GroBen c^^i, • • •, c^, 

G+ij * • ^p tlis Null treten, so wird to = Cq-\- c(wy-\ -[-%), ^ = G + -nnd 

man erkennt unter Beaclitung der Gleicliungen (4.) schlieBlicli, daB die Funktionen w, id 
dann, aber aucli nur dann, fur jeden Punkt ^ der Flaclie T", wie verlangt wurde, den 
Wert Null erkalten, wenn 


Cq 0, C.^ • • • — Cp, Cq — d, Cj^ — Co — • • • — Cp, 

G+1- d j G+2 dj ' ’Op = 0, +1 d, G +• 2 d, ■'Op = 0 

gesetzt wird. Damit ist aber gezeigt, daB von den beiden unter (4.) aufgestellten 
Beziebungen die erste die einzige zwischen den Funktionen % 0 y, • • •, lUp, die zweite die 
einzige zwischen den Funktionen Wy, • • •, Wp bestehende lineare Bezieliung ist, und es ist 
damit zugleicli bewiesen, daB je ip — 1 der Funktionen Wy, • • •, %Up zusammen mit den 
Funktionen Wpj^y, • • -, lUp und ebenso je p — 1 der Funktionen Wy, idp zusammen mit 
den Funktionen ^^, + 1 , • • •, idp ein System vony? — 1 linear miabhangigen Funktionen bilden. 

Die allgemeinsten allenthalben endliclien Funktionen iv\b\, id\^\ werden, wenn 
man unter (5^,,, (5^,,, r=], 2 ,---,p, den Bedingungen: 

(5.) 2'^r-o, 


Die zu einer gemischteu Cliarakteristik gehurlgt-n Fuuk 




i 


geiiiigende nnbestimmte, miter C, C, ,=,3 

Konstanten verstelit, clurcli die Clleiclmugen: 


■,p, keiiitni ti]itt*r\V‘'»rt«Tie 




ij=p 




' = p. 


«• 


O — ^ 1 


C--. "v’K 


(C 

i 


■T / 


X 


dargestellt. Die Eiclitigkeit dieser Beliaiiptuiig erkeniit man aiif Griind des Fimda- 
inentalsatzes, wenn man beachtet, da6 die durcli die.se (tleichumren detiiii»*rteii allpiit- 
lialben endlicben Funktionen w, w, wie ans den Eelatioiien; 


I®.Civ- 


Q =P 




Q=p + 1 

folgt, so bescbaffen siiid, daB 




langs c,,{^y|^|+ = wl^l" + (S;,,, -f (£,, 

langs ir|'1"^= 5(,, ^=v~u ■■,p, 

ist, und daB diese Funktionen zudem die willkurliclien additiven Konstanten C, C ent- 
lialten. Die Grleichungen (6.) kann man aber aiicli, miter 2), 5) zwei weitere nnbestimmte 
Konstanten verstebend, mit Hilfe der Gleichungen (4) in die Ctleicbungen: 


ao 


w\z\ 


^ = 1 (J = t)+1 (J = l ^ = 


uberfuliren, mid die bei diesen Gleichungen als Koeffizienten auftretenden GroBen 

(- = 1 , 2 , reprasentiereii dann, da die GroBen (;£, (I niir den Gleichungen ( 0.1 

zu geniigen haben, keinen Bedingungen unterworfene Konstanten. Setzt man, iinter z 
eine Zahl aus der Eeihe 1, 2, • • •, t> verstebend, in den Gleichungen (7.) speziell 2) = 

® so liefert die erste derselben die Darstellung der unter (6.) definierten all- 

genieinsteii Funktion tv durch die p — 1 linear unabliangigen Funktionen u\, • • 

•••, tv^, •••, iv^, und entsprechend die zweite die Darstellung der unt-er (6.) 

definierten allgemeinsteii Funktion w durch die p ~ 1 linear unabhangigen Funktionen 

Die Konstanten o,r=i, 2 , des Funktionensystems u\\z\, ■ • *, sind mit 
den Konstanten q,v=x, 2 ,--;p, des Funktionensystems il\\z\, ■ ■'U'J[z\ durch ein- 
fache Beziehungen verkniipft. Um dieselben zu erhalten, beziehe man die am Ende 

von Art, 1 aiifgestellte, auf irgend zwei allgem eine zu den Charakteristiken 
gehorige FunktioiiBii IK, TF sich beziehende, Fimdainentalformel (F^.), unter o iigend 

P-E, II. 


property oe 

mmi INSTITUTE OF TECHNOLOn 
LIBRASV 


58 


Diitter Absclmitt. 


zwei Zahlen aus der Eeihe 1,2, verstehend, auf die Elementarfunktionen 

ersetze also in der Fonnel {¥».) die daiin vorkommenden Koiistauten der 
Funktionen W, W dnrcli die entsprechendeii Koiistauten der Fnnktionen w,^, w^. Man 
erliiilt so zunaclist die Gleicliung: 


^ "t ^ S-tfoH- 

V = 1 ^ 


v = p 


+ 2 

t' = + 1 


0 , 


und weitei' daim, indem man an Stelle der Konstanten ®, S ilire durcli die (ileicliungen: 




v'=l 


7t^ 




v = l, 2, 


bestimmten Werte treten laSt, den alien Gliedern gemeinsamen Faktor ni entfernt und 
die Suminationen nacli v unter Beacktnng der Gleichungen (3.), der Bedeutung der Zeichen 

r = . v'=\) 

^ar, ’^=1.2,•••,?;, uiul insbesoiidere der llelation -hf 5 'o„) = (b —cr + l)^ 

ausfiibrt, die Gleichung: 


+ ^ap + 


2(d„.+ • • • + SJ S'd,„„- v"d- 


QJ Q V '' PQ 

v'=l v'=l ’ \v'=l ’ 1 \r'=l 


v'= 

>:d„ 


—= 0 . 
2 


Untersclieidet man jetzt in bezug auf die Zahlen u, q die 3 Falle u = cr < ^, 
O' > ^ und beachtet, dafi der auf der linken Seite der letzten Gleichung zwischen deii 
eckigen Klammern stehende Ausdruck ftir o == ^ den Wert 0, fiir o<^ den Wert 

(^2 ftir o > ^ den Wert — besitzt, so erhalt man schliefi- 

lich die gewunschten Gleichungen: 


( 8 .) 

^ = 1, 2, •• -,^5, 


(>,a = l,a, ■--iP, a=i=(J, 


y, je nachdem o^^ ist; 


/’•-p \ f-^'^p \ 

das darin vorkomniende Produkt hat nur dann einen von Null ver- 

schiedenen Wert und zwar den Wert 1, wenn q und a beide der Zahlenreihe 
1, 2, • • ^ angehoren. Diese Gleichungen liefern die Werte der Konstanten sobald 
man die Werte der Konstanten ^ als bekannt voraussetzt, wie umgekehrt. 

In dem besonderen Falle, wo die Charakteristik zu sich selbst reziprok ist, 
also die Gleichung (^) = (^) besteht, und demgemaB ftir o = 1,2, • • ^ w^=w„, 


Die zu einev gemiscliten Charakteristik geh'">rigpn Funkti‘*n‘-r.. 

rediizieren sich die ir unter iS.s aui^t\stellteii Gleicliiiiiireii niif die 
^ Gleicliungen: 


^nn = ^ 


~Qa 




l’=p 

yd.. 


i'=4) 


.p. 


.=1 ! \,'=i 

sodaB also die Gleichuiigen (8.) fiir jedes Funktioneiisystem welches zii einer 

zu sich selbst reziprokeu Charakteristik gehurt, —h Bezieliungeii zwiseheii deii 2'~ 


ilim zukommenden Konstanten ^ liefem. 


3. 

Nachdem im vorliergehenden Artikel die zu deu Charakteristikeii (f), (‘|) ge- 

hdrigen alienthall^eu endlichen Elementarfuuktionen definiert iind untersiiclit wordeii 
sind, solleii_jetzt weiter gemsse zu den genannten Charakteristikeii gehorige Funk- 
tionen W, W, welche nur fiir einen der Punkte c^i, • • •, iP, entweder logarithmisch un- 
endlich oder algebraisch unendlich werden, als Elementarfiinktionen aiifgestellt und 
logarithmisch unendlich werdende beziehungsweise algebraisch unendlich wcr- 
dende Elementarfunktionen genannt werden. 

Um zunachst die logarithmisch unendlich werdeiiden Elementarfunktionen zu er- 
halten, verstehe man unter o eine Zahl aus der Eeihe 1, 2, • • s und bezeichne, unter 
Beachtung der in Art. 3 des ersten Abschnittes gemachten Festsetzungen, den der 
s Punkte ooj, • • •, oo,^, aj, •••, 8i, •••, mit rj und dementsprechend die zu ihm fiilirende 

Linie l„ jetzt mit Der Fundamentalsatz liefert dann zu den Charakteristikeii 
zwei, je eine willkiirliche additive Konstante c beziehungsweise c enthaltende, Funktionen 
W, W, die in der Flache T” nur fur den Punkt rj unstetig werden wie In wenn man 

>••=1,2, • ,P, 
) =t> + l, -tP, 


% = 0, 


2 7ri 

T’ 




I 7Cl 


setzt, alien iibrigen s + - — l GroBen B so wie alien iibrigen s + ud-i-rw. —1 

GroBen 2 dagegen den Wert Null ziilegt. Die so gewonnenen speziellen Funktionen 
W, W bezeichne man nun, die Bestimmung der additiven Konstanten c, c sich vor- 


behaltend, mit P 



, P 

n 

0 

’ 0 

0 


die bei ihnen an Stelle der GrdBen 

L mit - 1 . 2 ,die an Stelle der 

_ 0 0 0 0 0 0 _ 

Grofien •,?, stehenden GrOfien mit I'’’, -n-i, -.p, beziehungsweise. 
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fiO 

^'iir das Grebiet des Punktes ij lassen sick dami diese Funktionen darstellen durcli Glei- 
cbungen von der Form: 

(1..) p\l In i + + 4”] 4 + 41 4 + ■■■•> f ’ = I'G + + "»’■ 4 + ■ • ■ ■> 


wobei die von ^ unal}liangige GrbBen bezeicbneu. Zngleich sind die Werte von 

F ^ , P ^ in je zwei entspreclieiiden Begrenzungspunkten in der Weise ver- 

kntipft, dafi 

langs a, \ i'M'"- v1,,pN'+ SI® ^ 


langs h,{F 


langs c.,{Pj 


( 2 ..) 


kings ft,, j P 
kings 

langs ft,, {P 
langs 1,,[F 


-S.P 

0 

p 

0 

p 

0 

p 

0 

p 

0 

p 


2 7C i 

“T"’ 


+ f? 


P 

0 

p 

0 

p 

0 

p 

0 

p 

0 

p 

0 




+ 271^, P 


p,p 

P 

0 

P 

0 

p 

0 

p 

0 

p 

0 


~~T’ 


v=i, • • •, P, 






+ 27ri. 




kings einer jeden der s —1 tlbrigen Linien I dagegen P^ 


^=F 

n 

, P 

n 

P 

V 

0 

8 

’ 0 

z 

_ 0 

z 


ist. 


Dabei sind die GroBen mit den Grofien r=i, 2 ,..-,p 

0 0 0 0 0 0 

dnrch die Gleichnngen: 




( 3 .-) 






verknupft, nnd es sollen jetzt scklieBlich die Werte der nock unbestimmten additiven 
Konstanten c, c so gewaklt werden, daB 


(4-) 

ist. 




= 0 


V 

, P 

n 

0 

0 

0 


sollen die m den CharaMe- 


Die jetzt vollstdndig hestimmten Funktionen P| 
ristiken gehorigen, auf den Funkt rj sich hezielienden, logarithmisch unendlich iverden- 

den Flementarfunktionen genannt %verden. 


Die zu emer gemischten Charakteristik geb'.lrigpn FinikTif.ii^-n til 

Die bei diesen Elementarfunktionen auftretenden Konstaiit»^n .SK l\ -ich 

durch die Werte, welclie die 2^; Elementarfunktionen ?r. ^7 fur den Punkt ;; he-dt/.ii 
ausdriicken. Urn diese Ausdriicke zu erlialten, bezielie man die Fimdaineiitaifnrniei F... 
auf die Elementarfunktionen lasse also in der Formel F,,., iiachdeiii man 

bei ilir den Summationsbucbstaben o, um Yerwecbslungen mit der zii Aiifaiin dit^>es 
Aitikels eingefiilnten festen Zalil a vorzulieugeii, durch r ersetzt und ziir Darsteliuiin 
der Fimktion w^\^\ far das Gebiet des Punktes jj die Gleichung ivJ^y\ = Cy^~c^^z, -r.,.A'- 
bei dei speziell c^o = ist, aufgestellt hat, an Stelle der daiiii vorkommenden Kon- 

stanten der Funktionen W, W die entsprechenden Konstauten der Funktiouen ph . ic,\z\ 
treten. Man erhalt so zunachst die Gleichime: 


MP”- T ?• + ¥«.. + J ?I 


~ 2 ~2nic„ 

r = i) + lO 


und weiter dann, indem man die Summationen nach v unter Beachtimg der in 
diesem Artikel unter (4o.) an erster Stelle sowie der im vorhergehenden Artikel 
unter (3.) an zweiter Stelle stehenden Gleichimg und insbesondere der Relation 

v = p v'=^J 

^H-h (5'^v) = (p — ^ +1)^(5' ' ausfuhrt, auch c^o? schon oben aufgestellten 

V = 1 v'=l 

Gleichung c^o = gemafi, durch w^\ri\ ersetzt, die fiir ^ = 1, 2, • • -,^1 geltende Beziehuiig: 

— ni — 2ni = 0. 

Beachtet man nun noch, daB die Charakteristiken gleichberechtigt' sind, und dafi 

bei der Vertauschimg von mit in w^\7]\ in ubergeht, so erhalt man, 

wenn man noch den Buchstaben q in neuer Bezeichnung durch v ersetzt, schlieBlich 
die Gleichungen: 

(5o.) = |w = -2w;,|77|, - 1 . 2 , 

Es sollen jetzt die zu den Charakteristiken gehorigen algebraisch un- 

endlich werdenden Elementarfunktionen aufgestellt werden. Man verstehe zu dem Ende 
unter o wieder eine Zahl aus der Reihe 1, 2, unter m eine Zahl aus der Reihe 

1, 2, • • •, Wg. und bezeichne den cr*®*" der s Punkte ooj, • • •, c»j, • • •, £< auch 
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Ilier wieder mit rj. Der Fundamentalsatz liefert daun za den Charakteristiken 
zwei, je eine willkiirliclie additive Konstaiite c beziehimgsweise c enthaltende, Funk- 

tioneii W, W, die in der Flache T” nnr fiir den Pnnkt i] unstetig werden wie wenn 

man 

P =1 5=1 

®, -0, K, -0, .-i.v- .ft 

=0, %y = d, V = p + l, ..,p, 


setzt, alien tibrigen s + m^H- — l Grofien S sowie alien iibrigen -—1 

GroBen £ dagegen den Wert Null znlegt. Die so gewonnenen speziellen Funktionen 
W, W bezeicbne man nun, die Bestimmnng der additiven Konstanten c, c sich vor- 

belialtend, liiit P ^ , P ^ ] die bei ibnen an Stelle der GroBen 51^? 35^, 

stebendeii GroBen mit t = die an Stelle der 

' 7)1 in 'III 711 m 111 

GroBen 35,„ 35„, stehenden GroBen mit v=i3+i,...,p beziehungsweise. 

Fiir das Gebiet des Punktes rj lassen sich daun diese Funktionen darstellen durch 
Gleichungen von der Form: 


( 1 -) i‘ 


1 + cS + 4">^„ + + 


F 




wobei die von s unabhangige GroBen bezeichnen. Zugleich sind die Werte von 

P ^ , P ^ in je zwei entsprechenden Begrenzungspimkten in der Weise ver- 

Imilpft, daB 


(2.-) 


langs a,[P 
langs \[P 
langs c,{p| 


langs a,\P ‘ 


V 

m 1 2 


langs hy[P 
langs c„{Pp 


langs 4 , (P 


n 

m I Z 


AyP 

711 

ByP 

7n 

P 

7)1 

P 

711 

P 

in 

P 

m 

p 


+ 8 tw, 

7)1 


+ R’'*. 


p 

7)1 

P 

7)1 

P 

in 

F 

7)1 

p 


7 ] + 


= A„P 


+ IP. 




p" 

VI Z 


P 


P 

7)1 

F 

7)1 

F 

m 

F 

m 

P 


+ 
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V = 1 , 2 , 


i' = p4-],-- --iJ, 


— 1 , 2 , • * 


Die zu einei gemischten Charakteristik geluVigen FimkTlonen, 

ist. Dabei Sind die GroBen ,nit den CirODen ft;-, 

dui'ch die Gleichungen: 






VI " ' 


veiknupft, und es solleu jetzt schliGfilicli die erte der uocli unbestiiimiteii additiveii 
Koustanten c, c so gewahlt werdeii, da6 


(4™-) 

ist. 


IV = 0 , 

V = 1 


v^p _ 

J’Sf 

Vl ' 

V = 1 


, p 


solleu die zii dvu Chanikfe- 


Die jetzt vollstdndig lestimmten F^inUionen P 

— Vi 

ristiJcen geliorigen, auf den Punkt rj sich hezielicmlen, mn der 'Ordrauig m algthraiscli 

uuendlich iverdenden Flementarfunkfionen genannt werden. 

Die bei diesen Elementarfunktioiieii auffcreteuden Konstanten .ft. ft lassen sicli 
durch die Werte, welche die nacli genommenen Derivierten der 2j) Elementar- 
funktionen w, w far den Puiikt tj besitzeii, ansdrttcken. Um diese Ausdriicke zu er- 

halten, bezielie man die Fundamentalformel (Eg.) auf die Elementarfuiiktionen pj'; , u',]z\, 

lasse also in der Formel (Pg.), nackdem man bei ihr den Summationsbucbstaben o, um 
Verweckslungen mit der oben eingefuhrten festen Zaiil o vorzul3eugen, durch r ersetzt 
und zur Darstellung der Funktion fiir das Gebiet des Punktes rj die Gleichung 

= ." f o\ 


bei der g„q = iv^\7] 


V" (i! 




,/iz=i,2,3 ,---, ist, auf- 


gestellt hat, an Stelle der darin vorkommenden Konstauten der Funktionen TF, W die 
entsprechenden Konstanten der Funktionen P ^ I’^Gten. Man erhalt so zunachst 

die Gleichung: 




r = 1 I \v = 1 


y ni~2nhnG^^^0, 


v = ^+X 


und welter dann, indem man die Summationen nach v unter Beachtung der unter (4„^. i 
an erster Stelle stehenden Gleichung ausfuhrt, auch durch den ihin auf Grund der 
soeben fur g„^^ aufgestellten Gleichung entsprechenden Wert ersetzt, die far (> = 1,2, ^ 

geltende Beziehung: 




dq /o 


0 . 


Beachtet man nun noch, dafi die Charakteristiken gleichberechtigt sind, und 
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dafi bei der Vertanschung von mit in in libergelit, so erhiilt 

man, wenn man nocli den Buchstaben q in nener Bezeichnung durch r ersetzt, die 
Gleichungen; 


(•%.) 






. dq jo’ 



2 

(m —1)! 


. )o 


■ -! P, 


nnd schlieBlicli, iiideni man miter Beaclitnng der in Art. 3 des ersten Abschnittes ge- 
machten Festsetzungen in bezng auf den Punkt rj, insoferne dieser entweder einer der 
Punkte fii, • • •, oder einer der Punkte a^, •••, oder endlicb einer der Punkte oo^, •••, 
sein kann, drei Falle mitersclieidet, die Gleichungen: 





2 

(m — 1 )! 


, dr jt=/ 


(m-1)! ar Jo 


(m-1)! ^ 



2 


Cm-1)1 

\ dr jc=. 

2 


(m~l)! 

V dC , 

2 


{7)1 — 1)! 

V dr )o 


2, • • -tP, 


4 . 


Es soil jetzt gezeigt werden, dafi die allgemeinste zu der angenommenen 
Charakteristik gehdrige Funktion W von der im Fundamentalsatze beschriebenen 

Art sich aus den in den beiden vorbergehenden Artikeln definierten Elementarfnnktionen 
linear zusammensetzen lafit. Zn dem Ende bezeichne man die s Punkte oo^, • • •, oo,^, 
«!,•••, Cl, •••,£; in der vorliegenden Reilienfolge mit rj^, • • •, 7]„ die zn ilmen be- 
ziehmigsweise gehorigen Grofien 0 ,, der in Art. 3 des ersten Abschnittes ge- 

machten Festsetznng entsprechend, mit 8,^^, • • •, 8,^^, bilde alsdann mit Hilfe von + s 

1 ' = p a = s 

der Bedingung + genhgenden Konstanten © 1 , • • •, 

V = 1 a = 1 

Bi, • • •, £„ der 7n^-\ -+ beliebigen Konstanten B^i, sowie der 

willktirlichen Konstante C die Funktion: 


(T = l ' ^ “ n = l 0 = 13 + 1 


nnd nntersuche, wie diese Funktion W(^) sich in der Flilche T" verhalt. 

Enter Beachtnng des Verhaltens der in dem Ausdrucke fiir W[z) vorkommenden 
Elementarfnnktionen erkennt man nun, dafi W{z) eine in der Flilche T" einwertige 
Funktion der koinplexen Yeranderlichen z ist, die fur jeden von den Punkten ??i, • • •, ??, 


Die zi. einer gemischten Chai-akteristik gehSrigen Fuaktienee. 

verschiedenen Punkt ^ der Flache T" stetig ist, fQr den Pnnkt , tz=. 
m derselben Weise unstetig wire! wie die Funktion; 


^>la ^na 






"Ko 


sodaB also die Different TF(.)-/;(.J ftir den Punkt stetig bleibt, und deren Werte 
m je zwei entsprechenden Begrenzungspuukten g‘\ S'- in der Weise verknupft siiid, daG 


(S.) 


langs a, [ W{sf = A,. W( 0 )- + % 


langs h,\ TF(^)+ = 
langs c, { Tr( 0 )+ = 
langs a^[ TF(^)+ = 
langs W{ 0 y = 
langs c,,{ TF( 0 )+ = 
langs iyw{zy= 


TF 

W(z)-, 

W{z)~-{-2m2^, 


ist, wobei fur r ^ 1 , 2 , ■ • 






» = P 


ti = 1,1!, • , 3, 


ist, nnd der Wert der Konstante ftir v = 1 , 2 ^ • ■ 23 durcli die Gleicbmig: 


s. - (s„ f;'”’++■ ■ •+s„,„ 

tf = l '-0 1 °vio ! 


1 . Q=P v'=p 

Q = 1 Q = p + i v’=l 


geliefert wird. Die Funktion W(z) stellt daher eine zu der angenommenen Oharakte- 
ristik gehdrige Funktion TF von der im Fundamentalsatze beschriebenen Art dar, und 

zwar die allgemeinste derartige Funktion TF, da die ihr zukommenden - 

in den Funktionen und den Gleichungen (S.) auftretenden Konstanten • • •, Sp, 

v = ^j a = s 

^p+ 1 , ■ ‘%p, 2 unbestimmte, nur der Bedingung ^ 27ii ^ 2a= 0 unterworfene 

V=:l 0=1 

GroBen sind, und sie auBerdem noch die willkurliche additive Konstante G enthalt. 
Damit ist aber bewiesen, daB jede zu der angenommenen Cbarakteristik gehorige 

Funktion W von der im Fundamentalsatze besekriebenen Art sicb aus den definierten 
Elementarfunktionen linear zusammensetzen laBt, oder, was dasselbe, daB man aus dem 
Ausdrucke: 

p-K, n. 


y 
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Tr«-A(; 

(7=1 ' 


Q T> 
0 


n,: 


+ Sol 


na 




1 

Tti 


Ae,«'.bi + 4 s(o«-A-| + c' 

>•=1 ' r = ^i + l ' 


die sii.mtliclien zu der angenommeneu Cliarakteristik gehorigeu Funktionen TP’’ er- 

hiilt, und zwar jede nur eiumal, wenn man darin an Stelle des von den Konstanten 
S, 6^, ^ mid der Konstante C gebildeten Systems von ji-j-+••• + ?»,+ ■§-]-1 Kon- 

V =}) a —s 

stanteii ein jedes die Gleichung ^ S,, + ^ = ^ niclit verletzende System von 

r = 1 0 = 1 


p F + • • • + + s + 1 Werten treten laBt. 

In derselben "Weise, wie es in Art. 4 des vorliergehenden Absclinittes an der 
entsprechenden Stelle geschehen ist, kann man jetzt bier unter wortlicher "Wieder- 
holimg des dort Clesagten den Begrilf der Elementarfnnktion von den ihm noch an- 
haftenden Bescbranknngen befreien nnd damit den Begriff der allgeineinsten zu der 

angenommenen Cliarakteristik geliorigen Funktion T'F in der Weise erweitern, dab 

man in dem soeben fur W gewonnenen Ausdrucke W{ 0 ), bei dem die 

s = q r i-1 Punkte oo^, • • •, oo^, a^, • • •, a,., ■■■, bezieliungsweise vertreten, t, • • •, 

nnbestimmte positive ganze Zalilen bezeichnen und die Konstanten %, C nur der 

1' = p a = s 

Gleichung ^ (5^,,+ 2Tti ^ 0 zn geniigen habeii, unter 6^, •••, t von den Punkten oo, « 

V=1 (T = l 


verschiedene beliebige Punkte der Flache T' versteht, die also teilweise oder auch alle 
an der Begrenzung der Flache T' liegen koniien, wenn nur diese Punkte als Punkte 
der Flache T betrachtet getrennt liegen. Zugleich kommeii, wenn es sich um die 
Funktion Wi/) allein handelt, nur so viele Linien 1,^ in Betracht, als es unter den 
GroBen 2^, • • •, S, von Null verschiedene gibt, oder, was dasselbe, nur so viele Linien l,^, 

als in dem Ausdrucke fiir W(0) Funktionen F ^ wirklich vorkommeii, und es sind 

diese Linien l„, die zu den einzelnen Funktionen F ’I im Rahmen der in Art. 4 des 

vorhergehenden Abschnittes genannten Bedingung willkurlich gezogen werden konnen, 
wenn sie bei der Funktion W(z) zusamnien auftreten, nur noch der Bedingung zu unter- 
werfen, dab sie getrennt verlaufen. Die aus der Fhiche T' durch Einfiihrung der fur 
die Funktion W( 0 ) in Betracht kommenden Linien I entstandene Flache, in der die 
Funktion W{0) einwertig ist, soil wieder T" genannt werden, und- es kann daiin der 
ftir die friihere Flache T" mit Riicksicht auf die Darstellung der Funktion W(0) durch 
Potenzreihen aufgestellte Begrilf des Gebietes eines Punktes sofort auf diese neue 


Flache T" libertragen werden. 

Die im vorstehenden angestellten Betrachtungen und gemachten Festsetzungen 
beziehen sich auf die zu irgend einer gemischten Charakteristik = ( 5 ^... 1 • • • 1 ) 




Die zn einer gemisehteii Charakteri^rik ruukii..!i. i; 


? I ft 


gdiorigen Fnnktionen W(z) und gelten daher aiich fiir die zii cler ivziprMkr^in;iiamkf.*ri>rik 
( 5 )( 5 ^ • • • gehorigen Fimktioueii TFiVl Werden aher zwei auf Pniikt- 

systein •••, sich. beziehende Fniiktioneu Tl 1 ^'.'. Tf ,r; zusauiiueii betrachtet. iiiiiG 
fui beide eine und dieselbe Flacbe T zu Gruiide gelegt 'vyerdeii uiid zwar eine .solcbe. 
welcbe aus T daduich hervorgeht, daB man zii jedein Piiiiktt‘ i], fiir deii ’vveiiig'^teiis 

eine dei beiden Fnnktionen P ^ , P in Tl izj, Tl^i^e wirklich vorkoinnit, eine 
Linie ziebt. 

ScMieBlicli kann man auch nocli die am Scblussc* von Art. 4 des vorhernebeiideii 
Abscbnittes in bezug auf die Fundamentalforinel (Fi-i auge^^tellteii Betraclitiingen wurt- 
lich auf die Fundamentalformel (Fo.) uliertragen, also zeigen, <laD die Fuiidainental- 
torinel (Fg.) aucli dann gilt, wenn unter den Punkteii rj^, • • •, auf welcbe sicb die 

Funktionen TV(z), W( 0 ) bezieben, Punkte der Begrenzung von T' vorkommen; nnr 
milssen diese Punkte als Punkte der Flacbe T l 3 etracbtet getrennt lieuen. 


5 . 

Es bandelt sich jetzt darum, fiir die zu den gemiscbten Cbarakteristiken 
(b) " (s; ■ ■ ^ T). (s) “ (t ■ Aj t: T) geliorigen Elementarfunktionen P, P, P, P die- 

selben Entersucbungen anzustellen, wie sie in Art. 5 des vorbergebenden Abscbnittes 
fiir die zu den gewobnlicben Cbarakteristiken geborigen Elemeiitarfimktionen 

P, P, P, P durchgefiilirt worden sind. Zu dem Ende bezeicbne man wieder, unter Ui, m 
irgend zwei voneinander verscbiedene Zablen aus der Reibe 1 , 2 , • • •, s verstebend, den 
uf'' der s Punkte 00 ^, • • •, oo^, a^, Sj, • • •, mit den niit beacbte, daB 

die Gleicbungen, welcbe die auf diese Punkte 7/2 sicb beziebenden Elementarfunktionen 
P, P, P, P fur die Gebiete eben dieser Punkte darstellen, genau dieselbe Form baben 
wie die zu Anfang des genannten Artikels aufgestellten Gleicbungen, und lasse dann 
an Stelle des in der Fundamentalformel (F..) vorkommenden allgemeinen Funktionen- 
paares W, W die den seeks ebendort gewablten speziellen Funktionenpaaren bier ent- 
spreebenden Funktionenpaare treten. Man erbalt dann Relationen zwiseben den GroBen c, c 
von genau derselben Form, wie die im genannten Artikel erbaltenen sie besitzen, und 
erkennt so zunaebst, daB die Gleicbungen (I.)—(VI.) in Art. 5 des vorbergebenden Ab- 

sebnitts aucb ftlr die zu den gemiscbten Cbarakteristiken Q, (^) geborigen Elementar¬ 
funktionen P, P, P, P gelten. Beacbtet man dann nocb, daB die Gleicbungen (I.)—(VI.) 

m VI ^ 

die einzige Grundlage fiir alle weiteren in dem genannten Artikel angestellten Enter- 
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siichungen bilclen, so erkennt man schlieBlicli, daB die samtiichen dort erhaltenen 
Eesnltate, vor allem die Clleichungen (1.)—(8.), auch fiir die zu den gemischten Charakte- 

ristiken (^) = I'.'..1), (i) = {i[ JJ) gehorigen Elementarfunktionen F, F, F, F 

gel ten. 


6 . 

Die Untersuchungen des Art. 4 haben gezeigt, daB der Ansdruck: 


11 

2 

+ 21''> P 
1 

5* 

Z 


Z 

5 = 1 ^ ° 

Z 

+ Sf'* P 
1 

% 

+---+s<:'>p 

% 

z 

+ A’ (s‘r”> p 

y. = l ' 

Z 

+ Sf"' P 

1 

Z 

+ --' + S£'>f 

^x 

z 


0—1 “ 


a—p 

2 

(T=}) + 1 


bei dem • • •, n^, • • •, n^, • • •, p,^ nnbestiinmte positive ganze Zahlen, die Buch- 

staben S, C unbestimmte, nur der Bedingung: 


+ 2jii {"'2 SS,-'> + S" Sr’ + Si"”') = 0 

r = l 


r = l 


^.=1 


y. = t 


unterworfene Konstanten bezeichnen, der sich also von dem in Art. 4 fiir W{z) anf- 
gestellten Ansdrncke nur durcli die Bezeichnung unterscheidet, die allgemeinste zu der 

angenommenen Charakteristik (^1) = ■ 1 • • • 1 ) geborige Fnnktion W darstellt. Das 

Verhalten dieser Fnnktion W^W{F) fiir die Punkte e, a, 00 ist von der Art, daB 


?. = W!. 


2=< 




(s~cc^T( 










+ 2 4 ‘ - 

2 = 0 ^Ix 


r=l, 2, •••,<, 


5 = 1,2, 


y = l,2, g, 


ist, wahrend fiir das Gebiet eines von den Punkten e, a, 00 verscliiedenen Punktes ^ = a 

W(i) == 4“^ + d- 


Die zu einer gemischten Charakierivtik gehurigPH Funktii-rinn. r;f» 

''oa- unabhangige CiroBen. Was da-.n-^rti .las 
Verhalten der Funktion TFfe) langs der Schnitte «. 6, / betrifft. so ist. .lou. ia Vrt. 4 

Ausgeranrten entsprechend, hier 

laogs a, [ fV(zf - A, W(/f + % 
langs \ ( TFUj^ = B, W(/f + SS., 
langs c, ( Tr'fe)+ - Wfzr + S, „ 

langs a,{W(zY= Tr(/r + 5r,, 
langs J, { WfzY = W(f)- + g;. 

langs (!,{T'F( 2 ;)+= Why, 

langs I,, [Why- Why + 2niS^-\ 


A ,2, ,5, 


s = p f 1. ■ ■ , r, 


— ^11 • • •> «u • •, cr^,*i, • • ■, « 


wobei fiir v = 1, 2, 


ist, und der Wert der Konstante fiir v = l, 2, --hP durch die Gleicliung; 


1 = 1 X = m^ 

t = \. i = (i ^ 


Q = r X — rif, x='q X=p^ 

+^ ^ 8f'> ®';'>+^ ^ si”>> a?-' 

^=i;,=o ^ x=Q ^ 




a=p 


v'= p 


ff = p + l 


v'=l 


geliefert wird. 

Aus dem Vorstehenden erkennt man nun, daB das Verhalten der Derivierten 
der Funktion W=W(i) ftir die Gebiete der Punkte £„ oo^, a und langs der 


Begrenzung von T" durch Grleichungen charakterisiert wird, welche genau dieselbe 
Form haben wie die in Art. 6 des vorhergehenden Abschnittes an der entsprechenden 
Stelle aufgestellten, trotzdem die GrroBen • • •; A^, hier samthch den Wert 1 

besitzen. Daraus folgt aber zunachst, daB die in der Flache T” einwertige Funktion 

dz 

eine zur Gharakteristik gehorige Funktion W ist, und weiter dann — da die in 

dem genannten Artikel an der entsprechenden Stelle gemachten Schltlsse sich mit ge- 
ringen, durch die hier vorkommenden uneigentlichen Faktorenpaare A^^^, - 

bedingten, Modifikationen auf den vorliegenden Fall Ubertragen lassen — daB die dort 
erhaltene Grleichung: 
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welche die Darstellung der Derivierten cler zu einer gewohiilichen Charakteristik 
gehorigeii Funktion W(s) durcli Elementarfunktionen enthalt, auch im vorliegeudeii 
Falle, wo W(s) zu der gemischten Charakteristik (b) ^ .. .b^ - gehort, die Dar- 

stelluug von ^ durch Elementarfunktionen liefert. Beachtet man nun nocli, daB 

dz ’ 


die den Elementarfunktionen z , F 


£ 

, F 




, F 

B 

, F 

“a 

, F 


z\ 

’ 0 


0 1 

Z 

VL 


rn 

3 

m 

Z 


beziehimgsweise 


hergeheiiden Ahschnittes, so erkennt man sclilieBlicli, daB die dort abgeleiteten Glei- 
cbungen (D^.)—(D/.) und damit zugleicb die auf Brund dieser Grleicbungen ebeodort ab¬ 
geleiteten Gleichungen (E,.), (E„.), (E«.) sowie die im Anscblusse an diese letzteren 

Gleicbungen gemacbten Bemerkimgen aucb im vorliegenden Falle, wo 
■I ' ~ 

B 




1...1 
B ^--- B ^ 1...1 


ist. 


gelten. 


7 . 

Man lasse jetzt in dem zu Anfang des vorbergebenden Artikels aufgestellten 
Ausdrucke an Stellc einer jeden der trq Konstanten So, der p Konstanten und 
der ^ Konstanten 31 die Null treten. Der dadurcb entstebende Ausdruck: 


+5'(8r'>p 


z 

+ • • • + P 

in-c 

Z 

z 

+ ■■■ + S™ P 

f «(. 

z 

Z 

+ '-- + S£”>P 

00 

y. 

Z 


bei dem n^, • > - Pi, ■ • •,Pq unbestiinmte positive ganze Zablen bezeicbnen, 

und die Konstanten S, C keinen Bedingungen unterworfen sind, stellt dann die all- 

gemeinste zur Charakteristik = gebdrige Funktion W dar, welcbe in 

je zwei zu einem der Scbnitte c^, • • •, c^, a^+i, ■ oder der ^ + r + g Scbnitte I 
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gehorigen entsprechenden Punkten ^p- deiiselben Wert l 3 e>itzt. 
die Fimktion Tt (z) sclion in der aiis T” durcli Aiiiliebiiiig <l«-r / oiit- 

stehenden Plache T einwertig, uud es darf dalier fur die Uiiter.siichuiiir die.ser FiinkTi«»ii 
die Plache T' zu rirunde gelegt werdeu. Xoch muge fiir das Folgtuide t< u-ausge>etzt 
werden, daB filr ^ = 1,2, •••, •>• ist; dadurch wird die Allgeiiieinlieit tier Uiiter- 

sucliuiig iiicht beschraukt, da nian you deiii Falle, y^'o ]> a,,, etwa a, ~ u, — ist, 
zu dem Falle, wo ^ etwa n,^ = -f 1 - 7/ ist, auch dadurch iibergelieii kaiiu, daB 
man den Konstauten •••, den Wert Null erteilt. 

Die definierte Punktion W{z) laBt sich nun auch durch die Derivierte einer zu 
der Charakteristik gehorigen Punktion W und p ausgezeichnete Fiinktioiien 

der hier hetrachteten Art linear darstellen. Uiii diese Darstellung zu erlialten, setzt^ 
man zunachst voraus, daB keiner der Punkte Cj, •••, e. der Begrenzung you T' aiigehdre, 
und verstehe unter a einen im Iimern Yon T' gelegenen, you den Pmikteii s, a. dc 
verschiedenen Punkt, hilde alsdann das Produkt: 


C^(^) ^W(z)F 

der Punktion W(z) und der zur Charakteristik gehorigen, ehenfalls in T' einwertigen 
Elementarfunktion P “ und bestiinme den Wert J des m positiYer Bichtung fiber die 
von den beiden Seiten der Schnitte a, h, c gebildete Begrenzung der Plache T' zu 
erstreckenden Integrals <P(z)dz, indem man in derselben Weise vorgeht, wie es im 
ersten Teile, in Art. 1 des siebenten Abschnittes, zu ahnlichem Zwecke geschehen ist. 
Man erhalt dann fiir J zunachst die Gleichung: 

4 - 4 - 

V—p 


J- 2 f W" - («)") 


und schlieBlich, indem man beachtet, daB hier, nachdem man noch fur r —l,2,---,_^ 
zur Abkiirzung 

t=:t 7. = m P=zr 7 = nn v'=p 

^ + J" + 2 ^ s'r-'Sf-’ + c^ s..; 

Til >■ fiiiii ‘ ‘ '■=1 

gesetzt hat, 


langs a„{ X¥{sy=A,W{if + (\-A,)§:„ P 

langs 6„{Tr(«)+-P„Tr(«)-+(l-B.)S?„ P 

langs c,{ Tr(^)'''= W{g)~, P 


AP 


+ Tl 


■=B,P 


2(1-1.)^, 1 
2(1-5.)^ 


> '’ = 1,2, • • ■.p, 
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larigs f^,.{ 'pr(^)+= 

langs { J'V (^)+= W^{^y -f , 

langs c, { Tr(^)+= W{^y, 


p 

a 

+ 


a 

' 

1 

z 


1 

z 


p 

a 

+ 

P 

a 

dw^\a\ 

1 

\z 


1 

z 

da ’ 

p 

a 

+ 

P 

a 

- 

’ 

1 



1 

z 



> >’=}j+i, 


■■,p, 


ist, und da6 daher die Werte voii in je zwei zu einem der Schnitte a,b, c ge~ 
horigen entsprechenden Punkten (^+, (^" in der Weise verkniipffc sipd, da6 


a 

■"-P 

a 


1 

z 

a 

*-F 

a 


1 

z 


laiigs a, {<35 (^)+ = <#,( 2 )- - 2 ( W{^y - W(sy) + t,. (P 

langs fc,( ^(0)* = <?(«)- ~ 2 ( w[0y - w{0y) + a„ [f 

langs c,, { ^ (<s)+ = (sy, 

langs fT>{zy = 

langs y,[ <F ( 0 y =. - 2 Tr( 2 )+ + + 2 S:„ 

langs c,, {(^)+ == (< 2 :)“, 

ist, die G-leichnng: 

"P “p 

2 f W{0)d0 - 2 'y f yjr(^). 

v = l _ V = 1 


■). 


i'=i.‘A ••,p, 


Vv=})+1, -.jP, 




V=}) + 1 


+ 


r = /»_I V=P f* _, 


da 


ds. 


J ^ ' 
6+ 


\d^ 


{<^n\ K 

Das Integral J ist aber auch gleicb der Summe der auf die Punkte ?? = £ 1 , • • £d 

+ 

cfi, • • •, «/, 00 ^, • • •, 00 ,/, a sick beziehenden Integrale J*(^(s)dz und kann daher auch auf 
Grund der Dleichung: 

J" = ^ f <i^[z)dz ^ f <T>{s) dzy '^ f <^{z) dz y f (<s) dz 

t = l y. n = l «./ x=:i y ^ y 


(Sr) 


("e) 




(a) 


ausgewertet werden. Man erhalt dann, wie ein Blick auf die in Art. 7 des vorhergehenden 
Abschnittes an der entsprechenden Stelle durchgefuhrten Untersuchuiigen zeigt, fur J, 
genau so wie in dem genannten Artikel, die Gleichung: 


Die zu einer gemischten Charaktmstik peh.-rig«, K,;nkti„m.n 


dP 


da 


^ = r I dP 


A-mf —1 

^ T 

2 = 1 I 




1-1 




<fr-' + ■ V i I 


dP 



dp 



* 

a 

'^2 4-1 

d 

a 


dp\ 



k 1 

n 

‘ f 

da 


dP 



k 

a 1 


da 


A — -- 

4- V (.>. 


r/P| 


a 


H- 2niW(d). 

Setzt man nun die beiden fur J erhaltenen Ausdrucke eiiiander gleicli, liifit bei 
der entstelienden Gleichung in neiier Bezeiclinung zanaclist an Stelle des Buchstabeiis 
en Buchstaben I, hierauf an Stelle des Buchstabens a den Bncbstaben ^ treten mid klst 
alsdann die Gleicliung nach TF(^) auf, so erhalt man fur die Funktion Trs>i die fur 

jeden 7on den Punkten e, a, oo verschiedenen imieren Punkt ^ der Fiache T geltende 
Darstellung: 

dPVA 


*-i I 


dz 


l = , dP 

4- V _1 


1 = 1 


? = »• 

? = i I 


+ 2\^.cfr/ 

>c = l 


dP 


^ 0 

z 

dz 

dP 

^y. 

U 

Z 


^dP Q 

4- V -A Q(“p) e 

^ ^ X dz I 


1 = 1 


dz 


2 = 1 *■ 


dP 


dz 


*='*+p*, dP\ 

4- V Al Q(««) 


1 — +1 


dz 


J_ dw,,|z 


+ ■ 


r = 1 


V = 1 V, V = )J + 1 t/ ^ 


,, /s 2 ^ f 

ft,*,*] ■ 

+ 


bt 


cIl. 


U*. 6* 

L V > V. 


Die hierbei auftretenden Konstanten sind die Koeffizieiiten, welche in 

der Entwicklung der Funktion W( 0 ) fiir das Gebiet des Punktes oo^ den Potenzen 
beziehungsweise zukommen. Nach der zu Anfang der tintersuchung 
gemachten, auf den Ubergang von dem der Ableitung der Formel zu Grunde ge- 
legten Falle n^>/ lc^ (^= 1 , 2 ,•••,»•) zu dem Falle sich beziehenden Bemerkung sind 

bei dem zu einem bestimmten Index q gehorigen Gliede der auf der rechten Seite der 
p-R, II. 10 
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vorstehenclen Gleicliung in der zweiten Zeile stehenclen Summe, wenii ist, alle 

Terme bis auf den ersten, wenn dagegen ist, alle Terme uberhanpt zu unter- 

driickeii, sodaB also fiir das ganze Glied in Wegfall komint. 

Die anf der rechten Seite der fiir br(^) gewonnenen Gleicliung vorkominenden 
Integrale sollen jetzt uiiter der, fiir die Herleitung dieser Gleichung gemachten, Vorans- 
setzung, daB die Punkte • • •, 8t sowie der zn Anfaug mit a bezeichnete Punkt z im 
Innern der Flache T liegen, naber untersncbt werden. Zwei fiir diese Untersuchung 
notige Hilfsformeln mogen zunacbst abgeleitet werden. 

Man beziebe die nacb Art. 6 aucb im vorliegenden Falle fiir jeden Punkt z der 
Flacbe T' geltende Form el (E,.) des Art. 6 des vorbergebenden Abscbnittes auf emen Be- 
grenzungspunkt z =='Q, multipliziere linke und rechte Seite mit und integriere das eine 
Alai, unter v eine Zabl aus der Eeibe 1, 2, •••, verstehend, in positive!’ Eichtung iiber 
die beiden Seiten der Schnitte a,., b^, das andere Mai, unter v eine Zabl aus der Eeibe 
:p -f 1, • • •, verstebend, in positiver Eicbtung iiber die positive Seite des Scbnittes 
Beacbtet man nun, daB im ersten Falle fiir ^n==l, 2, 3, ••• 



{m 


+ 



£ 

0 

t 






cVQ 




ist, und daB sicb als Wert des bier rechts stebenden Integrals fiir m = 1 die der Funk- 


tion P 
0 


langs c, zukommende Konstante (S^,, = — 


2-jii 

"W’ 


fiir m = 2, 3, • 


die der Funktion 



£ 

0 





kings c,, zukommende Konstante (S,, = 0 ergibt, daB also der Wert des links 


stebenden Integrals fiir m = 1, 2, 3, • • • durcb — dargestellt werden kann, wenn 

man unter eine GroBe verstebt, die fiir «^ = l den Wert 1, fiir m = 2, 3, • • • den 
Wert 0 besitzt, so erbalt man die fiir jeden von den Punkten a, oo verscbiedenen 
inneren Punkt e der Flacbe T' geltende Ililfsformel: 


Pi-) Gb 


. . Q = r X = vifi -1 

-1 C\ 2 TCI 1 


— X 






(i' = l, 2, •••,})) 

Beacbtet man dann weiter, daB im zweiten Falle fiir m = l, 2, 3, 


cll; 






£ 

1 

. C ‘ 

X 




(r = ^j + l, • • ■,p) 



Die 7Ai einer geiai.S(*hten CharaktHristik gehuri^jeii Frd 


t • s 


ist, mid daB der Wert des hier recbts r^telieiiden Iritem-ab 


filr 


1 drl* Ibllbl’i'llZ 


(£,. — 3(,. der der Fuiiktiou 


langs c,., rt,, liezipliuiiir^wrise Z!tk*iiiiiiu'iid»'ii 


'V * 

(S,. = 0, 5t,. = 0, filr j«=2, o, ••• der Diftereiiz (.1er der Fiiiiktidu -laiiir> r,. 

beziehungsweise ziikommenden Konstanten (£,, = 0, 5(, = o gleicli i>t. dafi also da- iiiik> 
steliende Integral filr jh = 1, 2, 3, • • • den Wert n hesitzt, bo erliiilt man die tor jedeii 
von den Punkten a, oo verscliiedenen inneren Puukt e der Fiaclie T aeltende liiitBibrmel: 


(H..) 




+ 

■p| 


Q = r = 



ni\ 

\ u, 

\ • Q 





if 

ht 


drip 


(v = 5) + 1,.--,J3) 


Was nun die an enster Stelle zu untersucheuden, iinr von den Punkten e, 

■+ + 

abhangigen, Integrate (r=i, 2 ,.. •,})), j^W(C)clt •••,?) betrifi't, so erliiilt man, 

wenn man die darin vorkommende GlroBe ir(^) auf Griind der zn Anfang dieses Artikels 
aufgestellten, die Funktion TF(^) fiir jeden Pnnkt ^ der Flache T' definierenden Glei- 
cknng dnrch den ihr entsprechenden Ausdruck ersetzt, fur das erste Integral die 
Gleichnng: 


( 1 ,.) 


^=:r m = n^ 

Q = 1 


“P 

2’s« fph d':+:s ^ 2,:-' 

= 1 FA T-. -.' ^ y .^1 v. = l d. . J ^ ' 


y = q m=Px 


[<.A] 


(v = l,2,.-.,W 


fur das zweite Integral die Gleichnng: 


(1,.) /TF(S)(?e=2'J’2t’/,-p 

U T = ljn = l 

6+ bt 


Q = r m=-n^ 

d'C + 2 

^=1 


-Tip r \ 


(r = ^3 + l, •••,?) 



und schlieBlich, wenn man bei jeder dieser beiden Gleichungen das auf ihrer lechten 
Seite an erster Stelle stehende Integral auf Grand der Hilfsformeln (R.X (H..) be¬ 
ziehungsweise dnrch Elementarfunktionen mit dem Argument e, darstellt, die Gleichungen: 


(2,.) J 


(22.) 


f W{Z)dZ 




(v=l,2, 




10 
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wobei zur Abkiirzung ftir r = 1, 2 


(3.) 


r = 1, 2, • • •, b 

fi„ — X 


i + 

Q=r ?. = mfi^-X ( ) 

^ "V ^7)7 

\ 

J 

(/. 

pi b«-l)! 

mw^-. 

1 




+ V sf.) + ^ ^ ^ Sir-' / p if 

'*^7 = 1 p = lr?i = l ° z = l7;j = l 


fiir = |3 + 1, • • •, dagegen 


•(3,.) 


■t = t m = m^ Q = r X — mfiQ — l \ 

'jr = lj?i = l p = l 2 = 1 


mfifl — ;i 




(?H — 1)! mil 


(/ P 

W in fin—?. 

bi 






+ A A sL”'> F > cif+^ ^ sr-> / p 

0=l7«=l ^ ^ 7^ = 1777 = 1 J ^ 

6+ *■'■ 

V V 

gesetzt ist. 

Die an zweiter Stelle zu untersuchenden, nur von dem Punkte z abbangigen, 


Integrale JF •••, 


■■■,p) lassen sich durch Elementarfnnktionen 


mit dem Argumente z darstellen. Um diese Darstellungen zu erhalten, lasse man 
in den Hilfsformeln (Hj.), (Hg.) an Stelle des Punktes s den Pimkt z, an Stelle des 
Buchstabens r den Bucbstaben a treten, setze alsdann m = 1 und vertausche endlich 
durcliweg die Zeiclien P, P. Man gewinnt anf diese Weise die Dleicbungen: 


(li-) 


—■ / p 

27tlJ 1 


(77 = 1, 2, •..,))) 


+ 

d'c=w^">{0), (i;.) ^ijF\l\dt-w^"\^), 

bt 


(a = !f) + l, ■ ■■,p) 


wobei zur Abkurzung 


Q = rX=p^-l 

(c7 = 1,2, •••,))) 




(2;.)TF<».(.)=^|Ty/pJ;.|if)p 


(r; —}) +1, 


,P) 


gesetzt ist. Die durch die Gleichung {2\) zu a = 1, 2, • • •, b? durch die Dleichung (22.) 
zu (; = b + ■ * ’’P jeden Punkt z der Flache T' definierte Punktion W^''^{z) ist eine 

zur Charakteristik gehorige Punktion W(z) von der in diesem Artikel betrachteten 

Art, die nur fiir die Punkte ctj, • • •, unstetig und zwar algebraisch unendlich wird, 


Die zu einer gemischten Gharakteristik 


■♦‘httriiTia Funkti' 


77 


und deren Werte in je zwei zu eineni der Schnitte 
in der Weise verkmipft siud, dafi 




iangs a,, {Ti- = A,. W^^-i z r - -1 - . .<a; 


(3'.) 


Iangs = BAV^^=(z\~ 

Iangs c,{ 

Iangs (i,{ W^''\zA - 
Iangs &,,{ W^^Hzy = 

Iangs c,.{ = TF^"d>') 

ist, wobei zur Abktirzung 






~t ri, ■ ,f, 


fiir 0 = 1,2, 

(?=»• 2=/,p-i 

J- X”! X”! -*■ 


P: 


11 1 / p— \ 


\2 2y^^yp 


dt 


fiir (T == p -i-1, • • •, j): 

n — r /. = ((«—1 


0 = r;.=,«j-l , A _ 

ar’-Ai^ A( / h 

n = l A = 1 -n ,u//<f-A!" 

i I ? = r;.-«f-l 

=J_ / V V P 

2;ri / —. U ; 

«/ i^ = l /. = 1 l/f—/. 




fC 


»' = 1, 2, ■ ■•,? 


gesetzt ist. Die in der letzten Zeile stehenden Integrale koniien ausgewertet werden, 
indem man bei jedem von ihnen die zwischen den geschweiften Klammem stehende 
DroBe auf Drund der Formel: 

J — I e. I ^ Q “ ^ p 1 

__^ ^ ^ B 


dt 


Q = i ;. = i 


f^o 3- 


/'e* 


durch die DrCBe —2^~^ ersetzt und alsdann die Integration ausfiibrt; man erhalt so 


v'= }) 


fur das links stehende Integral den Wert — 2— fur das rechts stehende 

den Wert 2d„„ni und erkennt nun schlieBlich, daB fiir cr = 1, 2, • • v = 1, 2, - ■p: 
(4'.) 


ist, daB also nur dann einen von Null verscliiedenen Wert und zwar den Wert 1 
besitzt, wenn r = a ist. Die soeben aufgestellte, bei der Auswertung der Integrale 
benutzte Formel geht aus der nach Art. 6 auch im vorliegenden Falle geltenden 
Formel (D^.) des Art. 6 des vorhergehenden Abschnittes hervor, indem man bei dieser 
an Stelle der Zeichen w,M, P die Zeichen w, P treten lafit, alsdann fi = l, r=^y, z = ^ 
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setzt und encllicli nocli an Stelle cles Summationsbuchstabens A eiiieu neuen Summations- 
buchstal)en X vermittels der Gleicbnng A = A' emfubrt, 

Mit Hilfe der G-leicbimgen (2^.), (2^.) und (lo.) kann man jetzt der vorber 
fiir W{z) erbaltenen Gleicliung die Gestalt: 


(D-) T'F(^) - 2 S. 

V = 1 

geben, wobei durch die Gleichnng: 


W-\£) 


t=t 
_ ^ 




, 37 _L O(E^) p 




— bei der fur ?/ = 1, 2, • • •, b die unter (3i.), fiir ?/ == p + 1, ■ ■p die unter (Sg.) 

definierte GroBe bezeichnet — fiir y=l, 2, •••, t) durch die erste, fiir = ^+1, 

durch die zweite der Gleichungen: 



(v = l, 2, • • •, }j) (r=})H-l, .. .,^) 

endlich ()'=i, 2, •••,;)) durch die schon friiher aufgestellte Gleichnng: 



bestimmt ist. Trotzdem die Gleichnng (D.), zur Yereinfachnng der Untersuchnng, nnr 
ftir den Fall abgeleitet worden ist, daB die Punkte «i, • • •, sowie der Punkt z im 
Innern der Flache T' liegen, gilt sie auch noch, wenn die genannten Punkte teilweise 
oder samtlich der Begrenzung von T' angehoren. Unter der, die Allgemeinheit der 
Untersuchnng nur scheinbar beschrankenden, Yoraussetznng, daB die unbestimmten 
Konstanten (tr=i, 2, 0 durch eine Lagenanderung der Pnnkte e^, • ■nicht be- 

einfiuBt werden, andert sich namlich der Wert des Ausdruckes: 


Tr(^) 


r = l 


Die zu einer gemiscliten Charakteri.-,tik g.-liuriLvn Funk*:.<n-ri. 

bei clsni di6 zu Anfang dieses Artikels angesclirii'beiie liiieare \ erbiiiduini’ Vfsii 

Eleineutaifunktioneii veitiitt, als Fimktioii der f -r 1 in 'S’ frtd Piiiikte 

■ ■ a ^ betiachtet, stetig, weim einer dieser Punkte diircli stetinr Bewnixiiiiif in 

einen Punkt der Begrenzuug von T ubergelit, und es kann dalier der in ^telieiide 
Ausdruck, da er der Gleicbung (D.) geinaB immer den ^Yert Xnll be>itzt. w*‘nii die 
naiinten Punkte im Innern der Flache T' liegen, iiicbt einen von Null versdiitnknipii 
Wert haben, wenn diese Punkte teilweise oder siiiutlicli der Begreiizuuti vuii 2" an- 
gelioren. 

Ans der so far jede Lage der Punkte Sj, • • •, e,, z als ricditig bewieseiien Gleir-lmiig D. 
erkennt man nun schlieBlich, daB die allgemeinste zur Charakteristik (;!l ueliOrine 
Fnnktion W(^), welclie in je zwei zn einem der Scbnitte c^, •••, c^, uder 

der tsr + q Scbnitte I gebdrigen entsprecbeudeu Punkten c^~ densell)eii Wert Ise- 
sitzt, sicb, entsprechend der zu Anfang des Artikels aufgestellten Bebauptuiig, durch 
die Derivierte einer zu derselben Charakteristik geborigen Funktion B’i ebeii der 
Funktion und die ausgezeicbneten, init der Funktion gleicbartigen 

Funktionen • • •, linear darstellen laBt. Dabei ist nocb besonders hervor- 

zubeben, daB diese _p ausgezeicbneten Funktionen •••, durcliaus selb- 

standige, von der darzustellenden Funktion TT"(>) unabbangige Gebilde sind, wfibrend 
andererseits die Funktion W*(/) in engster Beziebung zu der Funktion stelit. 

LaBt man in der zu Anfang dieses Artikels aufgestellten, die Funktion Wizj 
definierenden Glleichung und dementsprecbend aucb in der Grleicbung (D.i die GroBen S 
silmtlicb mit der Null zusammenfallen und setzt zudem nocb C=l, so wird Trifi = l 
und zugleicb reduziert sicb die Gleicbung (D.) auf die Gleicbung: 

) + ;f Tr%-). 

J r = l 



Zum Scblusse dieses Artikels sollen jetzt nocb kurz diejenigen speziellen zur 
Charakteristik gelioi’igen Funktionen TF betracbtet werden, deren 

Werte in je zwei entsprechenden Punkten der Begrenzung von T" in der Weise 

verkniipft sind, daB 

langs ( TF'^ = TF", 

langs ty { FF'*' = TF“, 

langs c„{ W^= TF", 

langs TF‘*‘= FF~, 


0 = 1 , 2 , •• 
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ist. Eine jede solche Piinktioii W moge eine zur Charakteristik gehorige -P-Funktion 
genamit und mit F( 0 ) bezeiclinet warden. Dieser Definition zufolge ist die Gesamtheit 
der zur Charakteristik gehorigen JF-Funktionen identisch mit der Gesamtheit der- 

jenigen Funktioiien TF(^) von der zu Anfaug dieses Artikels definierten Art, bei denen 
die das Yerhalten an den Sclmitten h‘, ■ ■ ■; ^p+i, • • •, &;, bestiminenden Kon- 

stanten ^^.^- 1 , • • •, samtlich den Wert Null besitzen. 

Die Derivierte einer jeden zur Charakteristik gehorigen Funktion TF ist, 
wie aus dem zu Anfang des Art. 6 Bemerkten hervorgeht, eine zu derselben Charakte¬ 
ristik gehorige Funktion. Dafi aber auch umgekehrt eine jede zur Charakteristik 

gehorige A'-Funktion sich mit der Derivierten einer zu derselben Charakteristik ge¬ 
horigen Funktion TF deckt, erkennt man, wenn man beachtet, dafi die vorher gewonnene 
Gleichung (D.) sich fiir eine Funktion W(s) = F( 0 ) auf die Gleichung: 

(D'.) = ^ 

reduziert. Die Gesamtheit der zur Charakteristik gehorigen F-Funktionen ist also 

auch identisch mit der Gesamtheit der Derivierten ^ der zu derselben Charakteristik 
gehorigen Funktionen FF. 

Aus dem soeben gewonnenen Kesultate folgt nun schliefilich noch, dafi das mit 
einer Funktion A'(-s) gebildete, von einem Punkte Zq bis zu einem Punkte z tlber eine 

ganz im Inuern der Flache T” verlaufende Kurve erstreckte Integral F(z)dz eine zur 

(jharakteristik gehorige Funktion FF ist, und dafi diese Funktion FF, nachdem man 

F(z) durch Elemeiitarfunktionen ausgedruckt und zu dem so erhaltenen Ausdrucke IF(^) 
von der zu Anfang dieses Artikels definierten Art den ihm entsprechenden Ausdruck 
FF'"(^) gebildet hat, durch die Gleichung: 

z 

(D".) f F{g)cU = W*(£) - 

■3^0 

geliefert wird. 

Auf die Theorie der zur Charakteristik gehorigen F- Funktionen soli aus- 
filhrlicher erst im sechsten Abschnitt eingegangen werden. 




Die zu eiuer gemischten Charakteristik gehurigen Funkriun.-r] 


8. 

Dgi zu Anfang dss Art. 6 aufgGstclltG Ausdmck; 


W(z) = 


?=i 


z = l ^ 0 


fr 

+ Si'-’ P 


“o 

z' 

+ 2f'> P 



+ Sf-' P 



— Q fr p 

if 

„ Q 1> 

- 2,r’ 1 ’ 



(T=V 




(T = J) + 1 


bei dem ■ ■ •, n^, ■ ■ n^, unbestimmte positive gauze Zalilen, die Bucli- 

staben S, Si, St, C unbestimmte, nur der Bedingung: 



= D 


unterworfene Konstanten bezeichnen, stellt die allgemeinste zu der angeiiommeneii 

Charakteristik i... i) geborige Funktion TB dar. Auf Grund des im vor- 

bergehenden Artikel gevvonnenen Kesultats ist man jetzt imstande, das mit dieser 
Funktion W{s) gebildete, von einem Punkte Sq bis zu einem Punkte ^ fiber eine ganz 

s 

im Innern der Flacbe T" verlaufende Kurve erstreckte Integi-al f" Wiz'jdz durcb das 


Produkt und Elementarfunktionen linear darzustellen. Man braucbt dazu nur 

auf das Integral das Yerfabren der teilweisen Integration anzmvenden und in der so 
sicb ergebenden Gleicbung: 

z z 

f W{^)dg - ^oTF(^„) -J 

Zq Zq 

das recbtsstebende, auf die zur Cbarakteristik geborige P-Funktion sicb be- 

ziebende Integral mit Hilfe der Formel (D".) des vorbergebenden Artikels durcb Elementar¬ 
funktionen auszudrucken. 

In derselben Weise scbliefiend, wie es in Art. 8 des vorbergebenden Abscbnittes 
an der entsprecbenden Stelle gescbeben ist, gelangt man bier unter wfirtlicber Wieder- 
bolung des dort Gesagten zu der die erwabnte Darstellung lieferndeu Gleicbung: 


z 

f W{s)d 
^0 


s = 


^W{s) 


Tr*fe) + Tr*(^.). 


p-R, ir. 


11 
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In dieser Gleicliung vertritt W*(z) den Ausdruck: 


t = t 


«=: 1 





+ 2'’ 


y.= l 




CO. 



/ = + 

+ A 

P. = iy + i 


Al Q'i^y) 7 


p 


v=p 

V = 1 




bei dem zur Abkilrznng fiu’ r = 1, 2, ■ - p 


J 


^ y y y y _±£l__ A—2^—LZf ( P % cV^P 

>' iiJi—1')! /111.. _ X \t/ — J / ;. 


« = ; m = 7?t£- + l ^ ^- = — 1 Q'(f) 

-1) ! W LL 

; = 1 »i = l (J = l P. = l ^ 




+ 


2Tti 
~ 


r. = t Q = rni — nf + po ,, y.—nin=p^ ^ . 

^ s?'> + J' ^ sr-' r “s dc + A A £»!“”> / P A dK 

r = 1 ^ = 1 111 = I y.-l 7n = l »A ,' 


y=qrn.=p„ 


filr V = p Pl, •' •,]P dagegen 


i;=Z + l Q-=r P = mpi,— \. q,(e) 

X’ y y y ^ 


I'aJ,!*] 






f^o 


r = l m = l ^. = 1 A=1 m^LL^-X 




() = >■ ?)( = }£(, + (, 

+ >■ 

Q 


; A A!"" r^ +A A s:!"”> / A' 


gesetzt ist, walirend die Konstanten S', d aus den Gleichungen: 




= _ (^ — — 1 ;. = 1,2, • • •. /' (.- b /'(. +1, • • •, "e + 


sich ergeben, wenii man dabei die GroBe Sm;^+i nnd jede GroBe deren Index 

nicht der Reihe 0, 1, 2, •••, angeliort, als mit der Null identisch ansieht nnd unter 
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• • •, die Koeffizienten versteht. welche in dtn- Entwiekluii- Finiktie 


fur das Gebiet des Punktes oo^ den Potenzeii 


II' 




i‘ezieliiiouswr*i.'e zok< (itiiiieii. 


Damit ist die Theorie der zu der geinischteu Chnrakteristik 


i; 




•J„ 1 
• IL I 


gehorigen Funktionen soweit entwickelt, wie es im vorhergelieuden AbsclmiTte fur die 
zu einer gewohnlichen Ckarakteristik gehorigen Funktionen gesrhehen i.^t. Pie in 

diesem Abschnitte angestellteu Untersnchungen und erhaltenen Itesnltate lasseii sicli 
nun unmittelbar auf den Fall tlbertragen, wo statt der geinischten « 'harakteristik 

• i'-'- 1 ) gemischte Charakteristik . . bei der B, \ •••: G; . J5;, 

eigentliche, • • •; 1 uneigentliche Faktorenpaare sind. vor- 

liegt. Man braucbt zu dem Ende nur an alien denjenigen Stelleii. wo aiis der Zahleii- 
reihe 1, 2, • • •, die Zahlenreihe 1, 2, • • •, |) oder die Zahlenreilie p -f 1. p -f 2, - p 
herausgegriffen wird, die Zahlenreihe 1,2, •••,p durch die Zahlenreihe z,, 

die Zahlenreihe p + 1, p + 2, • • p durch die Zahlenreihe z^^i, Zp^., 


z„ zu ersetzen. 
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Vierter Abschnitt. 

Untersiicliimg der zu der ausgezeiclineten Cliarakteristik geliorigeii Funktioiien. 



Die aiisgezeiclmete, nach fraherer Detinition nur aus uneigentlichen Faktoren- 
paaren zusammengesetzte, Charakteristik ist mit der zu ihr reziproken 

Charakteristik == (^ j identisch, also eine zu sick selbst reziproke Charakte- 

• • • SpJ \1 • • • 1 / 

ristik. Auf Grund des im ersten Teile gewonnenen Fundamentalsatzes erhalt man die 
samtlicken zur Charakteristik (J ^ ’ J) gehorigeii Funktionen W, wenn man an Stelle des 
Systems der s + -l-Konstanten S und der Konstanten ein jedes 


(7 = 5 


die Gleichung = O'*') nicht verletzende System von s + + • • • + m, Werten 

ff=1 


treten laBt und zu jeder so erhaltenen Funktion nock eine willkurliche Konstante G 
addiert. Die Konstanten • • •, fallen kier, da fur jedes v aus der Keike 
ein uneigentliches Faktorenpaar ist, samtlick mit der Null zusammen. 

Zunachst sollen nun, um auch im vorliegenden Falle ein System von Elementar- 

funktionen zu erhalten, aus den zur Charakteristik (J A 1 ) gehorigen Funktionen W 

gewisse spezielle Funktionen kerausgegriffen und, unter Beikekaltung der im ersten Teile, 
in Art. 1 des siebenten Abscknittes, angewandten Bezeicknungsweise, mit Hilfe der in 
Art. 2 des ersten Abscknittes aufgestellten Fundamentalformel (F.) untersuckt werden. 
Da im vorliegenden Falle ein jedes Faktorenpaar A„, ein uneigentliches, also p = 0 
und dementsprechend Ai = l, 1^ = 2, • • ■, 1^= ^ ist, so tritt an Stelle der allgemeinen 
Fundamentalformel (F.) kier die Formel: 


’*') Rikmann, B., Theorie der Abelschen Funktionen. I, Art. 3. (Gesammelte Werke, 2. Anfi., S. 88— 144; 
S. 104, 106.) 



/''' 


j = 1 


(F.) 


+ 471“ ^ S (2 ^ _— •> t 2 V 


Q Q 


n—1 

(7^S 


■2ni;^ (8,c,„-S„-',v - 2,Td' u 'S>.,J,..~2- 


J- -■ 


Wegen — 0, — o hat die SiimmeJ^S;, . (2^ —2^ —■•• — 8;, |. wenii man 

die dahei auftretenden CIroBen , 2, durch die Gleiclmimeu 2. - S., 2 - 2. 

definiert, fiir co = 1, 2, 3, .. . denselben Wert wie die Summe i2, + 2, --^ G 


'’a ^er -r 1 


und man kaun daher bei der vorstehenden Fonnel die Komplexion •••, x^ durch 

eine ibrer zyklischeu Permutationen ersetzen. 


2 . 

Der Fimdamentalsatz liefert nun zur Gharakteristik V i)» wemi man zunachst 

die Konstanten 2 samtlich mit der FTnll zusammenfallen laBt und daiin an Stelle des 
Systems der i) Konstanten SC^, • • •, 51^, irgend welcbe Systeme von j9 Werten setzt, Funk- 
tionen IV, welche fur keinen Punkt der Flache T" unstetig werden. Solche Funktionen 
mdgen allenthalben endliche Funktionen genannt und im folgenden durch m|z| oder 
durch Oder noch einfacher durch u bezeichnet werden. Gewisse dieser Funktionen u 
sollen jetzt als Elementarfunktionen aufgestellt und allenthalben endliche Eiementar- 
funktionen genannt werden. 

Man bezeichne zunachst, unter ^ eine Zahl aus der Peihe 1, 2, unter 

(v=i, 2 .- .,p) eine GroBe, die fur r = ^ den Wert 1, fur y=4=? den Wert 0 besitzt, ver- 
stehend, mit u^\z\ eine spezielle allenthalben endliche, eine willkurliche, spater zu be- 
stimmende, additive Konstante enthaltende Funktion, bei der die Konstanten 51,,, >= 1 , 2 , •••,?, 
die speziellen, mit v=i,2,...,i7, zu bezeichnenden, durch die Gleichungen 

bestimmten Werte besitzen, und bezeichne bei dieser Funktion die an Stelle 
der GroBen 53„, v=i, 2 ,•••,;?, stehenden GroBen mit a^,., v=i, 2 , ■■■,?, sodaB also fur ^ = 1, 2, ■ ■ ',p: 

langs a„ [u^\^Y = 
langs 6,, P 

langs c,[u^\z\^ , 

langs = '^q\A~’ 


0 = 1, 2 , • • •,», 
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isfc. Wiihlt man nun nocli den Wert cler in enthaltenen willkiirlichen additiven 
Konstante c^, so, daB fiir ^ = 1, 2, ■ ■ ■, P'- 


(?) 


■A = q 

i; = l 


= 0 


ist, so ist dainit zngleich, nacli dem Fnndamentalsatz, die Funktion vollstandig 
bestimmt. 

Die so (jeivonnenen vollstandig hestimmten cdlentlialben endliclien Funldionan 
sollen die mr Gharakteristik gehorigen allentlialhen endliclien Elenienfarfunktionen 

genannt loerden. 

Die jj Elementarfunktionen u^, • sind linear UDabhangig. Zum Beweise 
dieser Behauptnng bilcle man ans ihnen nnd den unbestimmten Konstanten Cq, 

die allenthalben endliche Funktion = Cq + H- \-c^Uj, nnd stelle sich die Aiifgabe, 

die Konstanten c in allgemeinster Weise so zn bestimmen, daB fnr jeden Pimkt ^ der 
Flache T" die Gleichimg u = 0 besteht. Soil aber die Funktion ti fiir jeden Punkt z 
der Flache T" den Wert Null besitzen, so konnen, da dann die ihr zukommenden, 

(>=p 

durch die Gleicbungen == -== c„ni, v=i,2,--;p^ bestimmten Konstanten 2ti, • • 

() = i 

samtlich. mit der Null zusammenfallen iniissen, die GroBen nicht von Null 

verschieden sein, nnd es kann weiter aucli nicht von Null verschieden sein, da fiir 
Cl = • • • = = 0 der mit u bezeichnete Ausdruck sich auf c^, reduziert. Damit ist be- 

wiesen, daB eine Gleichung von der Form 0 == Cq -f + •••-!- nur dann fiir jeden 
Punkt ^ der Flache T” bestehen kann, wenn die Konstanten Cq, c^, • • •, samtlich den 
Wert Null besitzen, oder, was dasselbe, daB die Fimktionen Wj ,•••,linear unabhangig sind. 

Die allgemeinste allenthalben endliche Funktion u\s\ wird, wenn man imter 
G, Sti, •••, keinen Bedingungen unterworfene Konstanten versteht, durch die Gleichimg: 

(3.) 

dargestellt. Die Eichtigkeit dieser Behauptung erkennt man anf Grand des Funda- 
mentalsatzes, wenn man beachtet, daB die durch diese Gleichung definierte allenthalben 

endliche Funktion u, wie aus der Eelation folgt? so beschaffen ist, 

daB langs a,, + St,,, ist, nnd daB diese Funktion zudem die will- 

Imrliche additive Konstante G enthillt.**) 


*) Riemank, B., Theorie cler Abelscben F-anktionen. I, Art. 4; II, Art. 18. (Gresammelte Werke, 2. Aufl., 
S. 88—144; S. 105; S. 129.) 

'*'*) Riemann, B., Theorie der Abelschea Funktionen. I, Art. 4. (Gesammelte Werke, 2. Aufl,., S. 88—144; 
S. 105, 106.) 


Die zu (ler aii<gezfi.‘linett‘ii *JiaraktH-i.srik Yn^inri-iKvi:. "T 

Zwischen clen jr Koustanteu 
bestehen die Bezieliuiigen: 

(4.) 

Uni dieselben zii erlialteii, beziebe man die am Ernie Art. 1 aufgestellte, iiiif 

irgend zwei allgemeine zur Charakteristik sreliuriire Fiiiiktiomni TU, FE 

beziebende, FundanientalfoiTiiel (F 3 .), nnter q, a irgend zwei Zaiilen aiis ikn- Ikdhe 
verstebend, auf die Elementartiiiiktioneii u I^L a. ’^L ei^etze alsn in der 

^ i • ’ I I _ 

Formel (Fg.) die darin vorkommenden Konstanten der Fiinktioiieii IF”. FF' tliirch die eot- 
sprecbenden Konstanten der Funktionen u^, u^. Man erliiilt so zmiilcbst die fileicbmig: 

v = p 

v — 1 

und weiter dann, indem man die Summation nacli v ansfilbrt, die fiir q. a == 1.2, ■ • -.jj 
geltende GlleicbunG: a 






Die dnrcb die Gleicbung (3.) definierte allgemeinste allentbalbeii endiicbe Fuiiktion: 

0=1 

ist so bescbaffen, da6 fur r = 1, 2, ■ • p: 

langs = ir + 3(,,, langs b,. ( iC = ir 

ist, wobei dnrcb die Gleicbung: 

a - 

^=1 

dargestellt wird. Entsprecbend der im ersten Teile am Scblusse von Ait. d des secbsten 
Abscbnitts gewonnenen Gleicbung bestebt daber bier, wemi man den reellen Teil der 
Funktion u mit den lateralen Teil mit iPH und die zu 5(,, konjugierteii GruBeii 
mit beziebungsweise bezeicbnet, die Gleicbung: 

iff f(^) + (W+ -1 

T" 

Das auf der linken Seite dieser Gleicbung stebende Integral kann nur dann den Wert 
Null annehmen, wenn u sicb auf eine Konstante reduziert, oder, was dasselbe, wenn 
die in dem Ausdriick fur vorkommenden unbestimmten Konstanten 5Ii, 21,, • • 21^ 

samtlich der Null gleicbgesetzt werden. Sind die Grdfien 2(i, 2E, 2^ nicbt samtlicb 

*) Riemann, B., Theorie der Abelscheu Funktionen. II, Art. 20. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. S8—144; 
S. 130, 131.) 
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der Null gleich, so sind auch die iliiien entspreclienden Grofien Bo, • •33^; nicht 

samtlicli der Null gleicli, da im auderen Falle die auf der rechten Seite der letzteu 
Gieichuug stehende Summe und dainifc aucli das Integral den Wert Null haben wurde, 
ohne dafi die GroBen % samtlicb verschwindeii. Das System der Gleicbuugen 


^ = ’ = 1 , 2 ,hat daher uur die eine Losung Slj = 0, SIo = 0, • • •, = 0, oder, 

Q = 1 

was dasselbe, die Determinante ^ ± der jr GroBen a^^., besitzt 

einen von Null verschiedenen Wert. 

Man setze jetzt, unter irgend p reelle Grofien verstehend, = x^.i, ^=i, 2 ,•..,y; 

dann wird = B,, = wobei die zu a , = pa'i 

(, = 1 Q = X " 

konjugierte Grofie a',, — bezeichnet, und es geht dementsprechend die letzte aufier- 
halb des Textes stehende Gleichung, wenn man noch ihre linke und rechte Seite init 
~ multipliziert, iiber in die Gleichung: 


TC 

¥ 


dx 


7 + {-w) + Kw) + (w) 1 = A A 


^ = I ir = 1 


Das auf der linken Seite dieser Gleichung stehende Integral ist niemals negativ und 
kann nach vorher Bemerktem nur dann den Wert Null annehmen, wenn die GroBen 
x^, x^, • • Xj, samtlicb der Null gleich gesetzt werden. Infoigedessen hat der siuf ihrer 
rechten Seite stehende Ausdruck nur fiir a;i=0, x^==0, • • •, x^ = 0 den Wert Null, ftir 
jedes von 0, 0, •••,0 verschiedene Wertesystem x^, x. 2 , •••, Xj, dagegen einen negativen 
Wert. Daraus ergibt sich nun schlieBlich, dafi die mit den reellen Teilen der 
GrCfien v=i, 2 , gebildete Determinante ^ ± d^pL ■ ■ ■ deren Elemente 

wegen durch die Beziehungen ^,v=i,2,...,p^ verkniipft sind, 

^:=p v = p 

einen von Null verschiedenen Wert besitzt, und dafi die Form ^ ^ ci x x^ eine ne- 

5=1 V =1 

gative quadratische Form ist.'-'") 

Infolge des Nichtverschwindens der Determinante A ± dij^d^^ • • • lafit sich ein 
System (e) = e^jeal-•von ^Grofien immer und nur auf eine Weise mit Hilfe von 
2p reellen Grofien x, in die durch die Gleichungen: 


v=p v=p v=p 

i'=i i' = i i'=i 

bestimmte Gestalt bringen. Zum Beweise dieser Behauptung hat man nur zu beachten, 
dafi ftlr reelle x, X das aufgestellte System von p Gleichungen, wenn man noch den 


*) Eiemakn, B., Theorie der Abelscben Funktionen. II, Art. 21. (Gesammelte Werke, 2. Aufl,, S. 88—144; 
S. 131, 132.) 



Die zu (ier ausire/.t-ichni-tfii f 






reellen Teil von dnrch 

' ' '' fi 

Systeme der 2 ^; Gleicliiingen: 


den lateralen dnrcii t\j Dezfirliiiet, iiiit 


Pill 


1 J' = 1 

c'-j. = "T /an, • 


•. e. 


N- 




„ ’ 

■V "" ~ /p^ 

S = 1 


•Equivalent ist, und daB diese letzteren Gleicliungen fur jede der 'Ip Uiibekaiiiiten 
5^ij JJa, • • •, y>p, Ai, ^ 2 , • • •, Ip einen bestimmten, reellen Weit liefern.'^s 

Zwei GroBensysteme (e) ^ e,\e,[ . .\e^, (qi = •-j^p, die in soldier Beziehiing 

zueinander stelien, daB die dem ersten zukommendeu Grofien x, / sicdi von den deni 
zweiten zukommendeu entsjirechenden GroBen z, 2. nur urn ganze Zahlen uiitersclieideii, 
Oder, was dasselbe, derenElemente durchj; Gleicliungen von der Forme = e,, -r -r /i„n/. 

5 - 1 , 2 , bei denen die Bucbstaben Ji ganze Zablen bezeichnen, verkmipft sind, sollen 
nacb Riemann kongruente Systeme geuannt werden. Sind zwei S^’steme ft . (e 
kougiuent, so soli diese Beziebung durdi ••jep = ei[e 2 j*-'[ep Oder kiirzer durcb lei—d 
angedeutet werden. 


3 . 

Nachdem im vorbergebenden Artikel die zur Cbarakteristik (J "J) gehorigen 
allentbalben endlidien Funktionen W definiert und untersuclit worden sind, sollen jetzt 
zunacbst solcbe zur Cbarakteristik geborige Funktionen TF betracMet werden, 

welcbe zwar unendlicb, aber nur logarithmiscb unendlicb werden. Auf Grund des 
Fundamentalsatzes erhalt man die samtlicben zur Cbarakteristik ([ ' " ’J) geborigen, 

nur logarithmiscb unendlicb werdenden Funktionen Tf, und zwar jede nur einmal, wenn 

man die -j-Konstanten 0 = 1 , 2 ,--.,*, samtlich mit der IsuU zu- 

sammenfallen laBt, weiter dann an Stelle des Systems der s Konstanten Sj, • • •, ein 

jedes von 0, • • •, 0 verschiedene, die Gleicbung ^2^=0 nicbt verletzende System von 

0 = 1 

s Werten und unabbangig davon an Stelle des Systems der jj Konstanten 21^, • ■ ein 
jedes System von p Werten treten laBt, endlich noch zu jeder so erhaltenen Funktion 

eine willkurliche Konstante 0 addiert. Unter den zur Cbarakteristik (J ' J) gehorigen 
Funktionen W gibt es also keine, welche nur fiir einen der Punkte c^i, • • •, ^ logarith- 

*) Riemann, B., Theorie der Abelschen Funktionen. I, Art. 15. (Gesammelte Werke, 2, Aufl., S. 88—144; 
S. 125, 126.) 

P-E, II. 


12 


90 


Vierter Abschnitt. 


misch unendlich wird; wolil aber gibt es solche, die fiir zwei dieser Punkte logarithmiscb 
unendlich werden."^) Die einfachste derartige Funktion soil jetzt aufgestellt und naher 
untersucht werden. 

Man verstehe unter o, d irgend zwei Zahlen ans der Eeibe 1, 2, •••, s nnd be- 
zeichne, unter Beacbtung der in Art. 3 des ersten Abscbnittes gemachten Festsetznngen, 
den (7*°^ der s Punkte ooj, • • •, oo,^, mit i], den niit r{ und dein- 

entsprecliend die zu den Punkten t], rj fuhrenden Linien jetzt mit l,^, l,^. beziebungs- 

weise, Der Fundamentalsatz liefert dann zur Charakteristik (j' ^ ^ i) eine, die willkiir- 
iiche additive Konstante c entbaltende, Funktion W, die in der Flache T" nur fiir die 
Punkte rl unstetig wird, und zwar fur den Punkt r] wie In-^, fur den Punkt t] wie 
— In—, wenn man 5^=1, 2,;-== —1 setzt, alien ubrigen s + Wj H--(-w,—2 Grofien S 

Z,f 

dagegen sowie den p GroBen Sti,---, den Wert Null zulegt. Die so gewonnene 
spezielle Funktion W bezeiclme man nun, die Bestimmuug der additiven Konstante c 

sicb. vorbehaltend, mit , die bei ihr an Stelle der GroBe stehende GroBe mit 

Fur das Gebiet des Punktes rj laBt sich dann diese Funktion durch eine Gleichung 
von der Form; 


(!•) 


n 


z 


~ In 7“ + + 


fur das Gebiet des Punktes ri dagegen durcb eine Gleicbung von der Form; 




n 


riri 

z 


= — In — + Ca'Q H- ■ H- + • • • • 


darstellen, wobei die c von 0 unabhangige GroBen bezeichnen. Zugleicb sind die Werte 


der Funktion U 
Weise verkniipft, daB 


7J1? 

Z 


in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkteri in der 


langs 
langs 


7 ] 71 
Z 


( 2 -) 


langs c„jJT 


langs 

langs l,f^n 


717] 

z 

vv' 

z 


+ 

11 

vv' 

z 

+ 

11 

7] 7]' 

Z 

11 

+ 

vv' 

z 

+ 

11 

vv' 

z 

+ 

11 

7] 7]' 
Z 


3 

— 2Tti, 


r = l, 2 , 


langs einer jeden der s — 2 ubrigen Linien I dagegen il 


vv 

z 


= n 


vv 

z 


ist. Yon den in den 


*) Riemann, B., Theorie der Abelacheii Funktioneii. I, Art. 4. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 88—144; S. 106.) 




1>1 


Die zu iler aiHO'ezf'iclin''*!*-!! (’ 






GlBicliuiigGD fl.j, i_l -j, I J.j vorkoiiiiiiGiidGn K.oii>t;iiiTtii c 


einzigen, welche von der in // 
abhangen, und zwar gebt lieiin 


enthaiteneii willkfirlirliHi ndditiv^ii K(»ii>ta!itp e 


-'beriraun’ von 


c in r — Z* die frrdfie r,.., in r..., — Z*. die 


Grofie ii'i <^«'od-Z* uber. Infolgedesseii kaiin man deii Wert der in j enthaltenen, 
bis jetzt nocli willkurliclien additiven Ivonstaiite c iiiinu*r mid iiur aiif eim? Weis^* so 
wahlen, dab 

(3.) 


c„o=e 

ist, und es ist dami zugleicb die Fimktiou // 

zwei Punkte aus der Eeilie 
verstehen mag. 


j; 7j 


DC 


'J' 


i vulistaiidiir bestimmt, einerlei welclit-' 

I 

fi? •••, £: man aiic'li imter tj, t]' 


Die p bei der Funktion 77 


r,7} 


auftretenden Konstanten lassen 

sich diircb die Werte, welche die Elementarfunktionen u fur die Punkte !>e- 

sitzeu, aiisdriicken. Dm diese Ausdrucke zu erlialten,. beziebe man die Fundameiital- 

formel (Fg.) auf die Funktionen 77 lasse also in der Formel i F^.j. nacbdeiii 

man bei ibr den Summatiousbucbstaben a, um Verwecfelungen mit den zu Anfang 
dieses Artikels eingefiibrten festen Zablen o, o' vorzubeugen, fliircb r ersetzt und ziir 
Darstelluug der Funktion u^\z\ fiir die Gebiete der Punkte j], r' die Gleichungen 

= + -, + + -’ denen speziell 

= aufgestellt bat, an Stelle der darin vorkommenden Konstanten der 


Funktionen TF, W die entsprecbenden Konstanten der Funktionen 77 
Man erbalt so zunacbst die Gleicbung: 


nAz\ treten. 


^ (—- 2 nic^Qi- 27 iic^>Q^ 0 

V = 1 

und weiter dann, indem man die Summation nacb r ausfiibrt und c„q, Cq-o, den scbon 
oben aufgestellten Gleichungen c^o= ^o'o=durcb be- 

ziebungsweise ersetzt, die fiir (> = 1,2, •••, 7 ^ geltende Bezieliung: 

— — 27[iu^\7j\ + 2mu^\if\ = 0 . 

Ersetzt man nun noch den Bucbstaben q in neuer Bezeicbnung durcb v, so erbalt man 
scblieBlicb die Gleichungen: 

(4.) 58?’’''^= — 2{ii,\t]\ — ^k\t]\), 

Man verstebe jetzt unter Oi, o^, irgend drei Zablen aus der Reibe 1, 2, • • •, 5 

und bezeicbne den der $ Punkte oo^, • • •, 00 ^, • • •, a^, e^, • • •, mit den o^° 

12 ^ 
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mit %, den 03 “" mit 7 / 3 . Die zu dieseii drei Punkten 7 ] fiihrenden Linien mogeii 

bei einem negativen Umlauf um den gemeinsamen Mundungspunkt c^o tier Scbnitte c, I 
in der dnrcli die Permutation To, Tg der Zahlen Uo, charakterisierten Eeihenfolge 
ilberschritten werden. Bildet man dann die zu den Puuktepaaren 7 ]»] 

und beziebt die in Art. 1 aufgestellte Funda- 


ffehorisren Funktionen 77 


ni V-. 
z 


mentalformel (F3.) auf diese 


77 


V 1 V 3 

z 


beiden Funktionen, laBt also in ‘der Formel (F3.) an Stelle 


der darin vorkommenden Konstaiiten der Funktionen TP, W die entsprechenden Kon- 
stanten der Funktionen 77 
Scliliisse von Art. 1 Benier 


v-> 

z 


, 77^^^* treten, so erbalt man unter Beachtung des am 


ten zunachst die Gleichung; 

-f + Sr,) -f Sr, SJ ~ 27I“[S(r^S^, + S^^S^^ -f S(r,S J| 

I 


wobei 


0 


^(Tj 0 ] 




= 1, 


S,.= 0; 

o' 

II 

0 

0 

<^(7, 0 - 

Vi V^i 1 
Vs 1 

= 1, 



c^,o=0, 


Vi Vs 

Vs 


= 0 , 


ist, und scblieBlicb nach einfachen Uberleguugen die Gleicliung: 
(5.) 


77 


V 1 V 2 

Vs 


= 77 


ViVs 

V 2 


+ 


bei der auf der recliten Seite das negative oder positive Zeichen zu nebmen ist, je 
nacbdem die Scbnitte bei einem negativen Umlauf um den gemeinsamen 

Mundungspunkt der Scbnitte c,l in der Eeihenfolge oder in der Eeihen- 

l „, riberscbritten werden. 


folge L , 


Bei der Debnition der Funktion 77 


vv 

z 


wurde unter der a*°, unter r( der d 


/te 


der Punkte 00 ^, 




£ 1 , • • •, 6 ; verstanden. Beachtet man nun, dafi in dem 


Fundamentalsatze t eine unbestimmte positive gauze Zabl bedeutet, und dafi die Punkte 
£ 1 , • - Si t beliebig im Innern von T' angenommene, von den Punkten ooj^, •••, 00 ,^, a^, 
verscbiedene Punkte sind, so erkennt m£in, dafi man bei Zugrundelegung der urspriing- 
licben Flacbe T’ zu je zwei ini Innern von T' gelegenen Punkten tj, tj' eine Funktion 

77 in der frilher angegebenen Weise definieren kann, sobald man nur in die Flache T' 

zwei durcb keinen der Punkte 00 , a hindurcbgebende Scbnitte l,^, 1,^ eingefiihrt hat, 
welche den der positiven Seite von und der negativen Seite von gemeinsam an- 
gehorigen Punkt mit den Punkten 7], rj verbinden. 


n 


Dit' zu lier au'gf-z-ichii-t-n < har.ikt*.ri.stik I'-;! kti . fK'» 

Gitei kdim iiitiii flunii cliirch Botriir-litiiiio'eii. flif* di'ii in Art. 4 flf*s zw»^itc*ii Al»- 
-S fill die Fiiiilvtidii iiniiestellten irfiiiz iiliiilich r'ind. zeiireii, dafi fdiia Fiiiiktioii 
Riit den oben angegebeneu charakteristisclien FiL!'rii>cbufr«^*ii aiirli in d^mi Falie exi- 
stiert-, wo einei der Punkte ri, i] der Begreiizimg von 1' aiigeliGrt. uiid aiich iiocdi in deiii 
Falle, k\() die Punkte i], l^eide der Begreiiziing von T aiigehuren, weiiii niir dieso 
beiden Punkte als Punkte der Flacbe T betruclitet uetreiint lic'ueii. 

SchlieBlicli liiBt sicli durcb die am Ende von Art. 4 des zweiten Abschnitte:^ an- 
gewandte SchluBweise aucb nocdi zeigen, daB die soe!)en abgeleitete Foniiel A. olna* 
weiteres auf den Fall iibertragen werden kann, wo die Punkte teihvei.se ^nler 

saintlich der Begreiizung von T' angelioren, wenn iiiir <lie.se Punkte als Punkte der 
Fliiche T betrachtet getrennt liegen. Die von der Formel so.i sicli nur durcli die Be- 
zeichnung unterscheidende Formel: 


( 5 .) 


n 




n 
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— bei der auf der rechten Seite das negative oder positive Zeiclien zu nehmen ist, 
je naclidem die Schnitte L, I, bei eineni negativen Unilauf um den gemeinsamen 
Milndungspunkt c^o tier Schnitte c, I in der Eeihenfolge h, L oder in der Reihen- 
folge 4, 4 uberschritten werden — gilt dementsiirechend fur irgend drei Punkte jj, A, s 
der Flache T', wenn nur diese Punkte als Punkte der Flache T betrachtet getrennt liegen. 

Aus der Formel (5.) erkennt man nun, daB die Funktion U nicht nur liei festgehaltenem 

Punktepaare ?/, ^ eine Funktion der komjolexen Yeranderlichen z, sondem auch bei fest¬ 
gehaltenem Punktepaare ij, z eine Funktion der komplexen Yeranderlichen ^ ist, und 


daB die Eigenschaften von IT 
Eigenschaften von IT 




als Funktion von ^ ohne Miihe aus den bekannten 


als Funktion von t abgeleitet werden kOnnen. 


4 . 

Yon der im vorhergehenden Artikel definierten Funktion TI ausgehend kann 
man jetzt in folgender Weise eine Funktion bilden, die nur fur einen Punkt der 
Flache T logarithmisch unendlich wird. 

Man verstehe (s. Fig. 1) unter i] irgend einen im Innern der Flache T' gelegenen, 
unter ^ einen der positiven Seite 6+ des Schnittes angehorigen Punkt, 

bezeichne mit denjenigen Teil des Schnittes dessen positive Seite sich von bis ^ 
erstreckt, mit &" den noch tibrigen Teil des Schnittes dessen positive Seite sich also 
von ^ bis erstreckt, ziehe nach den Punkten t], ^ von dem der positiven Seite von 
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niid cler negativen Seite von Cj gemeiusaiii an- 
gehorigeu Punkte aus zv^^ei Schuitte l,^, U in der 
Weise, daB die Scimitte c, I bei einem negativen 
Umlaiif um ihren gemeiiisamen Mtlndungspunkt 
in der Reihenfolge c^, Co, • • •, c^, itberschritten 
werden, und denke ^icli alsdann nach Anleitung 
des vorkergehenden Artikels die zu dem Punkte- 

paare t], ^ gehorige Funktion 11 gebildet. Da 

der Punkt ^ der Begrenzung von T' angehort, 
wird dnrch den Schnitt die den Schnitt l,^ ent- 
haltende, einfach zusammenhangende Plache T' 
in zwei einfach zusammenhangende Flachenstiicke 
zerlegt, von denen das eine, mit T[ zu bezeich- 
nende, durch die positive Seite von die beiden 
Seiten der Schnitte 1)^, q; • • •; a^_^, die negative Seite von und die positive 

von Z)', das andere, mit zu bezeichnende, dagegen durch die negative Seite von die 
positive von die negativen Seiten von a^, b^, die positiven von a^, und die beiden 



Seiten der Schnitte a 


+ 1 : 




■] ttp, Cj,; l,j begrenzt ist. 


l,^, enthaltenden Flache T' definiere man jetzt eine neue Funktion 11 

fur jeden Punkt z voii 
fiir jeden Punkt ^ von {77 


man 

( 1 -) 


Zu der die Schnitte 

z 


dadurch, daB 


+ ^ni, 


= 77 


setzt. 


Da diese Funktion 77 


von z in irgend zwei zum Schnitte \ gehorigen ent- 

sprechenden Punkten denselben Wert besitzt, so ist sie auch noch in der nur 

den Schnitt enthaltenden Flache T' einwertig, und es soli daher bei der Betrachtuug 
dieser Funktion der Schnitt ^ als tiberMssig weggelassen werden. Bezogen auf die 
von den beiden Seiten der Schnitte a, b, c und des Schnittes l,^ begrenzte, mit T" 

zu bezeichnende, Flache besitzt nun die Funktion n die folgenden Eigenschaften. 

Fur jeden Punkt 8 der Flache T”, der eine solche Lage hat,’ daB die Punkte rj, ^ als 
Punkte der urspriinglichen Flache T betrachtet getrennt liegen, ist sie einwertig und 
stetig, fiir den Punkt rj wird sie unstetig wie In—, fur den Punkt ^ dagegen unstetig 


wie 


In 


zudein sind ihre, allgemein mit 77 


-nt 

n 

'nt 

z 


z 


zu bezeichnenden, Werte 


in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten in der Weise verknupft, daB 


Dif zu dor tu3>£fo>;oioiiijeton CharaktfTi'tik 

liiiigs rt,,{//h;r = //]'-; r. 


langs I n 




( 2 -) 


lilngs h], [/?|'‘;r 


liiiigs />;; [n 


liings c,, 
liings [n 


/zj': 

a 

n 

n 






2 r«:' 




«; I 


■ 1. s, • 


iTlt . 


f)‘ ,* 2 rn', 


I o 


3T? 


ist. 


Die DaiiMion 77 

(fj 

dem Argumente X> darste 


laBt sicli in einlieitlicliei* Weise durcli eiiie Fiiiiktion 77 iiiit 
len, Zn dem Ende braucht man nnr bei einer jeden der 


beiden zur Definition von 77 


aufeesteliten Gleicliunoren die aiif der rechten Seite vor- 


kommende Funktion 77 




nacb Hinzunahme eines dritten Schnittes I, mit Hilfe der 


Formel (5.) durch die Funktion Ar|yj auszudnicken. Die Formel (5.j lieiert nun, wenii 
z ein Punkt von T/ ist, die Gleichung 77 =Tl \ —ni, da in diesem Falle die drei 

® I 2 S 

Schnitte I bei einem negativen Umlauf um den Punkt unter alien Umstanden 
in der Reihenfolge 7 uberscbritten werden; sie liefert andererseits, wenn z ein 

Punkt von 77' ist und der Schnitt I, von dem der positiven Seite von und der 
negativen Seite von U gemeinsam angehdrigen Punkte aus gezogen wird, die Glei- 


cbung 77 


= 77 


lauf um den Punk 


+ni, da in diesem Falle die drei Scbnitte I bei einem negativen Um- 
b (^0 ill fier Reihenfolge 1^,1^, U uberscbritten werden. Eliminiert man jetzt 
mit Hilfe dieser Gleicbungen die GroBe 77 aus den genannten Definitionsgleicliungen, 
so erkennt man, daB fiir jede Lage des Punktes z die Gleichung: 


(3.) 


n 


77 


-j- Tt 'i 


bestebt, wenn nur der Scbnitt so gezogen ist, daB bei einem negativen Umlauf um 
den Punkt die Scbnitte c, I in der Eeibenfolge •••, Z,, 7 uberscbritten 

werden. Daraus folgt aber das fur die weitere Untersuchung im Auge zu bebaltende 


Eesultat,' daB die Funktion 77 


fur jeden Punkt t von M mit der Funktion 77 


IJ 2 
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der komplexen Veranderliclieii ‘C nbereinstimmt uiid dementspreclieud*) in der vorlier 
eingefiihrten, von den beiden Seiten der Sclinitte a, h, c nnd des Schnittes l,^ begrenzten 
Flache T" eine stetige Funktion des Punktepaares s ist, wenn nur die Puiikte 'C, z 
als Punkte der Flache T betrachtet getrennt liegen, nnd der Punkt z von dein Punkte ij 
verschieden ist. 

Es soli jetzt das liber die positive Seite des Schnittes 1),^ in positiver Eichtnng 

+ 

zn erstreckende Integral 11 

° Ttt j 0 

daB dieses Integral flir dasjenige Pnnldgebiet G, welches alle Punkte z der Flache T” 
mit Ausnahme der am Sclinitte gelegenen Punkte nnd des Pnnktes iimfafit, eine 
Funktion: 


du^ betrachtet werden. Man erkennt znnachst, 


J. 


n 

z 



dit 


der komplexen Veranderlichen z liefert, welche fur jeden von t] verschiedenen Punkt z 
von G einwertig und stetig ist, flir den Punkt ri dagegen unstetig wird wie In — , 


da n 


1 * 
In — fur z = 7] stetig bleibt und — —.J^du^^^l ist, und es ist daher jetzt 

'' 6+ 


nur noch zu untersuchen, was das Integral flir die nicht dem Gebiet G angehorigen 
Punkte z von T" darstellt. 

Es nioge unter z ein auf der positiven oder negativen Seite des Schnittes 
gelegener, aber von den Punkten verschiedener Punkt verstanden und um 

ihn als Mittelpunkt eine Kreisflache abgegrenzt werden von so kleinem Eadius d, daB 
diese Flache weder einen Windungspunkt a noch den Punkt rj enthalt, und ihre 
Peripherie, ebenso wie die Peripherie jeder kleineren konzentrischen Kreisflache, mit 
dem Schnitte nur zwei Punkte gemeinsam hat, dagegen durch keinen Punkt 

eines der ubrigen Schnitte a, i, c, hindurchgeht. Dabei soli die Bezeichnung so 
gewahlt sein, daB ein den Punkt z' in positivem Sinne umkreisender Punkt an der 
Stelle von nach b~ libertritt. Beim Schnitte fiihre man nun an Stelle 
des Stlickes denjenigeu Kreisbogen welcher vom Punkte / durch das Schnitt- 

stuck getrennt ist, als neues Schnittstiick ein, bezeichne den so geanderten 

Schnitt b^ mit b^, die durch diese Schnittanderung aus T” hervorgehende neue Flache 


h Ygl, I-Lvktogs, F., Zur Tbeorie der analytisclien Funktionen mebrerer unabbangiger Veranderlicben, ins- 
besondere uber die Darstellung derselben durcb Beiben, 'vyelcbo nacb Potenzen eiiier Veranderlicben fortscbreiten. 
Matbemabiscbe Annalen 62 (1906), S. 1—88; S. 12. ■ 




Die zu iler uiisgf-z^-ieljr.eteu riiaraktr-ri'iik a-i! 


Fin 


mit T” imtl verstelie unter G da^jeiiigp Pimkt.L^eliiK. wpIcIip,- alle Puiikip dnr Flarlie T' 
mit Aiisnalime der am Sclinitte !>., seleLreiieii Punkte mid dn.s Fiiitkt^'S C' iimfaGt. Da.- 


mit der zu T" ffeliuricren Fimktiou 17 


imbildete Iiitein-al 




7Ii’‘'\fGi- linfert daiiii 


Wt'k.dic fiir itnleii 


fiir das Gebiet G eiue Fimktiou der kumplexen \ eriiu<leiiirlien 
von 7/ verscMedeneii Punkt z vou G einwertig uud stetigf ist. Da die.'es Inteigral aber, 
wie die Gleichuug sd.j zeigt, fiir jedeii Pimkt ^ des Pimktgebiete.s G. der niclit ziigltdeli 
dem durcli das Scliuittstiick upip uud das Kreisbogeusclinittstuck injii,. begreiizteii 


Flaclieustucke aus^ehort, deuselbeu Wert J, 


besitzt wie das urspruiiglidie idier dmi 


Schuitt & erstreckte Integral, uud jeder solclie Punkt 


so liefert es zugleich die stetige Fortsetzuug von <7^, 


aucdi dem Gebiete G augehOrt. 
^ als Fuuktiou der komplexeii 

Yeranderlichen z ilber das Scbuittstiick hinidier bis in jede Xillie des Kreisbogen- 
sclinittstuckes uud speziell fiir den am Scliuittstiick iipip gelegeneii Punkt ^ = z' 


den dieser stetigeu Fortsetzuug eutsprecheuden Wert 7. 


also 7. 


der Fimktiou 7, 


sodal 


durch die Gleicliuug: 


7„ 


-■ f F/hf 

TCt J o \z 


d III 


bestimmt ist. Scheidet man nun aus dem auf der recliten Seite dieser Gleicliuug 
steheudeu Integrale deujenigeu Tell aus, welcher sich auf das Ki-eisbogenschuittstuck 
bezieht, und beaclitet, dafi dieser ausgeschiedeue Teil mit gegeu Null konver- 
giereudem d selbst gegeu Null konvergiert, so erkenut man, da6 man die Grofie J^' ‘ 
auch durcli die Gleichimg; 


7 


= 0 { 


lim 

cS 




JT, 

(; \Z 


dui 


i r iihf 

XI J i! \ ^ 


dui 


definieren kanu, aber auch, da jedes der beideu bier auftretenden Integrale fur bm d = D 
uuabbaugig vou dem audereu konvergiei’t, den in der Tbeorie der bestimuiteu Integmle 
iiblicben Festsetzungen gemaB, durcb die Gleicbuug: 


7 


= / 77 

xzj (} \z 




du^. 


In abulicber Weise laBt sicb welter zeigeu, claB das urspridnglicbe, uber er¬ 
streckte Integral aucb in dem Falle, wo z einer der Punkte q^, r^, ist, den der 

p-E, n. 


13 
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stetigen Fortsetznng von 
sprechenden Wert dieser Fun 


als Funktion der komplexen Yeranderlichen s ent- 
ktion lieferi Man hat dabei nur zu beachten, daB die 

riz 


auf der rechten Seite der Glleichung (3.) stehende Funktion | als Funktion von g 

in je zwei zum Schnitte Oder zum Schnitte gehorigen entsprechenden Punkten 
denselben Wert besitzt, und dab daher der Wert des in Eede stehenden, auf einen 
Punkt ^ des G-ebietes G bezogenen Integrals durch eine stetige Deformation des Schnitt- 
systems an der gemeinsamen Mundungsstelle der Schnitte a„, c„ keine Anderung er- 
leidet, wenn nur bei dieser Deformation keiner dieser Schnitte bis zum Punkte s vor~ 
geschoben oder iiber diesen Punkt hintibergeschoben wird. 

Die bisherigen Untersuchungen haben ergeben, daJB durch die Gleichung: 


(!'•) 




T 

if 

bt 


dui 


eine in der Flache T" einwertige Funktion der komplexen Yeranderlichen s geliefert 
wird, welche fiir jeden von rj verschiedenen Punkt ^ von T" stetig ist, fur den 

Punkt rj dagegen unstetig wird wie In—. Was nun das Yerhalten der Funktion jJG 


langs der Begrenznng von T" betrifft, so sind, wie sich auf Grund der Gleichungen (2.) 


in sogleich anzugebender Weise ergibt, ihre, allgemein mit J 


Jo 

\v 


z 


zu bezeichnenden, 


( 2 '.) 


\n 
q\z 

n 

Q z 


— 2u'l 


_2 


T 

ifuidu^, 


r = l, 2, • 


r = 1,2, 1,^ + 1, 


Wertein je zwei entsprechenden Begreiizungspunkten ^ in der Weise verkniipft, daB 

langs 
langs &„{ 
langs 
langs c„{ 
langs 



ri 


z 

s 

II 

+ 

n 


z 

J, 

n 


Z 

II 

+ 

n 


z 

+ 

II 

s 

V 


Z 






V=l, 


271 i 


ist. Yon diesen Gleichungen entsteht die erste, zweite, vierte und funfte, indem man 

die entsprechende unter (2.) stehende Gleichung links und rechts mit — ^-du^^ multi- 

+ 

pliziert und alsdann, unter Beachtung der Gleichung — f du^^ = 1, uber 6+ in positiver 
Eichtung integriert. Zu der dritten Gleichung dagegen gelangt man auf folgende Weise. 




l!«| 


Die zu der au>ge7.ek-lineten Charakteristik g.-h'a-ij,-- n. r:. 

Zunachst eigibt sich uacli dem vorhei* uher die Defiiiitioii v<»ii J tipsuL^teii lur die 


Dififerenz der Weide 


■, J. 


YOU ill irwir'iid ZU' 


r'ei Zioii fcriiiiitre h irehuriireii 


eiitsprechenden Puukteu die CTleicdiiiim: 


mT 


J. 




= —luni 

f(n 

V|'- //j'l' 


■> ^ 

o 

II 

f \ 0 



r/ m; 




n\ 


//] 




lui 


Zu jedem bei dem ersten der beiden bier rechts steheudeii Iiitei^rale in Betracht 
koinmenden Piinkte g bat uiin das Puiiktepaar z'~^ z~ einc-* selclie Laire, dafi es zu dem 
von 'C bis sich erstreckenden, im Anfang dieses Artikels mit h” bezeichneteii Teile 
des Schnittes gehort; zu jedem bei dem zweiten Integrate in Betracht kommendeii 
Pnnkte g dagegen hat es eine solche Lage, dafi es zu dem von t„ bis ’Z sich erstrecken¬ 
den, iin Anfang mit 6^ bezeichneten Teile des Schnittes /e, uehdrt. Infoluedessen kann 


man die Differenz U 




n 




bei dem ersteu Intesrrale. auf (trund der vierten 


unter (2.) stehenden Gleichung, durch — —wy, bei dem zweiten Integrale, auf Grund 

der dritten unter (2.) stehenden Gleichung, durch — 2{uZ~ w^,^)-r Izii ersetzen. Man er- 
halt dann, wenn man zugleich noch zur Grenze ubergeht, die Gleichung: 


j: 


J. 


■ 

- Vi { f[~ -^)] + Jl- + 271 i ]dIII } 


und schliefilich, indem man die rechts vorgeschriebenen Integrationen ausfilhrt und die 
Relationen + Tii, beachtet, die gewunschte, das Yerhalten von 

langs des Schnittes charakterisierende Gleichung: 


J. 


n 


z 



+ 2w“ -j- 20-^^+ Tii. 


DaB diese Gleichung erhalten bleibt, -wenn der Punkt sich mit dem Punkte Oder 


dem Punkte deckt, erkennt man ohne M-uhe. 


In der Funktion Ji, 


besitzt man jetzt eine Funktion, die nur for 


einen Punkt der Flache T" logaiithmisch unendlicli wird, und damit eine Funktion von 
der zu Anfang dieses Artikels verlangten Art, bei der jedoch, uue die Gleichungen (2'.) 
zeigen, der Schnitt eine Ausnahmestellung einnimmt. Um diesen Nachteil zu be- 

seitigen, definiere man zur Flache T” eine neue Funktion, P\% durch die Gleichung: 


P 

0 


^=1 


T 

a—p /> I 

bt 


dui 


~r 

~ I u^dui 

)!Ci J ^ ^ 
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indem man beachtet, dab bei der Fiinktion ^ 7] eiuen ini Inneni der Flache T' ge- 


lesenen Punkt bezeichnet, und dab diese Funktion J„ 


fiir jeden von verscliiedenen 


Pankt der Flache T", also insliesondere aiich fiir jeden zu eineni Schnitte h gehorigen 


Punkt ^ = b' stetig ist. Die detinierte Funktion P 


ist eine in T" eiiiwertige Funktion 


der komplexen Veranderlichen s, welche fiir jeden von verschiedenen Punkt z der 
Flache T" stetig ist, fiir den Punkt ?/ dagegen unstetig wird me In sodab P 
sich fiir das Gebiet des Punktes darstellen labt durch eine Gleichung von der Form: 


(lo.) 


p 

0 


= In -h cf + -f- d^hl H-, 


77 -f 

woliei die c von z unabhangige GrOben bezeichnen, und deren, allgemein mit P ^ , P 

zu bezeichnenden, Werte in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten cP~ in der 
Weise verkniipft sind, dab 


( 2 ..) 


langs (^y\P 
langs {P 


ri 

b 


V 
0 F 


langs 


langs l,^lP 


= P 
0 

= p 
0 

= p 
0 

= p 
0 


'-hfu; -2u^l 

2Tti 
p ’ 

-}- 27ii 


I «v. 

p ^ p 


ist. Dabei vertritt 2Jc^ die durch die Gleichung: 


( 2 ;-) 


2 r 


-ni- a,. 




r = 1, 2, 


(t' = 1, 2, • • •, p) 


bestimmte Grobe; der Akzent an dem Summenzeichen soli andeuten, dab bei der 
Summation der Wert q = v ausgeschlossen ist. Man erkennt schlieblich aber aiich 


V=P ^ 

noch, unter Beachtung der Eelation ^ / dul = — pni, dab fiir die Funktion P 
Gleichung: 


die 


(3o.) 

besteht. 


sl(f 


— dul = 0 


bt 


Pie gewonnene Funktion P ^ , die zugleieh aucli, wie aus dem Fundamentalsatze 


folgt, durch die soeben genannten Eigenschaften voUstandig bestimmt ist, soil die zur Gharakte- 


Die zu der ausgezeiclineten Cjbarakrfri>tik gehurigon Fnnktion>-n. D#! 

ristih geliorigc. auf den Punld g s/ch hczlflasinlr, h'ni(tr ‘fthrt}}f'vli khi niUich iccrdemle 

Elementarfunlxtiou genauut iverdeu. 

Mit Rucksiclit auf die spiitereii Uutersuchuugeii soil jutzt nocli gezeigt werden, 
dafi die Gleicliungeu (2^.) und (Oq.) sicli so umformen lassen, dafi in ilinen nur norh 
Integrale, deren Integratiouswege Tollstaiidig vou deu Schnitten h^, losgelost 

sind, vorkommen. Zu dem Ende drilcke man die in den genaimten Cfleicliuugen stelien- 
den, auf die positiven Seiten der Schnitte h sich ]3eziehenden Integrale durcli Integrale 
aus, welche sicli auf die negativen Seiten dieser Sclniitte bezielien, iiidem man beaclitet, 
daB fur ^ = 1,2, kings = urd + ist, und daB die zweite unter (2o.'! auf- 

gestellte, auf den Schnitt 6,. (v=i,--,sich bezieliende Clleichung in die Form: 


■td 


P ^ 
0 




Ml 

p 


«vv 

p 


gebracht werdeii kann. Die Clleichuugen (2o.), (oq.) gehen dann zunachst uber in die 
Gleichungeu: 


a,,, 

^ Q = 1 0 = 1 




v = p r* 




Der Integrationsweg des in der ersten dieser beiden Gleichungen vorkommenden 
+ 

Integrals uldu’j^ (0=1,2, •••, r-i,v+i,..,p) fCilirt von einein Pimkte auf der negativen Seite 

bj 

des Schnittes zu dem entsprechenden Punkte auf der positiven Seite, wahrend der 


Integrationsweg des in der zweiten Gleichung vorkommenden Integrals 


dul 


(r = i, 2 , ..,i>) von einem Punkte auf der negativen Seite des Schnittes zu dem ent¬ 
sprechenden Punkte auf der positiven Seite fuhrt. Da aher das Integralelement u^du^^ (?+e 
fiir je zwei zum Schnitte gehdrige entsprechende Punkte g“, das Integralelement 

P ^ dul je zwei zum Schnitte gehorige entsprechende Punkte z- denselben 

Wert besitzt, so kommt fur keines der beiden in Eede stehenden Integrale der seinen 
Integrationsweg treffende Schnitt beziehungsweise in Betracht, und es konnen 
daher ihre Integrationswege auch als in sich zurucklaufende angesehen werden. Dem- 
entsprechend kann man die Integrationswege der samtlichen in den letzten beiden 
Gleichungen vorkommenden Integrale, ohne daB diese Integrale eine Wertanderung er- 
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leiden, diircli Deformation vollstaiidig you den Sclinitten I loslosen, wenn nur allgemein, 
also fur = die von dem Integrationswege nnd dem neuen Integratious- 

wege /?,. ])egrenzte Eingflache, von Teilen des Sclinittes abgesehen, keinen Teil eines 
der nocli ubrigen Schnitte a, h, c, I nnd aucli nicht den Punkt rj entbalt. Man gewinnt 
so sclilieBlich die mit den Gleicbungen (2^.), (oq.) aquivalenten Gleicbungen: 


+ 


p„'-] 

2/^,. = - - 
’ 7t'i 

; i ui dll), - 2 y'a,^ - ni - a,,, 

' p-i J 0=1 

(r = l,2,.--,p) 


-h 

^' — P/ 07. n \ 


[3o-] 

2 fP 

l^v 




wenn man noch bei der Linie jS,. iv=i, 2 , ■■■,?) als die positive Eichtung des Durchlaufens 
diejenige ansieht, welclie zu der ins Inuere der eben erwalinten Eingflache gerichteten 
IsTormalen so liegt, wie die positive Eichtung der Ei-Achse zur positiven Eichtung der 
X-Achse. 


5. 

Es sollen jetzt die einfachsten zur Charakteristik gehorigen, nur alge- 

braisch unendlich werdenden Funktionen W aufgestellt und naher untersucht werden. 
Zu dem Ende verstehe man unter a wieder eine Zahl aus der Eeihe 1, 2, • • •, s, 
unter m eine Zahl aus der Eeihe 1, 2, bezeichne den a*®'" der s Punkte 

00 • • •, 00 ^, • • •, a,., fii, • • •, Si auch hier wieder mit rj. Der Fundamentalsatz liefert 

danii zu der Charakteristik (J ^' J) eine, die willkurliche additive Konstante c enthaltende, 
Funktion W, die in der Flache T" nur fiir den Punkt rj unstetig wird wie wenn 

man = 1 setzt, alien ubrigen s + H-+ m, — 1 DroBen 2 dagegen so wie den 

p GroBen • • •, den Wert Null zulegt. Die so gewonnene spezielle Funktion W 
bezeichne man nun, die Bestimmung der additiven Konstante c sich vorbehaltend, mit 

Py , die bei ihr an Stelle der GroBe stehende GroBe mit Fur das Gebiet des 

m\S ^ nj ’ 

Punktes tj laBt sich dann diese Funktion darstelien durch eine Gleichung von der Form: 




p 


— „m + Offo -f Og-i ^ -f -f 


(m) , 




wobei die von ^ unabhangige GroBen bezeichnen. Zugleich sind die Werte der 
Funktion P ^ in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten in der Weise ver- 

kntipft, daB 




Die zu der ausgezeiclinoteri Cliarakteristik gehoricreii Fuiiktionen. 
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(2..) 


ist. Die in P 


langs cbJ^P 
liings &,.{P 
langs c,[P 


langs h\P 


F 

ill 

P 

jfi 

P 

7/4 

P 


j_ ^C',) 

« yJj j 




a'= 1,2, 


enthaltene, bis jetzt noch willkuiiiclie additive Konstante c bestimme 
man nun scblieBlicb dadurcb, daB man fur die Puuktiou das Besteben der Gleichungi 


(3..) 


fordert. 



dul 


0 


Pie so vollstcindig hestimmte Funktion P 

^ in 


V 


soil die zur Gliarakteristik ^ J) gelwrige, 


mif den Punkt tj sicJi hezieliende, von der Ordnung m algehraisch iinemlliclt icerdende Ele- 
mentarfunktion genannt werdenP) 

Durch dasselbe Yerfaliren, welches im vorhergehenden Artikel zur Umformung 
der Gleichungen (2q.), (Sq.) benutzt wurde, laBt sich auch die Grieichung (3;„.) so um- 
formen, daB in ihr nur noch Integrale, deren Integrationswege vollstandig von den 
Schnitten •••, losgelost sind, vorkommen. Zu dem Ende gebe man ihr mit 

Hilfe der zweiten unter (2,^.) aufgestellten Grieichung zunachst die Gestalt: 


v=l €/ ^ ^ y=l 


und filhre dann die Integrationswege der in dieser Gleichung vorkommenden Integrale, 
indem man beachtet, daB das Integralelement P ^ dul (>'=1.2, fur je zwei zum Schnitte 

gehOrige entsprechende Punkte z~ denselben Wert besitzt, durch Deformation in 
Integrationswege /?i, • • •, (Sp von der im vorhergehenden Artikel charakterisierten 

Art ilber. Man erhalt so schlieBlich die mit der Gleichung (S^.) aquivalente Gleichung: 


p™.] 


V=:p 

r = 1 



n 

z 


v=p 


dul -\-ni^ = 0 , 

r = l 


wenn man noch bei der Linie (3^ --.j)) die positive Eichtung des Durchlaufens in 

der am Ende des vorhergehenden Artikels angegebenen Weise definiert. 


') Riemann, B., Tbeorie der Abelsclien Funktionen. I, Art. 4. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 88—144; S. 106.) 
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Vierter Abschintt. 


Die p bei der Fiiiiktioii F anftreteiiden Koiistanteu 53^''^ . = 1 , i’,lasseii sicli 

durcli die Werte, welcbe die nach genommeiieii Derivierteii der 2 ^ Elenientar- 
funktiouea u fur den Piiukt ij besitzeii, ausdriickeu. Um diese Ausdriicke zu erlialten, 

bezielie man die Fnndamentalformel fFo.) auf die Elemeiitarfiinktionen P , a, l^L 

lasse also in der Formel (F..), nacdidem man bei ihr den Summationsbuclistaben o, um 
Verwechslungen mit der oben eingefuhrteu festen Zahl a vorzuljeugen, durch r ersetzt 
und zur Darstellung der Fuuktion ‘U,\s\ filr das Gebiet des Punktes tj die Gleicliuug 

1 


= Cao -f + ••••, bei der c^o = k\v\: c, 


a/.i 




= 1,2,3,-.-, ist, aufge- 


stellt hat, an Stelle der darin vorkommenden Koustaiiten der Fuuktioiien W, W die ent- 


sprechenden Konstanten der Funktiouen P 
G-leichung: 

^ (- = 0 


treten. Man erhalt so zunachst die 


und weiter dann, indem man die Summation nach v ausfuhrt und durch den ihm 
auf G-rund der soeben fiir aufgestellten Gleichung entsprechenden Wert ersetzt, die 
ftir q = 1,2, geltende Beziehung: 


71 i 

m s 


27ti 




<ru,\th _ 
dt':; Jo 


Ersetzt man nun noch den Buchstaben q in neuer Bezeichnung durch r, so erhalt man 
die Gleichungen: 


(4m •) 



2 

(jn-1)! V d^ Jo’ 


r=l,2, 


und schlieBlich, indem man unter Beachtung der in Art. 3 des ersten Abschnittes ge- 
machten Festsetzungen in bezug auf den Punkt r], insoferne dieser entweder einer der 
Punkte £ 1 , • • •, Si oder einer der Punkte • • •, a,, oder endlich einer der Punkte 
•' A ^5 sein kann, drei Falle unterscheidet, die Gleichungen: 


33« = - 

7ll ^ 

2 

[d^uM\ 

{m — 1)! 

II 


2 


— 

m 

(w — 1)! * 

\ dC Jo’ 

^(«) _ _ 

2 


7a ' 

(«i — 1)! 

V dC A* 


■j-= 1 , 2 , - • -, p. 


Die zii dei ausgezeiclineten C harakteristik geliorigea Funktiuneii. 


Iu5 


6 . 

Es soil jetzt gezeigt werden, da 6 die allgemeinste ziir Charakteristik Q 

gehorige Funktion TF von der iiii Fundauientalsatze bescliriebeuen Art sich aiis den in 
den vorbergehenden Artikeln definierten Elementarfunktionen linear ziisaniinensetzen 
laBt. Zn dem Ende bezeicbiie man die s Punkte cc,^, in 

der vorliegendeii Keibenfolge mit • • •, //.,, die zu ibnen bezieliungsweise geburigen 
Gri’oBen • • •, 4 , der in Art. 3 des ersten Abscbnitts gemacbten Festsetzung entspre- 

fr = .? 

cbend, mit • • •, bilde alsdanu mit Hilfe von s der Bedingung y = 0 geniigenden 

(7=1 

Konstaiiten Si,--*, S,, der 7 % H- tw., beliebigeu Konstanten a=i, 2 ,.der 

2 J beliebigen Konstanten Sti,---, sowie der willktirlicben Konstante C die Funktion: 






‘ 9=1 


and untersucbe, wie diese Funktion W( 0 ) sicb in der Flacbe T" verbalt. 

Unter Beacbtung des Verbaltens der in dem Ausdrucke filr W(2') vorkommenden 
Elementarfunktionen erkennt man nun, daB W{/) eine in der Flacbe T" einwertige 
Funktion der komplexen Yeranderlicben s ist, die fur jeden von den Punkten 7 / 1 , • • •, 7 ^^ 
verscbiedenen Punkt s der Flacbe T" stetig ist, fur den Punkt ?]„ (ff= 1 . 2 ,•■.,«) dagegen in 
derselben Weise unstetig wird wie die Funktion: 



'Va 


sodaB also die Differenz W(0) - fur den Punkt stetig bleibt, und deren Werte 

in je zwei entsprecbenden Begrenzungspunkten in der Weise verknilpft sind, daB 

langs [ W(^y = TF {^y + 31,., 

langs { TF((e!)'*'= TF(^)''F 93,,, r=i, 2 , 

^ ^ langs c,, { W (^y = TF {i)~, 

langs iyW{i)^ = W[yi~ 0 = 1 , 2 , 


ist, wobei der Wert der Konstante wenn man nocb zur Erzielung einer einbeitlicben 
Scbreibweise die GroBe - 2^;^ - ^ ^ mit bezeicbnet, durcb die Gleicbung: 


(7=1 9 

gebefert wird. Die Funktion W^(y) stellt daber eine zur Cbarakteiistik geborige 


14 


P-E, II. 
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Tierter Absclmitt. 


Fuiiktioii IT" von der im Fundamentalsatze besclirieb'eiien Art clar, unci zwar die all- 
gemeinste cleraiiige Fiinktiou TF, da die ilir znkommeiiden -r + • • • A in deii 

Funktionen f,, und den Gleiclinngeu fS.) aiiftreteudeii Konstauten 3(, 2 uul)estimmte, 

a = s 

nur der Bedingmig ^ S,,. = 0 nnterworfene GroBeu siiid, und sie auBerdem noch die 

(T = 1 

willkurliclie additive Konstante C euthalt. Damit ist aber bewiesen, daB jede zur 
Charakteristik V i) geliorige Funktiou TF von der im Fundamentalsatze beschriebenen 

Art sicli aus den definierten Eleinentarfunktioneu linear zusammensetzen laBt, Oder, 
was dasselbe, daB man aus clem Ausclrucke: 




na 


J_U Q p 


Va 




die samtlicben zur Charakteristik .J) gehorigen Funktionen W erhalt, und zwar jede 

nur einmal, w^enii man clarin an Stelle des von den Konstauten 2, und der Koii- 
stante C gebikleten Systems von ^ + • • • + + s + 1 Konstauten ein jecles die 

a — & 

Gleichung ^2^ = 0 nicht verletzende System von + • • • + + s-1-1 Werten 

a— 1 


treten laBt. 

In ahnlicher Weise, wie es in Art. 4 des zweiten Abschnittes an der ent- 
sprechenclen Stelle geschehen ist, kann man jetzt hier den Begriff der Elementarfunktion 
von den ihm noch anhaftenden Beschrankungen befreien und damit zugleich den Begriff 

der allgemeinsten zur Charakteristik (J ^' J) gehOrigen Funktion W erweitern. 


Zunachst erkennt man, claB eine Funktion W, fiir welche die zu den Schnitten 
beziehnngsweise gehorigen Konstanten 2o-^, 2a„, • • •, 2^^ mit der Kull zu- 
sammenfallen und dementsprechend langs eines jeclen dieser ^ Schnitte I die Gleichung 
W^= W~ besteht, anch noch in der aus T" durch Aufhebung der ^ Schnitte I hervor- 
gehenden Flache einwertig ist, und daB daher, wenn diese Funktion IF fiir sich allein 
betrachtet wird, die Schnitte • • *, als tiberflussig weggelassen werden konnen. 

Was speziell die in Art. 2 definierte allenthalben endliche Elementarfunktion (c=i. 2 ,---,p) 
und die in Art. 5 definierte algebraisch unendlich werdende Elementarfunktion P ^ 


betrifft, so sind diese, da bei jeder von ihnen 2i= 22 = • • • = 2^= 0 ist, schon in der 
Flache T' einwertig. Die in Art. 4 definierte, nicht zu den Funktionen IF gehorige. 


logarithmisch unendlich werdende Elementarfunktion 


P 

a 


ist clagegeu nicht in der 


Flache T einwertig, wohl aber in einer, auch bei der Definition von P 


zu Grunde 






Die zu der ausgezeicTineteu Cbarakteristik gehfirigen Fimktionen. 
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gelegt'Gn, Flache, wgIcIi© aus T diircli ZieliGii iiur einGs, deii der S»‘itG von Cp 

iind der negativen Seite von genieinsani augeliurigen Punkt iiiit deui Pimkte r^ ver- 
biudenden, Schnittes hervorgeht. 

Man erkennt weiter aber aucb., daB man bei Zugrundelegiing der ur.spruujxlich.eii 
Flache T zu jedem im Innern von T' gelegeneu Punkt 7 ; eine Elementarfunktioii F , 

' ?/< Z 

einerlei welche positive ganze Zahl unter ui verstanden wird, in der friiher angegebenen 
Weise definieren kann — die Elementarfunktion P ist ia schon gleich liei Hirer Eiii- 

filhrung aiif eineu beliebigen iin Innern von T' gelegenen Punkt 7 ] bezogen worden — 

und es handelt sich jetzt schlieBlich noch darum, auch zu irgend einem Punkte 7;, ivelcher 

der Begrenziiug voii T' aiigehort, also an einem oder an zweien der Schnitte a, h, c 

liegt, Elementarfunktionen P ^ , P zu definieren. 

Es sei also rj ein der Begrenziing von T angehoriger Punkt. Man fuhre dann, 

nachdem man noch in dem Falle, wo es sich urn die Definition von pY‘ handelt, den 

01" 

der positiven Seite von Cp und der negativen Seite von c\ gemeinsain angehbrigen 
Punkt mit dem Punkte rj durch einen Schnitt l,^ verbunden hat, am Schnittsvstem beim 
Punkte Tj, ohne jedoch den Charakter des Schnittsystems zu andern und ohne einen 
Schnitt fiber den Punkt rj hinfiberzuschieben, eine solche Deformation aus, daB der 
Punkt 7] an keinem der Schnitte a, b, c mehr liegt. Durch diese Deformation geht 
dann aus dem Schnittsystem ein neues Schnittsystem hervor, das an Stelle des kleinen 
der Deformation unterzogenen Teiles des urspriinglichen Schnittsystems einen davon 
verschiedenen Teil 4 euthalt, sich im fibrigen jedoch mit dem ursprfinglichen voll- 
standig deckt, und es geht zugleich damit aus der ursprfinglichen Flache T eine neue 
Flache T hervor, ffir w^elche der Punkt 7 } ein im Innern gelegener Punkt ist. Unter 
Zugrundelegiing dieser neuen Flache T bestimme man jetzt zu dem Punkte 7 ] Elementar- 

in der vorher angegebenen Weise und kehre endlich, indem man 


■n 

, A 


Z 

’ m I 

z 


funktionen P 
0 I 

diese Funktionen mit Hilfe der Uleichungen (2o.), (2„,.) auf die im ersten Teile, in Art. 3 
des ffinften Abschnitts, angegebene Weise fiber den Schnitteil U hinfiber in das von Z 
und begrenzte Gebiet als Funktionen von stetig fortsetzt, zur ursprfinglichen 
Flache T zurfick. Die so ffir die ursprungliche Flache T gewonnenen Funktionen 
sollen dann als die zum Punkte t] der Begrenzung von T' gehorigen Elementar¬ 
funktionen P , P"^ angesehen werden, da sie, wie aus ihrer Entstehung hervorgeht, 

Q Z ’ m Z ^ 

im wesentlichen dieselben Eigenschaften besitzen, wie die zu einem im Innern von T 

DaB man zu dem Be- 

erhalt, welche von 


gelegenen Punkt t] gehorigen Elementarfunktionen P 
grenzungspunkte tj immer dieselben Elementarfunktionen P 


PF' 

m Z 


14 * 
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den ziilassigen neiieii Flnclien T' man aiicli fiir ihre Bildung beniitzeii mag, zeigt ein 
Blick aiif die Gleichnngen [2o.], [oq.], 

Naclidem so der Begriff der Elementarfunktioii yon den ilim zii Anfang nocdi 
anliaftenden Beschrankungen befreit worden ist, kann man jetzt aiich den Begriff der 

allgemeinsten zii der Charakteristik geliorigen Fimktion TF in der Weise er- 

weitern, daff man in clem vorher fiir W genommeneii Ausdrucke: 






+ 


I ^am 


P 

o in„ 


' fj = 1 


bei dem Vs <3.ie s = q r 1 Punkte • • •, oo^, a^, • • •, a^, e^, • • •, beziehungs- 

weise vertreten, f, • • •, iml^estimmte positive ganze Zahlen bezeicbnen imd die 

a = s 

Konstanten S, SC, G nnr der Gleichung = 0 zn geniigen haben, nnter Si,-*-, 

(T= 1 

t von den Punkten oo, a verschiedene beliebige Punkte der Flacbe T versteht, die also 
teilweise oder anch alle an der Begrenzung der Flache T' liegen konnen, wenn nnr 
diese Punkte als Punkte der Flache T betrachtet getrennt liegen. Zugleich kommen, 
wenn es sich nm die Fnnktion W( 0 ) allein handelt, nur so viele Linien 1,^ in Betracht, 
als es nnter den GrbBen • • •, von Null verschiedene gibt, oder, was dasselbe, nnr 

so viele Linien als in dem Ausdrucke fiir Funktionen wirklich vorkommen, 

und es sind diese Linien L, die zu den einzelnen Funktionen PG im Eahmen der vor- 

her genaimten Bedingung willkiirlich gezogen werden konnen, wenn sie bei der 
Fnnktion TF(^) zusammen anftreten, nnr noch der Bedingung zn unterwerfen, daB sie 
getrennt verlaiifen. Die aus der Flache T' durch Einfiihrung der fiir die Fnnktion kP’(-s') 
in Betracht kommenden Linien I entstandene Flache, in der die Fnnktion W[i) einwertig 
ist, soli wieder T" genannt werden, und es kann danii der fiir die friihere Flache T" 
mit Kiicksicht anf die Darstellung der Fnnktion W{z) durch Potenzreihen anfgestellte 
Begriff* des Gebietes eines Pnnktes sofort anf diese neue Flache T" iibertragen werden. 


7 . 

Fiir die folgenden Untersnchnngen lege man wieder die urspriingliche Flache T" 
zu Grunde, bezeichne die s Punkte 00 ^, • • •, 00 ^, a^, • • *, a^, • • •, £j in der vorliegenden 

Eeihenfolge mit • • •, und bilde zur Flache T" mit Hilfe von irgend welchen Kon¬ 
stanten C, SC, G, £, SC, G die Fimktionen: 

9 = 1 




+ SffiP 


+ • * • + Sfl 


p 

mg 



Die zu der ausgezeichneten Charakteristik geliorieen Fiinkti* 


lOU 


+s,„p 

(T=l ^ 1) I 1 


Q ]> 

via 


. »=p — _ 

I) -r- C. 


Fur das Gubiet des in der Figur 17 auf Seite 154 des ersten Teiies niit cF. be- 
zeicbneteii Piinktes ((t=i, «, ■••,«) besteheu dann, bei Yerwendiinf^ der ini ersten Teile 
ausschlieBlich benutzten einheitlichen Bezeicliniiugsweise, die Darstelluniren: 


(R.) 


i2(a) = 8„luf+ 5 i; + !2 + ..,+ 

i2(^)-2„inr + £:2 + !p + ...+ 


S 


m-a ' d(jo "F G2 ~o 


+ + Ca„Z~ 


I » 


C — 




a '■^cT 


wobei fiir g = 1 ,2, - q z„ = z fiir g ^ q + l, q-^2, ■ ■s ist, nnd die 

c, c von s iinabbangige GroBen bezeichnen. Was dagegen das Yerhalten der Funktionen 
/2 = J^2(^), £l = £l{z) langs der Scbuitte a, h,c,l betrifft', so ist 


(S.) 


p 

£+_i2-- — 

P ’ 

iQ'^= i2“4- 27tiQ(j, 


f=i, 


ff = 1,2, ■ ■ J, 


langs a^{S2'^= i 2 “+ 21 ,„ i 2 += 22 "+ 2 I„ 

langs Z>^{i24= 33 ^,^ ^+= 33,, 

langs c„{i 2 += 22 "- 
langs l„ { 22 '^= 22 "+ 27i^Scy, 
wobei zur Abktirzung 

a — i _ (7 = 3 — 

® = ^S„ @-^2„ 

(T = l cr=l 

gesetzt ist, und die Werte der Konstanten 23„ 33,, wenn man noch zur Erzielung einer 
einheitlichen Schreibweise die GroBe - 2ul - ^ wieder mit bezeichnet, durcli 
die Gleichungen: 

s,. - ’2 (S„ ssi-c> + s„ + • • • + B™, + 4 

S. = (2, m + 2„ + • • • + 5,„, 1?^) + 4 

(7 = 1 ^ ^ Q = ^ 


geliefert werden. In dem besonderen Falle, wo die Konstanten Q, S den Bedingungen 
‘'^2a=0, genugen, oder, was dasselbe, die GroBen ©, @ beide den Wert Kull 

haben, siud i2(«), 12(«) zwei zur Charakteristik (j”; J gehorige Funktionen W. 

Man betrachte nun das uber die Begi’enzung der schon im ersten Teile, in 
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Art. 5 des sechsten Ahschiiittes, beniitzten einfach ziisammeiihangencleii Flache iu 

"h 

cler, durctL die Pfeile markierten, positiven Eiclitiiiig erstreckte Integral j* 11 ~dz. 

Dieses Integral besitzt den Wert Null, da die hinter dem Integralzeichen stehende 

Funktion der komplexen Veranderlichen s fur jeden Punkt der Flache P* ein- 

wertig und stetig ist, mid es besteht daher die Gleichuiig: 

Zerlegt man nun das auf der linken Seite dieser Gleicliung stehende Integral in die 
den einzelnen Stticken der Begrenziing 91 entsiDrechenden Teile und bezeichnet den 
Komplex der auf die Schnitte a, b, c, I' sich beziehenden Integrale, nachdem man zuvor 
noch bei jeclem dieser Schnitte die auf die positive und die auf die negative Seite des- 
selben sich beziehenden Integrale in der in dem eben genannten Artikel beschriebenen 
Weise vereinigt hat, mit den Komplex der auf die Kreislinien k' sich beziehenden 
Integrale mit Jo, so kann man die vorstehende Gleichung durch die Gleichungen; 


Jx + J,= 



ersetzen. 

Um die mit Jj bezeichnete Integralsumme, bei der = clz, dll~ = 

CtZ Gj z 

ist, auszuwerten, beachte man, claB fiir ?/ == 1, 2, • • •, u = 1, 2, • • •, s: 


langs [iQ'^d^l'^ = i2 dl2 + , 

langs h„ = 12~cll2~ -{- -f- ~ (Bll~dul -f ^ (Bul7dl2'^, 

langs c „- Si-dU- - ^ (BdH*, 
langs Ty^[12'^dS2'^ = 12~dl2~ + 27iiQy_^dl2'^ 

ist, und reduziere mit Hilfe dieser Eelationen die zwischen den geschweiffcen Klammern 
stehenden Ausdriicke. Man erhalt dann fiir J^ zunachst die Gleichung: 



V=p ( p — 

= ^{3t.Jdi2+ + 



2 5t4 





+ 


f + i@ A ff 

r = le/ ^ r = lt/ a = l tJ 

K K ‘4 


dll'^ 




Die zu der ai3>gezeiehneten Charafcteristik ireliuriLa-n Fuuktiunen. 


Ill 


und sclilieBlicli, indem man die mit Hilfe der Pielationeii Sj sicli ergel >eiideii Glei- 
cliiin 2 :en: 


T 

JdH* - 4,. - i2„. - I ® «f‘ + S.: 


•T 

Jem- = 4. - A, 3t.,, 


I 

Jm- = - i2, - -1 g - 3t,. - s., - 




H 

/ 

r + 




— bei denen tti. den der Linie h' und der neuativen Seite des Schnittes L , :r den 
der Linie hj und der positiven Seite des Schnittes gemeinsam angehorigen Punkt 
der Begrenzung 3t von T* bezeichnet (s. Fig. 19 auf S. 1S7 des ersten Teiles) und die 
fur v=p, a = s auftretenden Zeichen als gleichbedeutend mit den Zeichen 

li, fj beziehungsweise anzu>sehen sind — benutzt und beachtet, daB 

+ + + 

J" 12“ dul = y*12+ dtt; ~ — itjdul — du\. 

K h 

Qd2cl -t- y +7ti) + 

+ 4" "F ^ ^ 

I ul~dS2^ = J iCdS2'^ - a,^J f^l2+ = wpA, — —J - ^wj 


T 

— J. 

bt 


ist, die Gleichung: 

J, = {3C,».. - S8,S„ + J (®a,-©i,.) <-) - 2jr= @® 


6“ 

V 

+ 

12 d ifl 


v= 1 


r = l ’' = !?! 

+ °2 2.. (K + + 2J -2ni 2 K 
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Was claim weiter die mit Jo liezeiclinete iDtegralsimmie betrifft, so hilngt dereii 
Wert ausschlieBlich von dem durcli die Gleichungen (R.) charakterisierten Yerhalteii der 
Funktionen 11, SI filr die Puukte //i, • • ij, ab. Nun verhalten sick aber die Funk- 
tioneu 12, 12 fur den Punkt 7}'„ (^7= 1 , 2 ,•• ,,<) genan so wie die im ersten Teile, in Art. 1 des 
siebenten Absclinittes, anfgestellten Funktionen TF, IF, und es bleiben daber die dort znr 
Auswertung der anf die Funktionen TF, W sick beziekenden Integralsuinme Jo durck- 
gefukrten Untersuckungen ricktig, wenn man darin allentkalben die Buckstaben TF, W 
durck die Buckstaben 12, S2 beziekungsweise ersetzt. Deinentsprechend ergibt sick fiir 
die kier vorliegende Integralsumine Jg die Gleichung: 


J, - - -2^1= S.c.o) - ^ 

-- -- -^ (T= 1 // = 1 


(r = l 


0 = 1 


Die so fiir J^, Jg gewonnenen Ausdriicke trage man nun in die Gleicknng 
Ji + J 2 = 0 ein. Man erkalt dann sckliefilick die Formel; 


(f;.) 


J£2 cl£2^ S„2(„ + j @2t,) mJ-) - 2n=@ @ 

^ »' = ! 

+ + 

— r = p ^ ^ — 

/ Slclul —^ 

SP ..iJ P 

V V 

+ 4^1 ^ A (8.. + .. + •■■ + 8..) 

a — 1 <7 = 1 

0 " = ^ _ a!=s fi = m(j _ 

- 27tZ^ (2J„0- S„C„o) -Ini ^ 2 ~ = 0. 


< 7=1 


In dem sckon vorker erwaknten besonderen Falle, wo die GroBen © beide den Wert 
Null kaben und deinentsprechend S2, S2 zwei znr Charakteristik (J ^ J) gekorige Funk¬ 
tionen W sind, reduziert sick diese Formel auf die in Art. 1 dieses Abscknittes auf- 
gestellte Formel (F^.). 

Das in der Formel (Fg.) vorkommende Aggregat: 

J” f£2dul-^SS f^dul 

= l ^ v = l J ^ v = l fJ 

6+ 6+ 

P V 

lafit sick, indem man darin an Stelle der Funktionen S2, S2 die iknen entsprechenden 
Ausdrticke einsetzt und die Gleickungen (2^), (Bq.), (3„j.) von Art. 4, k berucksicktigt, in 
den Ausdruck: 

4 A {(@St.-@a.)(2*,-a„)j- 2n=@@ - 2jii(C@ - C@) 

^ r = l 


Die zu der ausgezeichneten Charakteristik gf-liurigen Furiktioii.-n, 


n;; 


ilberfiiliiGn, \\obei 2/i/,. (> 1,2,•••,7/) clie bGi der Definition von 1 ' eiiinofulirte, der Dlei- 

chnng [ig.] zufolge von der Lage des Puuktes p,, = in i er Flilclie T unabbaugig** 

GidBe bezeicbnet. Damns tolgt aber. dafi das genaiinte Aggregat iind dauiit aiich die 
Foiinel (Fo.) von der Lage des Punktes p,, ( 1 = 1 , 2 ,in der Flilclie T vollstiiudig un- 
abliangig ist. 

Die Formel (Fg.) laBt sick ohne weiteres auf den Fall ilbeidragen, wo die in 
dem Puuktsysteme ( 7 / 1 , • • = (ooj, • •co,^, «i, • • •, a,., • • •, fg vorkoinmenden Punkte 

fj, •••, Bt teilweise oder aucli samtlich Punkte der Begrenzung von T' sind, wenii nnr 
diese Punkte als Punkte der Flilche T betrachtet getrennt liegen. Urn dieses einzusehen, 
ftibre man zunachst am Scbnittsysteni bei jedem der Begrenzung von T' angeliOrigen 
Punkte 7 ], ohne jedoch den Cliarakter des Schnittsystems zii iindern, eine solclie Deformation 
aus, daB kein Pnnkt ?/ niehr an eineni der Sclinitte a, h, c liegt, und setze gleichzeitig 
die Funktionen diesen Deformationen folgend, mit Hilfe der ihr Yerhalten 

an den Querschnitten charakterisierenden Gleichungen (S.) auf die im ersten Teile. in 
Art. 3 des funften Abschnittes, angegebeue Weise, unter Beaclitung der Gleichungen pQ.], 
[So-], [^.], als Funktionen von ^ stetig fort. Da nun filr die so geiinderten Funktionen 
i2(^), S2{z), ’welclie zu der aus der ursprunglichen Flache T' durch die gemachteu 
Deformationen entstandenen, die Punkte i][, • • •, als innere Punkte enthaltenden neuen 
Flache T' gehoren, ohne weiteres die Fundamentalformel (Fg.) gilt, und die in dieser 
Formel anftretenden Konstanten, wie die Gleichungen pQ.], [3o.], [3,„.] zeigen, von 
den bei den ursprunglichen Funktionen Sl{z) vorkoinmenden entsprechenden Kon¬ 
stanten nicht verschieden sind, so gilt die Formel (Fg.) aucli fur die ursprunglichen 
Funktionen i2(^), £l(d). 

Es sollen jetzt mit Hilfe der Formel (Fg.) gewisse zwischen den Elementarfunk- 
tionen P, P bestehende Beziehnngen abgeleitet werden. Man verstehe zu dem Ende 
unter g^, cTo irgeud zwei voneinancler verschiedene Zahlen aus der Keihe 1, 2, • • •, s, be- 
zeichne den up’"Pnnkt des Punktsystems (t/^, • • •, tjQ = (oo^, • • •, 00 ^, • • •, a,., • • •, e^) mit 7 ii, 

den up"" mit 7/2 und beachte, daB die auf diese Punkte tj. sich beziehenden Elementar- 
funktionen P, P sich filr das Gebiet des Punktes durch Gleichungen von der Form: 


P-B, 11 . 


In y + 2,. + < + ••••> 

"Hi. 




■'aj_0 


+C*> 


,(0 0-2) 


Jm fTj) I (T.) - I /iC"* c;2 i. . . .. 


15 
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P 

0 

P 


P 

0 


fur das Grebiet des Punktes % da^egeu durch Gleicbungen vou der Form: 

2,;, + <?’ 2; + ■•••, 

2 ,,„ + 4 , + ■■■: 

■ 111 i 2,,,^ + 


p 


darstelleiL lassen, wobei die c vou 2 uuabbaugige GrbBen bezeiclinen. Aus der Formel 
(F 3 .) erbalt man dann, unter Benutzuug der Pelationeu (Sq.), (3^.)’ 


I-) 

II.) 

HI.) 

IT.) 

V-) 


fiir 12 = P 

Vi 

, a-=p 

’ll 

0 


’ 71 

z 

fur 12 = P 


II 

iq 

’ll 

m 

z 


z 

filr S2 = P 

Vi 

, l2 = P 

Vi 

0 

z 

’ 0 


II 

Vi 

II 

iq 

Vi 

0 

z 

71 

z 

fur S2 = P 

■’ll 

, ^=P 

Vi 

7!l 

z 

’ 71 



die Gleicbung: 


_ flnOy) 

die Gleicbung: 


— 419 

''^^aym 5 

die Gleicbung: 

/l (0 Oy) 

_ AOffi) . 

die Gleicbung: 


_ 

die Gleicbung: 




wobei in der unter III.) stehenden Gleichung das XDOsitive oder negative Zeichen zu 
nehmen ist, je nachdem die Schnitte c, bei einein negativen Umlauf um in der 

Eeibeiifolge c^, • • •, oder in der Reihenfolge c^, • • •, c^, 1 ,^^ uberscliritten werden. 

Ersetzt man jetzt in den gewonnenen Gleicbungen die Grofien c durcb die ibnen auf 
Grund der in Art. 3 des ersten Abscbnittes gemacbten Festsetzungen entsprecbenden 
Ausdriicke, so ergeben sicb die gewiinscbten Beziebungeii: 


(I-) 

(II.) 

(in.) 

(lY.) 

(V) 


1 / d^ 

-T pl 

Vi 


ln-1) 

==rp| 

’ll 1 

-VI 

1 

(_ 




\_n 1 

^ 1 


^ / 

'JLrp 

Vi 

-ill 

1 


(dp^ rpi’ll 

{n — 1 )! \ 

4S',l Lm 


k;:J/o 

(m— 

-1)! 

In 1 ^ 


£?,])»’ 


P 

’ll 

= P 

’1-1 

0 

Vi 

0 

’ll 


+ m, 


(n 


J;_ (JL- P 

- 1 )! Ur 


>h 0 

/ d^ 


I 


F 

n >1, 


(n 


p ’Ji \ ^ _ P ) 

^ /o {m~l)\\drt[n t Jo’ 




Die zu dor ausgezeichnoteu Charakteiistik creliHri^-en Funkti-iii- n. 




wobei iu clei unter (Hl.j stehendon Gleicliung dus [»ositivt* oder iii'gsitivp Zoirlioii zu 
iiebmen ist, je naclidein die Schnitte c, liei eineni negativeii L'liilaiif iiiii in der 

Reihenfolge c^, • • •, c^, oder in derlieilientolge • • •, c^,. J, , Z,^ iiherscliritteii wenleii. 

Nacli dein vorlier Bemerkten gelten die Formeln =1. — A’.* fiir iru^t'inl zwei Piiiikte 
Vi’ V -2 Plciclie T ; iiur miissen diese Punkte t].,. weiin sie beide dcT Beirreiiziiiig’ 
von T angetioren, als Punkte der Flaclie T lietraclitet getreniit liegmi. Fiir die 
Formeln (L), (11.) kommt in der Flaclie T' nur eiii einziger, den der pu.sitiveii Seite 
von Cp imd der negativen Seite von gemeinsam angehorigen Piinkt mit dein Pnnkte 
verbindender Scbnitt in Betracbt; fiir die Formeln (ULu 'lAbi, (V.; dagegen muB der 
genannte Punkt sowobl mit dem Punkte durch einen Scbnitt Z,.^ wie mit dem 
Punkte ?/2 durcb emen Scbnitt Z,,„ verbunden sein. 

Die Formeln (I.)—(V.) entsprecben genau deii in Art. 5 des zweiten Abscbnittes 


fur die zu irgend zwei reziproken gewobnlicben Cbarakteristiken beziebnngs- 

weise gebdrigen Elementarfunktionen P, P, P, P abgeleiteten Formeln flLj—f'VI.), inso- 
feme die bier zu Grunde begende ausgezeicbnete Charakteristik (J ' J) zu sicb selbst 


reziprok ist. Auf dieselbe Weise, wie in dem genannten Artikel ausscblieBlicb auf 
Grand der Formeln (It.)—(VI.) die Gleicbungen (1.)—(8.) abgeleitet worden sind, kann 
man jetzt bier ausscblieBlicb auf Grund der Formeln (1.)—(A".) die den Gleicbungen 
(1.)—(8.) entsprecbenden Gleicbungen ableiten, und diese werden sicb nacb dem 
eben Bemerkten von jenen nur dadurcb unterscbeiden, daB durcbweg P, P durcb P, P 
ersetzt ist. Man kann daber die genannten Gleicbungen (1.)—(8.) mit der erwabnten 
Modifikation direkt bierber ilbertragen. Es ergeben sicb dann zur Darstellung der 


Funktionen P 
0 


p 

Vi 

Z ’ m 

Z 


fur das Gebiet des Punktes 7 ii die Gleicbungen: 


(1-) 

( 2 .) 



fur das Gebiet des Punktes % dagegen die Gleicbungen; 


(3.) 

e-) 


P 


= p 

Vi 

0 

Z 

0 

Vi 

p 

Vi 

= p 

Vi 

7 n 

z 


Vi 


n=oo . 

+ y-p 


Z 


n 


+ 


1 

(wi — 1)! 





•n . 


weiter dann die Gleicbungen: 


15 * 
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(5.) 

( 6 .) 


P 

0 


P 


V 


~ 

I ± Tli, 


~ 

0 

n 



V 

1 


1 





— 

Ij! V</;t 0 

ij 


0 ’ 


— wobei in der nnter (5.) stebenden Gleicbnng das positive oder negative Zeichen 
zu nehmen ist, je nachdem die Schnitte c, I bei einem negativen Uiiilaiif um ibren ge- 
meinsamen Ausgangspnnkt in der Eeibeiifolge c^, • •I,., L oder in der Reiben- 
folge Cl, • • •, Cp, I,, l,j ilberscbritten werden — und scblieBlicb nocdi die Doppelgleicbnng: 


(T-) 


p 


■n 

1 p| 

z 

\ 1 /rZ- p ^ 


(w-i)! Wyy i 

t 

/o z 


sowie das mit dieser aquivalente System der drei Doppelgleicbungen: 


( 8 .) 


P 


P 




{m — 1)! 



i 

T 


( 

z 

1 ) ^ 

{in — 1)! 


/o (m—1)! 

1 1 

( 


1 

(w — 1)! 

V fRi 

» /O 

~ (m — 1)! 





d'“P 


& 






nicbt nur eine Fnnktion der bei 


Die Gleicbnng (5.) zeigt, da6 die Fnnktion P| 

ibr als Argument auftretenden komplexen Veranderlicben s, sondern aucb eine Fnnktion 
der bei ibr als Parameter auftretenden komplexen Yeranderlicben t] ist, nnd daB die 

als Fnnktion des Parameters 7 ] obne Miibe ans den bekanuten 

als Fnnktion des Argnmentes rj abgeleitet werden konnen. Ans 

der ersten der drei Gleicbnngen (8.), die far jeden von den Pnnkten a, oo ver- 
scbiedenen Pimkt s der Flacbe T' gilt, folgt dann weiter, daB ancb die Fnnktion 

nicbt nnr eine Fnnktion der bei ibr als Argument auftretenden komplexen Ver- 


Eigenscbafben von P 
° 0 

Eigenscbaften von P 


P 


andeiiicben 0 , sondern ancb eine Fnnktion der bei ibr als Parameter auftretenden kom- 


als Fnnktion des 


plexen Veranderlicben t] ist, nnd daB die Eigenscbaften von P 
Parameters rj ans den bekannten Eigenscbaften von P ^ als Fnnktion des Argnmentes tj 
abgeleitet werden konnen. Die genannte Gleicbnng zeigt scblieBlicb aber aucb nocb. 


daB man die Elementarfnnktionen P 

1 




ans der Fnnktion P 
0 


als primarer 


dnrcb snkzessives Derivieren nacb dem Parameter rj erhalten kann. 
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Die zu der aiis^^ezek-lineten rharaki-rkfik -Hi.-.rij.-ii Funktioia-!;. 

8 . 

Die in den Gleichuugen !2o.! des Art. 4 vtti’knniineiide Knii?;tantp 2 Ii'. 5 - 
hangt, wie ein Blick auf die sie definiereiide Gleiclmnii: 

0 = 1 f./ 

zeigt, nur von der Besclialfenheit der vorgegebeiien ,'2j?-f l;~fach ziisaDiiiieDhriiiifeiideo 
Flaclie T nnd von dem Charakter des ziir Yerwandlimg die.ser Flarhe in eine eiiifach 
zusammenliangende Flache T' beniitzten Qnerscbnittsvstems al). Die Art die.ser Ab- 
tiangigkeit zu ermitteln, ist das Ziel der folgenden Untersuctiungeii. 

Man verbinde in der von den beiden Seiten der Schnitte c,, ■■■,?, be- 

grenzten Flache T' den der negativen Seite von nnd der joositiveii Seite von 
gemeinsam angehdrigeu Punkt mit den Puukteii oo^, • • •, co,,, aj,---, durch Schnitte 
hr <^61’ Weise, daB die Schnitte c, I bei einem negativen Umlauf 
um ihren gemeinsamen Ausgangspunkt c^o der Beihenfolge Cj, n,, - • c^, L,, • ■ 

L,, • • -j kr uberschritten vrerden, und bezeichne che so entstehende, von den beiden 
Seiten der Schnitte a, 1), c, I begrenzte, einfach znsammenhangeude Flache mit T". Im 
Innern dieser Flache T” fixiere man nun 
einen Punkt M und grenze um ihn als 
Mittelpunkt zunachst eine ganz im Innern 
von T" liegende Kreisflache Kq vom Eadius 
Eo und hierauf eine ebenfalls noch ganz 
im Innern von T" liegende Kreisflache K 
mit einem Eadius E>Eo ab, verstehe 
alsdann, nachdem man die Peripherien 
dieser Kreisflachen mit ^ bezeichnet 
hat (s. Fig. 2), unter e, s zwei auf Jc test 
angenommene Punkte, unter ^ zwei im 
Innern der Kreisflache K frei bewegliche 
Punkte und verbinde den der negativen 
Seite von Ci nnd der positiven Seite von 
gemeinsam angehorigen, mit zu be- 
zeichnenden, Punkt sowohl mit dem Punkte ^ 
durch einen den Punkt e enthaltenden 
Schnitt wie mit dem Punkte ^ durch einen den Punkt e enthaltenden Schnitt h in der 
Weise, daB die Schnitte c, I bei einem negativen Umlauf um ihren gemeinsamen Aus- 
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gangspunkt in der Reihenfolge q, • • •, • • •, 1 ^^, l^, 1. libersclnitten werden, 

imd die Perij^herie li init dem Sclinitt I, nur den Punkt e, mit dem Sclinitt U nur den 
Pimkt s gemeinsam hat. Andern die Punkte z, u in der Kreisflache K ilire Lage, so sollen 
von den zu ilinen fiihrenden Schnitten U nur die in K fallenden, mit 1^^, zu be- 
zeichnenden, Stiicke sich andern. Die ans K durch Einfiihrung der Schnitte 1., ent- 
stehende, von der Linie Ic und den beiden Seiten der Schnittstiicke 1^., begrenzte, 
Flache werde mit bezeichnet, und deinentsprechend mdge die aus durch Auf- 
hebung des Schnittes entstehende Flache mit die aus durch Aufhebung des 
Schnittes 1. entstehende Fla,che mit bezeichnet werden. 

Auf die definierte Flache Ku^ sollen jetzt die beiden Ausdriicke: 


P 

0 


z 


bezogen werden. Da P 
durch die Beziehung: 

(1) 


^ p ^ 
^ ’ 0 ^ 


« ’ 


p 

0 


t 

z 


-In 


1 


infolge der eben gemacliteu Festsetzungen bestimmte, 


P 

0 


1 


>D 


— ni 


verknupffce GroBen sind, hat man nur noch die beiden Logarithmen zu definieren. Zu 
dem Ende verstehe man unter In irgeud einen der unbegrenzt vielen diesem Aus- 
drucke zukommenden, nur um ganze Yielfache von ^ni sich unterscheidenden, Werte, 
bestimme alsdann den Wert von In durch die Gleichung: 


( 2 .) 




— ni 


und definiere endlich die Funktionen In 
Gleichungen: 

2 ? 


(3.) 



1 


(4.) 


In —^ fiir die Flache K, durch die 

Z—t 



e s 


bei denen der Integrationsweg von e bis z sich mit dem Schnittstiicke der Inte- 
grationsweg von s bis t sich mit dem Schnittstiicke decken soil. Damit sind dann 
auch die beiden oben aufgestellten Ausdriicke vollstandig bestimmt, und es besteht 
zugleich, infolge der durch Verbindung der Gleichungen (2.), (3.), (4.) sich ergebenden 
Beziehung: 

(5.) IhtYj-Id; 


— m 


und der unter (1.) stehenden Beziehung, zwischen ihnen die Gleichung: 

(6.) Pl!l-Inr^-=P|^I-In 


z 

In Y - P 



^ — z 0 

z 


z — ^ 




Die zu der ausgezeiclineten CLarakteristik geburigen Funktiun.-n. 

Dei auf der linken Seite der letzten Gleiclmng steliende Aiisdnick: 


nil 


In — 


ist, der arspriinglichen Definition der Elemeiitarfunktion P gemilB, bei festgelialteiiein 
eine in Ki^ einwertige und stetige Funktion der koniplexen \ eriiiiderliclieu IT, die fiir je 
zwei zum Schnittstiicke geliorige entsprecliende Punkte r" denselben Wert be- 


sitzt, und deren Derivierte nach ^ die GroBe P 


-\-z —z i-st: er ist aber aueli, wie die 


Gleiclinng (6.) zeigt, bei festgebaltenem C eine in Ki^ einwertige und stetige Funktion 
der komplexen Veranderlichen z, die fiir je zwei zum Schnittstiicke I,- gehOri^e ent- 
sprechende Punkte z'^, z denselben Wert besitzt, und deren Derivierte nacli z die 


GroBe P 


Infolgedessen stellt der in Eede steliende Ausdnick eine schon 
iunerhalb der urspriinglichen, schnittfreien, Flache K einwertige und stetige Funktion der 


beiden komplexen Yeranderlichen ^ dar, welche die GroBe (P J dg-}- (P 

als vollstandiges Differential besitzt, und er liefert dementsprecliend fur ^ 


-)P 


z erne inner- 

halb K und daher aiich in der ganzen Flache Kq einwertige und stetige, durch die 
Gleichnng: 


Gleichung 


definierte Funktion der komplexen Yeranderlichen z, deren Derivierte durch die 

- 1“ [(f I'l + (f |;| -fA)] 111 + fill] 


dz 

bestimmt ist. 

Es soli jetzt untersucht werden, wie die auf der rechten Seite der fur 
gewonnenen Gleichung stehende, mit f(z) zu bezeichnende, GroBe: 

«^)=¥“[f|f|+flf|] 

sich verhalt, wenn z sich in der urspriinglichen Flache T' frei bewegt. Zu dem Ende 


beachte man, daB der Ausdruck P 


+ P 


durch Ausscheidung der Punkte a, oo ents 


auf irgend zwei Punkte z, ^ einer aus T' 
ehenden Flache bezogen, bei festgebaltenem z 


eine einwertige und stetige Funktion der komplexen Yeranderlichen bei festgebaltenem ^ 
eine einwertige und stetige Funktion der komplexen Yeranderlichen ^ ist. Man erkennt 
dann zunachst, daB die fiir lim ^ ^ aus diesem Ausdruck hervorgeheude Grbfie f{z) eine 

fur jeden von den Punkten a, oo verschiedenen Punkt der Flache T einwertige und 
stetige Funktion der komplexen Yeranderlichen z ist. 
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Um welter das Yerhalten der Fimktion/’(>) fur deii Punkt a = ( 0 = 1 , 2 ,mit 

der OrdnungszaM ^ — 1 = — 1 zu erkeiinen, verstehe man iinter u zwei dem 

Gebiete des Puuktes a angeliurige Punkte uiid beachte, dafi fur jede zulassige Lage 
von ^ die Entwic'klung: 


P 

1 


+ P 

1 


= P 

1 


;:f'i 




+ 


ilF 

a 


~ 


ds 


gilt, niid dafi daher fiir jedeu dem Gebiete des Punktes a angehorigen Punkt die 
Punktion f(0) durcb. die Gleicbung; 




+ ^-P 




, dP 

1 ^ 

-^+ 2 (-1' 

4 '“ 

a 

z 

^ n ds. 



,3 


n 

a 


dargestellt wird. Multipliziert man nun diese Gleicbung mit z — a oder, was dasselbe, 
mit labt alsdann den Punkt z gegen den Punkt a rilcken mid gebt zur Grenze fiber, 


so erbalt man, unter Beriicksicbtigmig des Verbaltens der Funktionen P ^ , P 


7n = 1, 2, 3, 


fiir den Punkt a, die Gleicbung: 


]im {{z~a) f(z)] 


1 


und erkennt, dafi die Funktion f(z) sicb fur das Gebiet des Punktes a durcb eine 
Gleicbung von der Form: 


m= 


+ 




a) <“• 


. -g 


>-2 


¥ + 


{ 2 — cc)^ 




w + ^,u + +1 + c ^£+2 ~ “ + 


bei der die c von z unabbangige Grofien bezeicbnen, darstellen laBt. 

Um endlicb das Yerbalten der Punktionfiir den Punkt 00 = cxi,, (^= 1 , 2 ,•■•,?) mit 
der Ordnuugszabl — 1 zu erkennen, verstebe man unter z, ^ zwei dem Gebiete 

des Punktes 00 angebOrige Punkte und beachte, dafi fiir jede zulassige Lage von g die 
Entwicklung: 






n=^t . c£ 

00 

P ' 

1 ' 

: +f i 

' =P 

5 1 

Z 

00 

y 1 » 

^ di 

n= 1 

Z 


71=00 / 

C + 2 -T P 


71= £ 4- 1 


+ 


dF 

00 

n 

Z 


d2 


t: 


gilt, und daB daber fur jeden dem Gebiete des Punktes cx) angehorigen Punkt z die 
Punktion f(z) durcb die Gleicbung: 


m 


p 

1 



1 n — t . 

dF^ 

00 

z 

+ 2 — 

1 ' n 

1 71 = 1 

n 

Z 

00 

ds 


7£= i 4 - 1 


-L P 

^ 7Z — / 


, dF 

00 

1 « 

s 


(IZ 


dargestellt wird, Multipliziert man nun diese Gleicbung mit z, oder, was dasselbe, 




Die zu der ausgezeichneten Cbarakteristik gelii'irigen Funktionen. 
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iiiit laBt alsdann den Pmikt gegen den Piiiikt rucken iind gelit zur (Sreiize 
iiber, so eiMlt man, unter Berucksiclitiorun" des Verhaltens der Finiktionen l4~ , phL 

1 I X J/J I J I 

,« = i, 2 ,3,, fur den Punkt :x., die C-rleicliuns:: 


lim [ z fiz ) I == — -f y— 

= = =o I ' - - J t ' —- /i 


n _ ^ “T 1 

L t 


und erkeimt, daB die Funktion f(z) sicli fiir das Ge])iet des Punktes 
Gleicliung von der Form: 


f(z) 


t -f-1 


i+i 


■f + Cil-f) ■ +c,(-i) ■ + 


durch eine 


bei der die c von z nnabhangige GrdBen bezeicbnen, darstellen lafit. 

Es ist jetzt nocb. das Yerbalten der Funktion f{z) langs der Schnitte «, h, c 
zu ermitteln, Zu dem Ende verstelie man unter s„ (v = i, 2 ,-..,p) eineu der drei Schnitte 
Z/,., c,, und bezeichne ein zu ilim gehoriges Paar entsprecbender Punkte mit z"^, z~, 
die Werte der Funktion f(z) in dieseu Punkten mit Per Definition der 

Funktion f(z) gemaB ist dann, wenn man unter ein zweites zum Schnitte s, 

gehoriges Paar eutsprecheuder Punkte versteht, 


f(ff - M 


hm yP 


+ P 
1 


-P 

1 



Fuhrt man nun den vorgeschriebeneu Grenziibergang aus, indem man beachtet, daB der 
hinter dem Limeszeichen stehende Ausdruck mit dem Ausdruck: 






gleichwertig ist, und daB nach fruherem die vier Differenzen, aus denen sich dieser 
letzte Ausdruck zusammensetzt, samtlich den Wert Null besitzen, wenn s„ mit «„ oder 
mit identisch ist, dagegeu die Werte: 


2 dul c) dul^ ^ dul 

~p df ’ dz+ ’ p dz- 

beziehungsweise, wenn s„ mit identisch ist, so erkenut man schlieBlich, daB 


a„ I f{zy = f{z) , 
langs { f{zy = f{zy - 4 ^ 
langs c, { f{zy = f{zy , 


ist. 

p-E, n. 


16 
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Man definiere nun zii der am Anfang dieses Artikels eingefiilirten einfach zu- 
sammeiihaugeuden Flache T" eine Funktion F(z) durch die Oleicliung: 


(I-) 


F{z) - Jf{z)clz. 


bei der das anf der rechten Seite steliende Integral von deni der negativen Seite von 
uud der positiven Seite von geineinsam angelicirigeu Punkte Zq anf irgend einein in 
T" verlaufenden, aber keinen der Punkte a, oo enthaltenden Wege bis zum Punkte z 
zu erstrecken ist. Aus den soeben ermittelten Eigenschaften der Funktion f(z) folgt 
dann, daB F(z') eine in T" einwertige Funktion der koinplexen Yeranderliclien z ist, 
•welclie fiir jeden von den Punkteu a, oo verschiedeuen Punkt dieser Flaciie stetig 

ist, dagegen fiir den Punkt ( 0 = 1 , 2 , •••,>■) unstetig wircl wie — ^ ^ In , fiir den 

Punkt 00 ^ (>r = i, 2 ,..., 9 ) unstetig wird wie —\nz, und dereu Weite F(zy, F(zY in je 
zwei entsprechenden Begrenzimgspunkten z^, z~ in der Weise verkniipfb sind, dafi 


langs = F{zy + , 


langs h, [F(zy - F{z) 4^ w, + 

v-1,2 

langs = F{zy + 4^^ ni, 


langs [F{zy = F{zy - - l)2ni, 

(1 = 1,2 

langs LyF{zy = F{zy + {ly, + l')27ii, 



ist, wobei %,,, r=i, 2 ,- -,iJ, von z unabhangige GroBen bezeichneu. DaB langsc^ die Gleicliung 

F(zy = F(zy + besteht, ergibt sich unmittelbar, wenn man das Integral^/" f{z)dz 

vom Punkte t, langs der Begrenznng von T” in positiver Riclitung bis zum Punkte 
(s. Fig. 17 anf S. 154 des ersten Teiles) erstreckt und das Verhalten der Funktion F{z) 
laugs der Schnitte 1),, beriicksichtigt. 

Die Funktion F{z) laBt sicli durch eine lineare Verbindung von Elementarfunk- 
tioneii darstellen. Zu dem Ende beachte man, dafi der Ausdruck: 


^=3 


F(/)+P 


-A( 

y = l 


+ 1)P 


eine in der ganzen Flache T” einwertige und stetige Funktion der komplexen Yer- 
anderlichen z darstellt, welche in je zwei zu einem der Schnitte c, I gehorigen 
entsprechenden Punkten z'^, z~ denselben Wert besitzt, und deren Werte in je zwei 
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ZU eineiii clei SchnittG ci, h gelKirigen ciitsprecliGiKleii PniiktGii <e", sich niir uni eiiiu 
langs des betrefiendeu SchuittGs konstante GrOBc uiitersclu'ideii. Eiiie foiiktiuii init 

diesen Eigenschaften ist aber eiue zur Charakteristik (J;;;}) gehOrige, allentlialben 
endliche Funktion JV, und als solche kann sie diircli eiiieii Aiir?driick von der Form: 

(7=p 

as= 1 

bei dem die c von ^ unabhaugige Grofien bezeichneii, dargestellt werden. Daraiis folgt 
daun schlieBlich, daB die durcli die Gleichuug; 


F(z)=^ J f(s)dz 

•0 

fiir die gauze Flache T" definieide Funktion F(z), der aufgestellten Beliaiiptung ent- 
spreckend, durch eine Gleickung von der Foian: 


(II.) 


F{,) 


?== 


(1 = 1 ■■ >!=i 0 


(T = p 

a=X 




dargestellt werden kann. Bestinimt man nun auf Gruiid dieser Darstellung das Yer- 
halten von F{s) langs der Schiiitte a, I, c, I und vergleicht die so sicli ergebenden Ee- 
lationen mit den dieses Yerhalten ebenfalls charakterisierenden Eelationen fS,), so ge- 
langt man zu den fiir y = 1, 2,.. geltenden Gleickungen: 


(S'.) 


= CyTli, 

S3, - 2 !f 0^, -1)<’ - 2 2 (», +1)+ (:2i> - 21 (f 



/7 =jy 

y 


a —I 


welche die GroBen 35^, v=i, 2 ,--,p, durch die p zunachst noch nicht naher bekannten 
GroBen c,., r=i, 2 , ausdrucken. 

Eine zweite Bestimmung der GroBen f=i, 2 , •••,?, durch die zngleich auch 

die bis jetzt noch unbekannten GroBen c,., v=i, 2 , --,^, bestimmt werden, erhalt man durch 
die folgenden Betrachtungen. 

Man verstehe (s. Fig. 3) unter g irgend einen Punkt der Flache T", unter z 
einen der positiven oder der negativen Seite von oder angehorigen Punkt, ziehe 
alsdann von dem der negativen Seite von und der positiven Seite von gemeinsam 
angehorigen Punkte Zq zum Punkte z einen Schnitt I, und denke sich die auf den 


Punkt z sich beziehende Funktion P 

0 


gebildet. 


Durch den Schnitt wird die Flache T" 


16 
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in zwei Teile zerlegt, von denen der eine, init 
T^' ZLi bezeiclinende, an die negative Seite von Z., 
der and ere, mit T^' zu bezeichnende, an die 
positive Seite von Z, anstoBt. Nun definiere man 
zu der den Schnitt 1. enthaltenden Flacbe T" 

dadurcb, daB man 


eine neue Funktion V 
0 


fiir ieden Punkt l von T/'fP 

l 0 

fiir jeden Punkt ’Q von ZZV' {P 

“ I 0 


setzt. Da die so definierte Funlrfcion T 


z 

c. 

= p 

z 

b 

0 

z 

= p 

z 


0 



2 ni 


von 


in irgend zwei zum Schnitte Z. gehorigen ent- 
sprecbenden Punkten denselben Wert be- 

sitzt, so ist sie auch nocb in der urspriinglichen, den Schnitt I, nicht enthaltenden, 
Flache T" einwertig, und es soli daher bei der Betrachtung ’ dieser Funktion der 
Schnitt Z, als ilberflussig vpeggelassen werden. Die dadurch auf die urspriingliche Flache T" 

bezogene Funktion P J ist nun fiir jeden Punkt ^ dieser Flache T", der eine solche 
Lage hat, daB die Punkte z als Punkte der Flache T betrachtet getrennt liegen, 
einwertig und stetig, fiir den Punkt ^ = z dagegen wird sie unstetig wie lur^- 
Verbindet man jetzt nach Einfuhrung eines den Punkt Zq mit dem Punkte ^ verbin- 


denden Schnittes I, die erste der beiden die Funktion P 

0 

mit der fiir jeden Punkt ^ von T^' geltenden Dleichung P 
mit der fiir jeden Punkt ^ von T^' geltenden Grleichung P 


definierenden Grleichungen 
— ni, die zweite 
so erkennt 


z 

= p 



0 

z 

z 

= p 



0 

z 


P 

0 


p 

0 


7tt 


besteht, und damit zugleich, daB P 


eine stetige Funktion des Punktepaares z, 'Q ist. 


wenn nur die Punkte z, ^ als Punkte der Flache T betrachtet getrennt liegen. Was 
endlich die, allgemein mit P , P zu bezeichnenden, Werte der Funktion P ^ in 

0 S 0 fc Ob 

je zwei entsprechenden Punkten der Begrenzung von T" betrifft, so soil hier 

nur das Folgende bemerkt werden. Liegt der Punkt z am Schnitte a^, und wird dann 
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cler von bis s sicli erstreckeiicle Teil rles Schnittes a, niit «[., <]er v<ni ^ 
erstreckeude Teil mit a, bezeicbnet, so ist, der Detinition der Fuiiktien Pi 


langs IP 

Mo 

bangs a' {P 


c-4- 

==P 

9‘ — 

a 

0 

a 

P T 

li 

- 


'Ini. 


11 ^') 

bis sieli 

: ziifolge, 


Liegt dagegen cler Punkt s am Schnitte und wird danii der voii a, bis ^ sicli 
erstreckende Teil des Schnittes mit h\., der von z bis aj sich erstreckende Teil mit 

bezeicbnet, so ist 


langs K {P 

z 

p 

= p 

0 

z 

langs b'l {P 


= p 

0 



H— 

‘ p ' 


+ — u; 

p ’ 


P P ’ 


■2 u: - 




:7ii. 


Man grenze jetzt in T" ein den Punkt * entlialtendes Fiacheiistuck S dadurcli 
ab, daB man die Endpunkte eines den Punkt z entlialteiideu Teiles s des Linienziiges 
a~ b~ a'^ durch eine im Innern von T" verlaufende 
Kurve verbindet (s. Fig. 4). Das abgegrenzte 
Flachensthck soil im tlbrigen so beschaffen sein, 
daB keine zTvei seiner Punkte tibereinander liegen. 

Weiter verstehe man iinter ^ irgend einen von 
z verschiedenen Punkt des Flachenstiicks S, be- 
zeichne mit q, cp die Polarkoordinaten des Punktes c 
in bezug auf ein Polarkoordinatensystem mit dem 
Punkt z als Pol und dem durch z in der x^osi- 
tiven Eichtung der X-Achse gezogenen Strahl 
als Polarachse und setze: 


= — In ^ — g^i, 


ln_L 


= — hi q ~ <pi -h 71 i, 



Fig. 4 . 


indem man zugleich die Bedingung stellt, daB 

bei stetig sich anderndem z die GroBe <p sich von dem zu ^ = t', z = z' gehorigen, 
unter den zulassigen Werten beliebig gewahlten Anfangswerte aus ebenfalls stetig 
andert, also nirgendwo um ein gauzes Vielfaches von 2 it springt. Dementsprechend 


stellt dann der Ausdruck P 

0 

halben einwertige und ste 
Derivierte nach ^ die GroBe P 


In 


nicht nur bei festgehaltenem z eine in S allent- 


ige Punktion der komplexen Yeranderlichen ^ dar, die als 






besitzt, sondern aucb, da die Beziehung: 
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V 

0 


In-^ 


P 


— ~ 0 


lu 


bestelit, bei festgehaltenem ^ eine eiiiwertige uiid stetige Funktion der in ibrer Beweguug 
auf die Linie s beschraiikten koiiiplexen Yeranderlichen z, die als Derivierte nach s die 

GroBe pH —besitzt. Der in Rede steliende A.nsdruck stellt daber aucb eine ein- 


wertige uiid stetige Funktion der beiden koinplexen Yeranderlichen z dar, welche die 
GroBe {JP \ ^ J ~ F^) vollstandiges Differential besitzt, nnd er liefert 

demgemaB filr 'Q= z eine dnrch den Ansdruck: 


lim (P 
Vo 


(f 


dargestellte, einwertige nnd stetige Funktion der in ibrer Bewegung auf die Linie s 
bescbrankten komplexen Yeranderlichen z, welche die GroBe; 


(f I'l + f Ifl) 


zur Derivierten bat. Diese Derivierte stimmt aber mit der Derivierten der fruber 
definierten, ebenfalls langs s einwertigen nnd stetigen Funktion F[z) tiberein, nnd es 
besteht daber fur jeden Punkt z der Linie s die Gleichung: 


F{z) = G lim 


Q — zJ ’ 


bei der G eine von z unabhangige Grofie ist. 

Der auf der recbten Seite der gewonnenen Gleichung steliende Limes ist imab- 
bangig von der Art nnd Weise, wie J gegen z konvergiert, nnd man kann daber den 
Punkt J aucb auf einer beliebig gewahlten algebraiscbeii Knrve gegen den Punkt z an- 

rucken lassen. In diesem Falle bat der laterale Teil — cpi von In — In ^ 

eine bestimmte GroBe —ri znr Greuze, nnd es kann dementsprecbend die in Rede 
stehende Gleichung dnrch die Gleichung: 


F{z) = (7 + lim (P J + In + 




ersetzt werden. Die GroBe r = lim cp ist dnrch die Ricbtung bestinimt, gegen welche 

i=z 

die Ricbtung des Radinsvektors z^, konvergiert, wenn ^ auf der gewahlten Bahnknrve 
gegen den Punkt z anruckt. Diese Ricbtung moge dnrch einen von z ausgebenden 
Speer markiert werden. FaBt man die Totalitat der ftir das Anriicken von J mogbcben 
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I'J'i 


Ba.liul5iiiv6ii ins AugG, so wire! dcidurcli iiii PiiuktG wGiiii Gr iiiclit otwjL dio in Fi^ur d , 
d3.igGstGlltG IjRgG liat, Gill BuscIigI von oo^ bpGGi’GU bostiiiiint ts. dio Fi|iriirGu b, , r>,, b, /. 



Von diesen Speeren soil derjonige, welclier dein Anriicken einGs aiif s in positivem 
Sinne sich bewGgendeii Punktes ^ entspriclit, als x4.nfangS3peer, derjenige, welclier dem 
Anriicken eines auf s in negativem Sinne sich bewegenden Punktes g entspricht, als 
Endspeer bezeiclinet werden. Dreht sich ein Speer., ohne aus dem Buschel heraus- 
zutreten, um einen bestimniten, in BogenmaB gemessenen, positiveu oder negativen 
Winkel, so andert sich die GroBe t uin denselben Betrag. Deumach wird r stets eine 
negative Anderung — e erfahren, wenn ein Speer sich vom Anfangsspeer aus 

iiber die Speere des Btischels zum Endspeer dreht. Der durch Figur 5^ dargestellte be- 
sondere Fall entspricht dem Werte e = 0. Nachdem so der zn einem Punkte z der Lirde s 
gehorige Buschel von Speeren hinreichend charakterisiert ist, ordne man jedem Punkte z 
der Linie s in der angegebenen Weise einen Buschel von Speeren zu. Innerhalb der 
dadurch znr Linie s bestimmten Mannigfaltigkeit von co- Speeren laBt sich jeder Speer 
in jeden anderen durch stetige Lagenanderung uberfiihreii; auch ist, wenn innerhalb 
dieser Mannigfaltigkeit ein Speer irgendwie seine Lage andeid, die dieser Anderung 
entsprechende Anderung der GroBe t immer gleich der Gesamtdrehung des Speeres. 

Es soil jetzt gezeigt werden, daB die Punktion F{i) sich ftir jeden der posi- 
tiven Oder der negativen Seite von oder angehdrigen Punkt z, nachdem man den 

Wert von In^^ passend bestimmt hat, durch eine Gleichung von der Form; 




darstellen laBt, wobei G eine von z unabhangige GroBe ist. 

Zu dem Ende zerlege man das aus a~, h~, at bestehende, von t, dber 
r„, q„ bis (s. Pig. 6) sich erstreckende Stuck der Begrenzung von T" in Teile 
Si, ^- 2 , Sm, die so klein seien, dafi sich zu iliiien Flachenstiicke SL von der 

friiher beschriebenen Art abgrenzen lassen. Dabei sollen je zwei aufeinander folgende 
Flachenstiicke langs einer beliebig kleinen Linie welche von dem den 


128 


Vierter Absciiuitt. 


Linien s„_i, s„ gemeinsamen, mit zu bezeiclinenden, Puiikte ansgelifc, aneinaucler 

stoBen. Es moge nun allgeinein ein in frei bewegliclier Puiikt mit ein in seiner 
Bewegung auf die Linie bescliraukter Pimkt mit endlicli ein in seiner 

Beweguug auf die Linie beschrankter Punkt 
mit z,, bezeicbuet werdeii. Die Fmiktion F(z) 
kifit sich dann auf Grund des vorher erbalteneii 
Itesultats fur jeden Punkt der Linie durch 



eine Gleicliuug von der Form: 


^1 
0 Bi 


F{zx) = Cl + lim iP 


In 




ftlr jeden Punkt z.2 der Linie durch eiue Glei- 
chung von der Form: 




0-2 + lim (P 

u = VO 


In 


^2 


darstellen, wobei eine yon z^, Co eine von z^ 
unabhangige GroBe ist. LaBt man nun die Punkte z^, z^ mit dem Punkte Punkte ts 


mit dem Punkte Ji^g zusammenfallen, so wird F{z-^ = F(z.^, P 


= P 


^2 


dagegen braucht 


der Wert von In 




sich mit dem unabhangig von ihm definierten Werte von 


hiT—- nicht zu decken, sondern er kann sich davon um ein ganzes Vielfaches von 

02 *2 

2 ni unterscheiden. Daraus folgt, dafi sich die Konstanten Ci, Cg auch nur um ein 
ganzes Vielfaches von 2 Tti unterscheiden konnen, und man erkennt zugleich, dafi 

man den Anfangswert des in der zweiten Gleichung vorkommenden In 

stimmen kann, dafi Cg = Ci wird, oder, was dasselbe, dafi man die Funktion F(z) fur 
jeden Punkt z der Linie -f Sg durch eine Gleichung von der Form: 


darstellen kann, wobei C eine langs der ganzen Linie Si + Sg konstante Grofie ist. 
Erweitert man nun die Flache 8^ F 8^ durch sukzessives Hinzunehmen der Flachen- 

stiicke 8^, 8^^, • • ■, 8„, zu der Flache 8^ + 82-] - F 8^ und wendet jedesmal die eben 

beim Ubergang von 8^ zu 8^ + 8^ benutzte Schlufiweise an, so erkennt man schliefilich, 
dafi die Funktion F(z) sich fur jeden Punkt z der Linie Si F Sg + • • • F oder, was 
dasselbe, fur jeden der positiven oder der negativen Seite von oder angehorigen 
Punkt z durch eine Gleichung von der Form: 
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F(z) == 6 ' + Kill 



daistGllGn lafit, wobGi C Gine langs ?/,. konstante CrruBe bGzeicKiiet, und iiiit 

RiicksicKt auf diG EntstGbuiig diGSGr GleicKniig daran festzohalteu ist, dafi der Puukt r, 
wGim z auf t«=i,2, • ••,«) liGgt, in seiner Bewegung auf das Fiaclieiistiick bescKriinkt isfc. 

Gehort der Puukt z der Liuie s„, der Puukt Z also dem Fladienstuck au, und 

bringt man alsdann die soebeu gewonneue Cfleicliung, nachdem man In -z-— = — In (j — ry: i 
gesetzt hat, in die Form: 


'F{z) = G +• 1 ^ {p 


+ In ()) + ri 


— wobei r = ]^cp durch die Eichtung bestimiut ist, gegeii welcKe die Pdchtung des 

Radiusvektors z'Q konvergiert, weun ^ auf irgend eiuer Babnkurre gegen den Pimkt z 
anriickt —, so kann man in derselben Weise, wie es bei der vorbergehenden Unter- 
sucliung geschehen ist, jedem Punkte ^ von und damit auch jedem 

der positiven oder der uegativen Seite von a,, oder angeliorigen Punkte z einen 

die verschiedenen Grenzricbtungen markierenden Biischel von Speeren zuordneii. Zu 
dem Punkte 0 <= 2 , 3 , ergeben sich, da man diesen Punkt sowoiil als Punkt der 

Lillie wie als Punkt der Linie ansehen kann, zunachst zwei, einen geinein- 
samen Speer besitzende, Biischel von Speeren; der durch Zusammenfassen dieser beiden 
Biischel entstehende Biischel ist als der zum Punkte gehorige Biischel zu be- 

trachten. Auch fiir einen solclien Biischel gilt der Satz, daB bei der Drehung eines 
Speeres innerhalb des Biischels die GrdBe r eine dieser Drehung gleiche Anderung 
erfahrt. Innerhalb der jetzt zu dem Linienzug &+ uj bestimmten Manrdgfaltigkeit 
von oo“ Speeren laBt sich jeder Speer in jeden anderen durch stetige Lagenanderung 
iiberfuhren; auch ist, wenn innerhalb dieser Mannigfaltigkeit ein Speer irgendvrie seine 
Lage andert, die dieser Anderung entsprechende Anderung der Grdfie t immer gleich 
der Gesamtdrehung des Speeres. 

Auf Grund der zuletzt gewonnenen, die Funktion F{z) fur jeden der positiven 
oder der negativen Seite von oder angehorigen Punkt darstellenden Gleichung lafit 
sich jetzt das Verhalten der Funktion F(z) sowohl langs des Schnittes a^. wie langs des 
Schnittes in folgender Weise bestimmen. 

Mfl.n verstehe unter z'^, z~ irgend ein zum Schnitt gehoriges Paar entsprechender 
Punkte, unter ein zweites Paar entsprechender Begrenzungspunkte, welches zu 

dem von z- bis 6 + sich erstreckenden, ebenso wie friiher mit a" zu bezeichnenden, 
Teil des Schnittes gehort. Bezeichnet man dann denjenigen Wert von r, welcher 
dem zum Punkte z^ gehorigen Endspeer entspricht, mit t+, denjenigen, welcher dem 

P-H, II. 17 
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zuni Punkte ^ gehurigeii Aiifaiigsspeer entspricht, mit t„ , so lasseii sich die Werte 
F{zy, F{z)~ dor Funktion F{z) fur die Punkte .2" darstellen dnrch die Gleicliungeii; 


F{zy = G t+ + In + r+i, 


F{z) = G + 1 4 - In -p A 


Hieraus erhalt man durcli Snbtraktion, indem man beachtet, daB nach friilier Bewiesenem 


langs n;:{P 


!! = p 

g+ 

P 0 

r 


ist, ZLinaclist die Gleiciiung: 

F{zy - P(^)- == lim (P 
und welter dami, da 



- p 

z~ 

r 

0 



■f 27ti 

+ yt - a F 


p 2 

u r 


P 

0 


= p 


-p 

0 


0 


ist, die Gleicbung: 


F(0y-F(^y-(Tt~r: + 2n)i. 


Die Differenz — r~ bleibt nngeandert, wenn man das Punktepaar F, s~ durch Yer- 
schiebung langs des Sclinittes a,, in das Punktepaar q,,, | 3 ,, uberftilirt; es ist also 
T+— T" = wobei denjenigen Wert von r bezeichnet, welcber dem zum 

Punkte q,, geborigen Endspeer entspricbt, ■zl" denjenigen, welcber dein zum Punkte p,, 
geborigen Anfangsspeer entspricbt. Diese letztere Differenz ist aber gleicb der Gesamt- 
drebung eines Speeres, welcber iniierbalb der zur Linie l~ geborigen Speermannigfaltig- 
keit von dem Anfangsspeer des Punktes :p,, in den, mit ibm gleicbgerichteten, Endspeer 
des Punktes q, ubergefubrt wird, und sie ist daber ein nur von dem Yerlauf des 
Sclinittes 1 )^ abbangiges, mit zu bezeicbnendes, gauzes Yielfaclies von 2 ?t. Es 

ergibt sicb so scblieBlicb, daB 


langs a,.[F^y = F^) + (g„ + l) 2 ni 
ist. 

Um das Yerbalten der Funktion F(s) langs des Scbnittes zu bestimmen, ver- 
stehe man jetzt unter irgend ein zu diesem Scbnitte geboriges Paar entsprecbender 

Punkte, unter ein zweites Paar entsprecbender Begrenzungspunkte, welcbes zu dem 

von bis aj" sicb erstreckenden, ebenso wie friiber mit b'l zu bezeicbnenden, Teil des 
Scbnittes gebdrt. Bezeicbnet man dann denjenigen Wert von r, welcber dem zum 
Punkte geborigen Anfangsspeer entspricbt, mit denjenigen, welcber dem zum 



Die zu der ausgezeiehuoten Charakteri^tik geliurigen Funktioiien. KU 

Punkte gehorigen Encispeer entspricht, mit tJ, so lassen sich dm Werto F'z FFr 
clei Funktion F(0) fur die Puiikte darstelleii diircli die EleirliiiiiLroii; 


F(/)^ ^ C'+km (P[j:| -p In (>) -f rj/. 


F(z) = 0 -p km_(p :1 -p In qJ -p r;i. 




Hieraus erhalt man durch Subtraktion, indem man beachtet, da6 nach fi'iilier Bewiesenem 
langs 6''|p ^ = p I ' ^ 
ist, zunachst die Gleichung: 

F{,y - F{z)- - Hm (p - P p) + 1 


I 

1) p 


(p — Pt P2.uif 


imd weiter daim, da 


P 

0 


2+ 

r 




-P 

0 



2^;^ — 


■2p 


«,-v 


p ’ 


aucli = %' ist, die Gleichung: 




p 


2 


15 


— Tj + 27 T)i. 


Die Differenz r~ — r^ bleibt imgeandert, wenn man das Punlrfcepaar durch Ver- 

schiebung langs des Sclinittes in das Punktepaar r^, liberfiihrt; es ist also 
^7 — T+= , wobei rf" denjenigen Wert von t bezeichnet, welcher dem zum 

Punkte gehorigen Endspeer entspricht, denjenigen, welcher dem zum Punkte r,, 
gehorigen Anfangsspeer entspricht. Diese letztere Differenz ist aber gleich der Gesamt- 
drehung eines Speeres, welcher innerhalb der zur Linie a~ gehorigen Speermannigfaltig- 
keit von dem Anfangsspeer des Pimktes in den, mit ihm gleichgerichteten, Endspeer 
des Punktes p„ ubergefuhrt wird, und sie ist daher ein nur von dem Verlaiif des 
Schnittes a„ abhangiges, mit ^, 2 ?t zu bezeichnendes, ganzes Vielfaches von 27r. Es 
ergibt sich so schlieBlich, dafi 

langs h, [F{zy = F{^)- - 4^^ - 2 ^ «„ - (^,+l)2«i 

ist. 

Nachdem jetzt das Yerhalten der Funktion F{z) langs der Schnitte von 

neuem bestimmt ist, vergleiche man die gewonnenen Eelationen mit den unter (S.) 
stehenden, dieses Yerhalten ebenfalls charakterisierenden ursprunglichen Eelationen. 

17* 
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Es ergeben sich dann fiir die dort vorkommenden, auf Seite 123 durch die Clleichungen: 

^ S8.. = 2 - 1) - 2 A + iX' + (2i^ - 2 j (f: - M c,a„.. 

bestimmten Konstanten bier die Gleicbungen: 

%, = (g,,4-l)27i2, 


(S".) 


- 2 a,, - (^, + l)2ni. 


Leitet man nun aus den beiden jetzt fi'ir vorbandenen Darstellungen die, die 
bisher nocb nicbt naber bekannten ErbBen c bestimmende, Eelation: 

C,, = 2 (g,, + l) (r=l,2,...,p) 

ab, tragt die so fiir die GrdBen c gewonnenen Werte in die zweite unter (S'.) stebende 
Gleicbung ein und setzt alsdann die beiden fiir 23, vorbandenen Ausdiiicke einander gleicb, 
so erbalt man schlieBlicb die fiir r = 1 , 2, • ■ ^ geltende Gleicbung: 


2/^:, — — — ^ ~ ^ (go-AljcSo-, —(!^,d-l)7ti, 

(1 = 1 y. = l ff = l 

welcbe die Art der Abbangigkeit der Konstante 27c, (>■=!, 2 ,...von der Bescbaffenbeit 
der vorgegebenen (2p + l)-facb zusammenbangenden Flacbe T und von dem Cbarakter 
des zur Verwandlung dieser Flacbe in eine einfacb zusammenbangende Flacbe T' be- 
nutzten Querscbnittsystems deutlicb erkennen lafit. 


9 . 

Es soil jetzt eine allgemeine Formel abgeleitet werden, welcbe die Derivierte 
einer beliebigen liiiearen Yerbindimg von zur Cbarakteristik (J. ^ J) geborigen Elementar- 

funktionen durch ebensolcbe Elementarfunktionen darzustellen gestattet. 

Man lege wieder die urspriinglicbe Flacbe T" zu Grunde, bezeicbne die s Punkte 
oo^, • • •, cOj, «!, • • •, cc,j 61 , • • •, 6 ; in der vorliegendeii Eeibenfolge mit • • •, und bilde 
zur Flacbe T" mit Hilfe von irgend s den Bedingungen — 1, ?=i, 2 ,--,r, ge- 

nugenden ganzen Zablen m[, m[ und irgend welcben Konstanten S, 2(, G die Funktion: 






+ • ' • + ^am' -P 




Zu derselben Flacbe T” definiere man dann, in dem man unter a irgend einen im 


Die zu dev aiisgezeidineten Charakteristik gehnrigen Funktioneii. 


oo 


Innern dieser Flache gelegenen Punkt yersteht, eine zweite, rait o 'z 
Funktion durcli die Grleichung: 



d"P 

a 

0 


dz" 


zii bezeiehiieiide, 


wahle die Radien der im ersten Teile, in Art. 5 des sechsteii AbschnitteB, ziir Ab- 
grenzung der Flache T* benutzten Kreisliiiien A; so, da6 auch die Flache T'^ 

den Punkt a in ihrem Innern enthalt, nud betrachte das ilber die Begrenzung 91 von 
in positiver Richtung erstreckte Integral: 




(1 SI -1 


Die hinter dem Integi-alzeiclien stehende Funktion 12 ^ ist eine in der Flache T* 
eiuwertige und mit Ansnahme des Punktes a auch stetige Funktion der komplexen 

Veranderlichen z. Infolgedessen ist das in Rede stehende Integi'al auch gleich dem 

+ 

f* d ^ 

auf den Punkt a sich beziehenden Litegral j £l~dz oder auch, da die Funktionen 
_ («) 


i2(^) und 


dz V ) 


fur den Punkt a stetig sind, gleich dem den Wert 


(—!)”+’• 2besitzenden Integrate Es besteht demnach die 

Grleichung: 


/=(_ l)«+i27Ti. 


d’^Sl{a) 

da" 


Man zerlege nun das Integral J in die den einzelnen Stricken der Begrenzung 91 
entsprechenden Teile und bezeichne den Komplex der auf die Schnitte a, h, c, V sich 
beziehenden Integrate, nachdem man zuvor noch bei jedem dieser Schnitte die auf die 
positive und die auf die negative Seite desselben sich beziehenden Integi'ale in der in 
dem oben genannten Artikel beschriebenen Weise vereinigt hat, mit den Komplex 
der auf die Kreislinien Ic sich beziehenden Integrale mit Jo. Es ergeben sich dann zu- 
nachst die Gleichungen: 


-p -p _ 

+ r[i2+di2+-12-(ii2-)+^' f{n,+da+-£i^dn-], J, - ^ j S2dli. 

IJm die mit bezeichnete Integralsumme, bei der dz, dOr = -jj- dz 

ist, auszuwerten, beachte man, da6 fur v = 1,2, • • •, jp] n = 1, 2, • * *, s: 
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Yiertei' Absclmitt. 


liings a. 


f o- = o- -i- 5f 

1““ -- 1 '•'■j'j 


-Q^ = -Q", 


(S.) 


liings in^ ^ J2 -f y B'li;. + 33,, 

liings c, [-Q^ = -Q- - 

liings Z;(0-^=0- + 2rr^S.,, 


i2+ = i2- + 



i2+ = i2-, 

_0+ = ^Q- 


ist — wobei zur Abkilrzimg 


( 7=5 


ff= 1 


gesetzt ist, und der Wert der Konstante 33,., wenn man noch zur Erzielimg einer ein- 
lieitlichen Sclireibweise die GroBe — 2u'’ ~ ~ wieder mit bezelcbnet, durcb die 

p p o’ 

Gleicbung: 



1 ?=-p 

4 






geliefert wird — und daB dementsprechend ftir v^l,2,--,p; u = 1, 2, • • •, s: 


langs [12'^ dS2"^ = I2~ dS2~ + %^dS2'^, 
langs 1), {n*dn* - S2~dS2~ + »,,di2+ + j d£P + j a-d[^), 
langs c, = Si-dSl- - ^®da*, 

langs I'y^ [ jQ'*' = £2~ d£2~ + 27ii Qy^dS2'^ 


ist. Reduziert man alsdann mit Hilfe dieser letzteren Relationen die auf der rechten 
Seite der ftir gewonnenen Gleichung zwischen den geschweiften Klammern stebenden 
Ausdriicke, so erhalt man ftir zunachst die Gleichung: 


= A [^,f+ 

dp 



+ 




lu; <^i2+ + 

u=i J 


+ 



+ 2ni 



und schlieBlicli, indem man die mit Hilfe der Relationen (S.) sich ergebenden Glei- 
chungen: 




Die zu der ausgezeiclmeten Cliarakterista- geliSrigc-a Fimktionen. 
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f'la* = a, -H =1 (£jh\ 

J *'■ '■ P U .-"),: 

ay 

+ 

= ==o, 

bt 

+ 

+ 

bei denen die fur r=p, a = s auftretenden Zeicheii als gleichbedeuteud 

niit den Zeicben beziebuiigsweise auzusehen sind — beniitzt und beachtet, dafi 

+ + + + 

Jui-dH* = Jw;dsi* - ri^+ = _ r a*du\ 


It 




+ 

— J QcUil, 


m - m =+/% ^ 

bt by by 

by 

= - «> + (-1)” 1)’" 7 ®/fe 


ist, die Grleicbung: 


•^1 - - 7 @ 1 "/ <i»l + (- !)• 7 1 ' 

+ (-1)*"'7 ® J 

Zur Auswertung der mit bezeichneten Integralsumme beacbte man, daB sicb 
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die Funktionen J2, S2 fiir das Gebiet des Punktes diircli Gleichnugen von 

der Form: 


■“ ~ ;- h — J- + '•■■!-"T C^Q T- -}-•••+ + ’ 


(R.) 


0 

~'y 


^(z) — In — -j-h + ' • • + —+ • • • + Can K + 

^a Z„ Z,-. z' o 


_-L 

darstellen lassen, wobei fiir o' = 1, 2, • • •, q s„ = z fiir a = $' + l,^ + 2, s 3^ = 
ist, die S, c, 2, c von z unabhiingige GroBen bezeichiien imd speziell • • •, die 

bei der Bildung von £l(z) benutzten Konstanten sind. Da nun der Wert von Jo aus- 
schlieBlicli von dem durcb die Gleichnngen (R.) charakterisierten Verhalten der Funk¬ 
tionen 12, i2 fur die Punkte 7^i, •••,7^, abliangt, und diese Gleichungen (R.) genau 
dieselbe Form haben wie die Gleichungen (R.), welche das Verhalten der im ersten 
Teile, in Art. 1 des siebenten Abschnittes, aufgestellten Funktionen W, W charakterisieren, 
so bleiben die dort zur Auswertung der auf die Funktionen W, W sich beziehenden 
Integralsumme Jg durchgefuhrten Untersuchungen rich tig, wenn man darin allenthalben 
die Buchstaben TP^, W durch die Buchstaben i2, 22 beziehungsweise ersetzt, und es ergibt 
sich dementsprechend fur die hier vorliegende Integralsumme Jg die Gleichung: 

a = s d = s a = ti _ a ■=: s f-i = _ 

jg = - '271^ - 27li^ 2 

<j = l ff=l a = X a=t /< = ! 

Tragt man jetzt die ftlr J^, Jg gewonnenen Ausdrucke in die Gleichung 
ein und eliminiert aus der so entstehenden Gleichung und der zu Anfang fiir J ge¬ 
wonnenen Gleichung die GroBe J, so erhalt man die Formel: 


d’‘£lia) 


_ a = .V /« = _ 

0 -=l = 1 


cr = l 


0 ’= 1 


bt 


"h 

•»' =i? /^7?2 


d”Sl(s) 

dz’‘ 


du: 


Um dieser Formel eine fiir die Anwendung bequemere Gestalt zu geben, fuhre 
man mit Rticksicht darauf, daB 


(j}l) ' ’ '} Vi’ Vs + 'i’ * * Vs + rf Vi + r'+X’ ' ' *’ Vq + r+^ ('^ 1 ? ‘ ‘ '? ‘ ' 



Die zu der ausgezeiclineten Charatteristit gelidrigeu Funktion.-n. 


1 ; 5 ‘ 


ist, fill die in den Gleiclinngen (R.) vorkoinmenden Konstaiiten ii, c, c, m' eine neue 
Bezeichniing ein, inclem man 


fiir O'= 1 , 2 , 3 , • • •, q 


Q = 9 (“o-) Q _ Q(^j) 


'j __ 

^a/.t '-'u ) 


fiir a 


= Q ^Q{=^a) ^ _p:v 

" '^0 ’ II — Gi j 

R z^zQi^^a-q) p 

j + l,j + 2,•••,» + )■ - "" ’ r'' > ’ • 

[£,-S<"«-> =2(»—) c J 

'*'0 J ~ffit } 0,;ii — <-u > 


i/i = n 


fill-iT=}-[-)■+i,..-,2+ri ’ r'" r" > = 

'■ '^'O '<>'0 > <^(7II ~II 5 U - Ojj ^ , 

setzt, und bringe dementsprechend die zu Anfaiig des Artikels aufgestellte, die Fmik- 
tion i2(^) definierende Gleichimg in die Gestalt: 


■?';[+I 1 +• • •+p|'; 

+T (sr* -p I “‘i+fis"'’ ^ I I+■ ■ •+SC’11“/1) 

+A’ (sr'> i'l”;!+sr'> p|”;|+•. •+s£*> p|c|)++ o. 


Nun beaclite man, daS die Funktion P “ L deren Derinerte nacb. 2 ebeudort niit 

_ 0 ^ I 

i2(^) bezeichnet wnrde, der Gleickung (3.) des Art. 7 zufolge fiir das Gebiet des 
Punktes rj^ (c=i, 2 ,...,«) dargestellt wird durch die Gleicbung: 

A = c 


= P, 

0 \ria 




;!=! 




und da6 daber 

far das Gebiet des Punktes (t=i, 2 ,...,o die Gleichungen: 


P 

0 


= P 

0 


I?=00 ^ 

r' 1 


Z = 1 


^ =00 




?. = n 


fur das Gebiet des Punldes die Gleichungen: 


P 




fur das Gebiet des Punktes 00 ^ ()i= 1 , 2 , ■••,</) die Gleichungen: 


P 

0 


= P 

0 


Z =:00 


+ ^T? 


;.=i 




P-B, II. 


18 
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bestelien. Man erkennt danii, claB alle Konstanten 2^'^ 2^"^^ und auch alle auBer den 
Konstanten nocli vorkommenden Konstanten 2^“^ sowie die Konstanten 

'■ ^ /. = 1 , 2 , • • •, ?iWp -1 ’ 

j den Wert Null liaben, und daB sicb dementsprecbend die vorher ge- 
wonnene Formel — wenn man nocb das auf ikrer recliten Seite kinter deni ersten Integral- 

auf Grund der in Art. 7 unter (8.) an erster Stelle 
ersetzt — auf die Formel; 


d"p 

a 

0 

z 


zeiclien steliende (>) — ^ 

stehenden Gleichung durch (n —1)! P 


da'' 


r = 1 
{} = ;* 


/ = 1 
/ = «n 


/ = —1 

/ = 1 




+ {-1)"A' fir"’ Afif-'cf') 

()=i I /. = i 

y. = l I ;. = n/;, + 1 J 

J A. _ 

V 1 w J « a > J 

p-TTZ;" t/ 

reduziert. Dabei soli der in der dritten Zeile an dein Summenzeiclien stebende Akzent 
andeuten, daB bei der Summation diejenigen, der Eeihe 1, 2, • • •, g angehorigen, Werte 
von X auszuscbliefien sind, fiir welche etwa + 1 ist. Die in der vierten und fiinften 

Zeile vorkomniende GrdBe (S ist, der neuen Bezeicbnung entsprecbend, bestimmt durch 


die Gleichung: 


@ - J‘s^>+Nsr'’ +l’sr'>- 

•r = l 4’==! y. = i 


In die letzte Formel trage man jetzt fiir die darin noch vorkommenden GrdBen 
c, 2 ihre aus den vorher fur 12 [2) aufgestellten Entwicklungen unter Beachtung der 
Kelation [g-\-'}i\n) = (— 1)” (— g | n) sich ergebenden, durch die Gleichungen: 


4'r) P = (-!)”(-AI ^^)^P 




{n — 1) 1 


n/it 


2 = 1 , 2 , 3 , • 


;. = i, 2 , 8 ,..- 


p 



a 


2L7.1-*-(-!)"■ 


ny,^ — I 




;. = 1 , 2 , s, • • • 




— X 
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bestiiiiinten Wcrte ein. LaBt man rlann nocli bei (b‘r eiitstan^leiion For m al in iiem*r 
Bezeicbniing an Stelle cles Buchstabeiis £ dmi Biiciistaben S iiinl hieraiif an Stelln des 
Bucbstabens c( deii Biiciistaben s treten, so erliillt man sclilieljlich «]ie fur jedeii inneren 
Pnnkt ^ der Flache T” geltende Fonnel: 


d'^p.(z) 

fL-” 


(D.-) 


r = / 



r = l 





I 


+ :s\ 2 (-i— 

y. = </ ( X=Pi, ^ ) 

+ J" ^ (f « 

z = 1 I ;. = n(;, +1 \ > / X-nty, "■ I J 




p 


rpp 




+ 4 ^ '2 

J dr ’ ’ 


welclie die gewiinsclite Darstellung der Derivieiten des zuletzt fiir fliz) aufgestellten 
Ausdruckes durch Elementarfiinktionen enthalt. Die hierbei auftretenden Konstanten 
cp\ • • •, cf/J-i Koeffizienten, welcbe in der Entwicklung der Funktion Sl\z< 

fiir das Gebiet des Pnnktes den Potenzen zl^, zl^, • • •, bezieliungsweise ziikommen. 


10 . 


Die im vorliergeiienden Artikel gewonnene Formel (Dq.) kann, da bei ihr die 
Sclinitte I niclit melir in Betracht kommen, auf die Flache T' bezogen werden und gilt 
dann, rbrer Ableitnng gemaB, fiir jeden von den Punkten 00 , a, a verschiedenen inneren 
Pnnkt z der Flache T\ aber nicht, wie leicht zn erkennen ist, fiir jeden Pnnkt z der Be- 
grenznng dieser Flache; sie laBt sich jedoch so modifizieren, daB sie anch noch gilt, 
wenn der Pnnkt z ein Pinikt der Begrenznng von T' ist. Um diese Modifikation zu 
erhalten, sollen znnachst die auf ihrer rechten Seite an erster Stelle stehenden Inte¬ 
grate einer eingehenden Untersnchnng nnterzogen werden. 


Da die Funktion P 


einerlei 


und damit zugleich anch die Funktion P 

welche Zahl ans der Reihe nnter a verstanden wird, als 

bei den komplexen Yeranderlichen z stetig ist, wenn ^ einen zum Schnitte gehorigen 


dti'„ 

~df 

funktion der 


18 ’ 
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Punkt, « einen weder zuni Schnitte 1>„ gehOrigeu noch mit clem Pimkte g, zusammen- 
fallenden Punkt der Plache T bezeichnet, so wird duroli die Gleichung: 


( 1 -) 




{n — 1) 




d ui 


eine fur jeden weder zum Scliiiitte geliorigen noch mit zusammenfallenden Punkt 
der Flache T' einwertige und stetige Funktion der komplexen Veranderlichen ^ 

definiert. Die Funktion dmch die Gleichung: 


( 2 .) 


jrK^) - - ^ ffi\- jkfP 


definiert werden, da die Werte der Funktion P 
hOrigen entsprechenden Punkten t~, wie leic 


dui 


zwoi zum Schnitte F 


P 


it zn sehen ist, durch die Gleichung 

z I ^ (w—i)! ^ verkniipft sind. Beachtet man nun, dafi fiir die auf 

den rechten Seiten der Gleichungen (1.), (2.) stohenden IiitcgraJe die Schnitte a„, nicht 

z 


w 


p 


in Betracht kommen, da jede der Funktionen P 


^ und sowohl fiir je zwei 


zum Schnitte wie fiir je zwei zum Schnitte c„. gehorige eiitsprechende Pimkte 
deiiselben Wert besitzt, und dafi daher die Integrationswego der in Eede steheiideu 
Integrale auch als in sich zuriicklaufende angescheii und doinentsprechend, ohne daB 
diese Integrale eine Wertanderung erleiden, durch Dtd'oi’mation vollstilndig von dem 
Schnitte losgelost werden koimen, so erkennt man W(3itor, daB die Gleichungen (1.), (2.) 
durch die Gleichungen: 


[1-] 

[ 2 .] 


= j p|«| M, - ^ dK 


ersetzt werden konnen, wenn nur die neuen Integrationswego /?„, den folgenden 
Bedingungen genugen. Die von dem Integrationswege FT i-^nd dem neuen Integrations- 
wege begrenzte Kingflache soli, von Teilen der Schnitte a„, abgesehen, keineu 
Teil eines der noch tibrigen Schnitte a, b, c und weder den Punkt 0 noch einen der 
Punkte a enthalten; ebenso soil die von dem Integrationswege b~ und dem neuen 
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Integrationswege begrenzte Riugfliiciie, von T»*ilen des Schnittes r/, aDgeselieo, keineii 
Teil eines der nocli ubrigen Sclinitte a, h, c imd weder den Punkt ^ eiiieii der 

Punkte a enthalten; endlicli hat man sowohl liei der Linic wie hei der Linie y,, als 
die positive Richtnng des Diircblaiifens diejenige anzuseht'ii, welehe zii der ins Jiinere der 
eiitsprechenden, eben ei’v^ahnten Ringflache gerichteten Xomialeii so liegt wie die 
positive Richtnng der ll-Achse zur positiven Richtnng der X-Achse. Die Gleichimg [1.], 
die iin Gegensatz zur Gleichung (1.) nicht versagt, wenn der Punkt ^ in cdiien der 

Punkte von h~ ruckt, liefert nun die der Stetigkeit eiitsprechenden Werte der Funk- 

tion fur diese friiher ausgeschlossenen Punkte; el)enso liefert die (ileicliuug [2.], 

die im Gegensatz zur Gleichung (1.) nicht versagt, wenn der Punkt r in einen der 

Punkte von Oder in den Punkt 5 ,^ rilckt, die der Stetigkeit entsprechenden Werte 
der Funktion fiir diese fruher ausgeschlossenen Punkte; uud die so vervoll- 

standigte Funktion ist dann eine fiir jeden Punkt der Fliiche T' einwertige nnd 

stetige Funktion der komplexen Feranderlichen z. 

Die Werte der jetzt fur die ganze Flache T' definierten Funktion in je 

zwei zu einem der Schnitte a, h, c gehorigen entsprechenden Puukten siiid in der 

Weise verknupft, dafi 

langs a, {(^i)+ = ^ = i, 2 , • ■ 



langs 1 ), I JJi'^^zy = jy\z) + (-1)" 2 ^ 


j = 1 ,1', - • rr — 1 , <7 T-1, ■ • j!, 


+ 


A 


dir„. 


langs c„ [jy\sy - , 


ist. Die Richtigkeit der ersten, zweiten nnd vierten dieser Gleichungen erkennt man 
unmittelbar, indem man beachtet, daB die Funktion jy\s) fur jeden nicht ziim Schnitte 
gehorigen nnd auch nicht mit dem Punkte zusammenfallenden Punkt z der 


Flache T durch die Gleichung (1.) hestimmt wird, nnd daB langs a,. 


P! 

I n 


langs j), [p 


= p 


{n 


Ayi IF’ xF 


i + 

z 


= P 


P 


ist. Um dagegen die an dritter 


Stelle aiifgefuhrte Gleichung zn gewinnen, hat man vor allem zn beriicksichtigen, daB 
die anf ihrer linken Seite stehende GroBe jy\^y durch die Gleichung [2,], die auf ihrer 
rechten Seite stehende GroBe jy\zy durch die Gleichung [1.] bestimmt wird, nnd daB 

langs 6. (P^^-=P^~- r-Avf ist. Man erhalt dann fur die 

O ^ [n Z 71 z {n — 1)! ctg 

Gleichung vorkommenden GrbBen jy^zy, Jlf\^y die Gleichungen: 


in 


der 


genannten 
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imd clemnacli fiir die Differenz J}^\zy — jy\z)~ zimachst die Gleichuug: 


~ jyyy = - 




Aus der von imd 1)'^ begrenzten Eingflache sowohl wie aus der vou imd be- 
greiizten Eingflache denke man sicli nun die in sie fallendeu Teile der Schuitte c„ 
entfernt imd bezeicbne die so schnittfrei gewordenen Eingflachen mit Bo beziehungs- 


weise. Die aiif den Punkt z von bezogene GrbBe P|^ ist dann, bei festge- 

haltenem z~ als Punktion des Punktes 'C betrachtet, eine in der Eingflache B^ einwertige 
und mit Ausnahme des dem Punkte z~ entsprechenden Punktes von y anch stetige 
Punktion der komplexen Veranderlichen t, ebenso aber eine in der Eingflache B^ 
einivertige und mit Ausnahme des Punktes z~ anch stetige Punktion der komplexen 
Veranderlichen t, und zudem gilt fiir je zwei zu dem, die Eingflache B^ von der 
Eingflache B^ trennendeup Schnitte gehdrige entsprechende Punkte ‘(y, die Grleichung 


P 


^ jp ^ 
dS n Z- 


diih. 




'jf + -jy • Deflniert man nunmehr fiir die aus den Eingflachen 

B^,B .2 sich zusammensetzende Eingflache B^^pB^ eine Punktion P(^) der komplexen 
Veranderlichen indem man 


fiir jeden Punkt ^ von 




S - ciy 

z d^ ’ 


fiir jeden Punkt ^ von B^^Py) =- P 


^ - dy 2 d”'it^ du), 

z d^ ' p{n — 1 )! d^ 


setzt, so hat diese Punktion F(y) in je zwei zum Schnitte h„ gehorigen entsprechenden 
Punkten denselben Wert und sie ist daher, wenn man noch die aus der Flache 

Pi + Pg durch Aufhebung des Schnittes I)„ hervorgehende, ausschlieBlich von den Linien 
/^( 7 j /(T begrenzte Eingflache mit P bezeichnet, eine Punktion der komplexen Verander- 


14:5 


I>it' zu tle-r au-'L'.-zvir-luiftL*n <'harakTrri'tik irfhr.riiff!; 


lichen welche fur jedeu vuu dem Pmikte 
einwertig imd stetig ist, fur deii Punkt 1 

wird, daB die Difierenz F ilf j — 


v«u‘.schit^driieii Puukt d«'r Flilehe 11 
t = z- dagegeu in der Wei.se iiiistetig 

fur dieseu Punkt stetig hleiht. Deiiigeniafi besitzt 
das um den Punkt ^ = ^ in negativer Piiclitimg erstreckte Integral J F 1' - 
den Wert Null, oder, was dasselbe, es besteht die Gleiclmiii^: 


- A' d ii'j 


!>• 


Irri d'‘u'. 


H — 1 ! d:“ 


Mit dem bier links stehenden Integrale stinimt aber, iidulge der eben angefohrten 
Eigenschaften der auf die Flilclie it bezogeneu Funktion Fi'l), das iiber die, yon den 
Linien /3^., gebildete, Begrenzung der Flilehe F erstreckte Integral CfCFhVZ dein 

Werte nach uberein, weun man dabei die Integratioiisrichtiing so wilhlt, dafi sie zu der 
ins Innere der Flache F gerichteten Normalen ebenso liegt wie die positive Ricbtuiig der 
yi-Achse zur positiven Eichtung der W-Achse, oder, was dasselbe, daB die Begreii- 
zungslinieu y„ in der vorher fiir sie festgesetzten positiven Eichtung durchlaufen 
werden, und es besteht daher auch die Gleichunsr: 


/F(r) rf; +/F© K - (-1/-' ^ ^ 


Ersetzt man nun in jedem der beiden auf der linken Seite dieser Gleichung stehenden 
Integrale die GroBe F(^) durch den ihr auf Grand ihrer Definition entsprechenden 
Ausdruck, so erhalt man die Gleichung: 


1 +/4i'r‘^“il+5cAi)T/# =(-1) 


n -1 

[n — 1)! dzr" 


und diese Gleichung liefert dann schlieBlich durch passende Verbindung mit der vorher 
ftir — jy\ 2 )~ ei'haltenen Gleichung die Gleichung: 

■p 

jyw - jyw - (- 1)"2 ^ + i-J0 

Damit ist aber, da ist, die gewiinschte, das Yerhalten von 

langs des Schnittes charakterisierende, Gleichung gewonnen. 
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Aus den Fimktioneu bilde man nun durch Addition iind 

darauffolgende Multiplikation mit y die Fuuktion: 


Sni^) = 


7 


(T=P 



(T= 1 


Die so definierte Funktion S,^(£) ist eine in der Flache T' eiiiwertige und stetige 
Fuuktion der koniplexen Veranderlichen deren Werte in je zwei entsprechenden 
Begi’enzuugspunkten in der Weise verkniipft sind, daB 


(S.) 


langs o, - 5'.(2)', 
langs h,. [S'„(^)+ = S„(zf + (- 1)“ j 
langs c, [S„(^)+ = 




du: 


»'= 1,2, 


ist, und es besteht zudem auf Drund der Definition der Fuuktion (c7=i,2,- ;p) ftir 

jeden weder zu einem der Scliuitte • • *, gehorigeii nocli mit einem der Punkte 
§ 1 , •••, zusammenfallenden Punkte; der Flache T' die Gleichung: 


8 ,{z) 


(»-i) 

21 ) lit i 


, (r=P d 

/ 

(7=1 t/ 


P 




ftir jeden der negativen Seite eines Schnittes h angehorigen Punkt z == z der Flache T' 
die Gleichung: 


S.(^) 


(«-!)! y Tplf 

pTti ^ n ja' 


dui, 


fur jeden der positiven Seite eines Schnittes h angehorigen oder mit einem Punkte § 
zusammenfallenden Punkt z = z" der Flache T' die Gleichung: 




1 )! 

piti 



dui- 


2 



dill. 


Aus dieser letzten Gleichung erhillt man noch iinter Beachtung der Gleichung (3,„.) des 
Art. 5 die Gleichung: 




du\ 


Oder, da j *-j~ch{\ = ~J tU'i i<t. die Uleii.-liniiL^: 



Eiiie Fmiktioii der komplexeii Yeraiiderliclien welche i'fir jeden Puiikt ,r 
der Flaclie T' eiuwertig luid stetig ist iind den tJleicliinigen :S. geiiilgt, kaon sicli. 
wie aus dem Fundameiitalsatze folgt, vou der Fiinktioii Y k. niir iini eiiie additive 
Koustante c unterscheiden; geniigt sie auBerdem iioeh der Gleicliiing ■ X . so ergibt sieli 
fiir c der Wert Xull. Die Fuiiktion S^;z'. ist also lllicIi dureli die soeben genamiten 
Eigeuscliafteu vollstaudig bestimmt. 

Fiihrt man jetzt scliliefilicli bei der Forme! (Do.j fur die anf Hirer recliteii Seite 
an erster Stelle stelieiide Iiitegralsinnme die Fimktion .SjFi mit Hiife der vorher fiir sie 
aufgestellteu Gleicliung eiu, so geht diese Formel iiber in die Formel: 


(V‘ a {:) 





ti = r (/.= nu„—l 


(D.) 


+ iS’ y i-^ + egL(„_i)!s;;.)P 






A = 1 

! J nUf-r*- 


und diese neue Formel gilt fiir jeden von den Puukten oo, a, s versciiiedenen Punkt z 
der Flache T', da die Differenz ilirer liiiken und rechten Seite eine in der Flache T 
einwertige und stetige Funktion der komplexeii Veranderlichen z ist, welche fur jeden 
inneren Punkt und daher auch fiir jeden Punkt der Begrenzung den Wert Xull hesitzt. 

In hezug auf die am Schlusse der Formel (D.) stehende Integralsumme moge 
hier noch bemerkt wnrden, daB sie iinmer den Wert Null hesitzt, wenn n eine gemde 
Zahl ist. Wendet man namlich auf das hinter dem Summenzeicheu stehende, ilber h; 
erstreckte Integral das Verfahren der teilweisen Integration (n-l;-mal hintereinander 


an, so erhalt man die Gleichuiig: 


rd^ui dui 7^ 1 C 

J ds" J 


dn; 

dr 


d^til 






■,P) 


P-E, II. 


19 
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die, wenn n eine gerade Zahl ist, fur das in Eede stehende Integral uud damit auch 
filr die genanute Iiitegralsmume den Wert Xnll liefert. 

O O 


11 . 

Mit Hilfe der Forniel ID.) sollen jetzt die Derivierten der Eleinentarfunk- 


tionen s\, F 


F 


, F 


, F 


Man setze, unter r eine Za 




aus c 




dargestellt werdeii. 


er Keihe 1, 2, • • •, p verstehend, in dein zuletzt 


fin* Fl{s) anfgestellten Ausdrucke die GroBen S samtlicb der Xnll gleich, ebenso die Koii- 
stante G, dagegen dann gelit i2(^) in u^\z\ ilber, an Stelle der 

Entwdckliing der Fmiktion Fl{z) fin* das Gebiet des Punktes {0 = 1 , 2 , •••,,•), aus der die in 
der Formel (D.) vorkomnienden GroBen zn entnelnnen sind, tritt die Eiitwickluiig: 


‘i(Az\ 




wobei 


;. = o 


= FI. 


21 




nnd die Formel (D.) liefert, wenn man sie auf diese spezielle Fnnktion £l{z)= u^\z\ 
bezielit nnd beacbtet, daB bei dieser Fnnktion die GroBe @ den Wert Xnll besitzt, filr 


die Derivierte der Fnnktion z die Darstellung: 




d” uA^\ 
ds'‘ 


(j = r = 

<j = 1 A = 1 




sgw p 

i/(p —A 7 . 


_L V / ^ 

J dr 


(r = l, 


,P) 


Man verstehe jetzt unter i] einen der drei Punkte a„, 00 ^ — wobei a eine 
Zabl aus der Reihe 1, 2, • • •, r, x eine Zalil aus der Reihe 1, 2, • • •, bezeichnen soli — 
und setze in dem mit Fl{z) bezeicbneten Ausdrucke die GroBe 2^''^ der Eins, alle iibrigen 

GroBen S sowie die GroBen %, Slg. •••, 21^, C der Null gleich; dann geht i2(^) in F^^ 

+ + 

die Integralsumme X / ilu\, in ^ / 

,/=ir=i X 


d'^F 

n 

0 



dr 




clu\ Oder, da auf Grund der in 
(«-l)! P 


d’^F 

n 




ist, in 
elle der 


Art. 7 unter (8.) an erster Stelle stehenden Gleicliung 

j[j7ii ilber, die zu £l(z) gehorige GroBe © erlialt den Wert 1 und an S 

Entwicklung der Fnnktion ,Q.(z) filr das Gebiet des Punktes ((1=1,2,...,r) tritt, den 
Gleichungen (3.) und (1.) des Art. 7 gemaB, die Entwicklung: 

A = oo 


F 

0 






wobei 


<;(“») -ip 


;.=o 


;.=i, 2 , 3 ,--- 


wenn der Punkt von dem Punkte i] verschieden ist, dagegen die Entwicklung: 


F 

0 


A =00 


111 ~ ^ dx^'^zl , wobei = T (-f* 

A^S ^ <’• A=l,i3,. . ^ 
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Ih*-,' zu d‘'i' uu'Sgt/>-i'liiiPit.-ii ( hur.ikiL-ri.-itik l'''!!'’:': I'uiiktiMr,*-: 


wenn der Piuikt sieh iiiit deni Piinkto /. d«'<'kt. \va< librin**!!.' niir in dt-in Falle, 
wo 1] der Punkt ist, vorkuinnnni kaiiii. Unter^rbrsdet man jrtzt in beziiir ;iiif die 
drei Falle i; = ei, = cc^, mid bezieht die Funnel Ij. . iiidem inaii zugleicli 

den Buchstalien Ej, din* eiiieii belieliiLren von dtm Punkten e,, a., x; ver- 

sehiedeiien inuereu Punkt der Flaehe T' iiezeirhiiet, durch t eixetzt. der Ileilie iiaeh aiif 
die speziellen Fnnktionen = = rrhillt man 

filr die id'" Derivierte der Fnnktion die Darstelliimr: 


fD.;; 





filr die n*"' Derivierte der Fanktion P die Darstellunpr: 


(Da.) 


pp 

“a 

n 

Z 


dz> 


(-ir^ 





'■) 

A 



UHu - A 


Q = r Zr=nfi -ii- 

+ 5?' y ^ 


( 

\7i,Ua~A 

) 


_L_^\ 2 

unug — Al^ ■ 

■ 


P 


(J = 1 A = 1 


, P 


ftir die «‘® Derivieite der Fnnktion P 

0 


+ {-1 j" SJs) - S.(a„) +-:^'y f^d III , 
die Darstellung: 


,-ri J 

hi 


(<7 = 1,':,-• ,r} 


(D 4 .) 


d^P 

°°r 

0 

Z 




Q-r A = 7i/«(,-l 






P 


Q = 1 X = 1 nil^ — % nfx^-). 

+ (-1)"S„(.) - s,Xoo,) + f pdvi 


{r = l,2,--,v) 


Dabei soil der auf der rechten Seite der Formel (D3.) an dem Summenzeichen stehende 
Akzent andeuten, daB bei der Summation fiir den Index q der Wert a anszusclilieBen ist. 

Man verstebe jetzt unter t] wiederum einen der drei Punkte 61 , a^, 00 ,, unter m im 
ersten Falle die Zahl m^, im zweiten Falle die Zahl n^, im dritten Falle die Zahl und 

19* 
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seize in deni znletzt fiir untVestellten Aiisclrucke die GruBe 2A der Eins, alle tibrigen 
GroBen S sowie die GrdBen 5[i, 31^.. G der Null gleich; daiin gelit S2(s) in pj'' 

ilber, die zugeliorige Grdfie e erbalt den Wert E'lill mid an Stelle der Entwicldiing der 
Funlvtion i2(^) fiir das Gebiet des Piinktes («=!,-% -.e tritt, den Gleiclimigen (4.) und 
(2.) des Art, 7 gemiiB, die Entwickliing: 


F ^ = y cf, woiiei cf 

A = 0 / = 1 , 2 , o, • 


i_lAA 7> 

(Hi—1;! ^ Ufej"' S A’ 


wenii der Puiikt a„ von dem Punkte t] verscliiedeii ist, dagegeii die Entwickliing: 

p\l\ = wobei -- ^])„, 

wenn der Punkt sich iiiit dem Punkte ?] deckt, was tibrigens niir in dem Ealle, wo 
7 } der Piinkt «„ ist, vorkommen kann. Unterscheidet man jetzt in bezug auf t] die 
drei Fiille ?/ = Ci, rj = tj = oo^ und bezielit die Form el (D.), indem man ziigleicb den 
Buchstaben e^, der einen beliebigen von den Pimkten aj, • • oo^, • • •, oo^ ver~ 
schiedenen inneren Punkt der Flaclie T' bezeicbnet, durch s ersetzt, der Eeilie nach 

auf die speziellen Funktionen Fl(z)==F^^ , 42(^) = P jQ(^) = pj“’', so erhalt man 
fiir die Derivierte der Funktion pH die Darstellung; 


e 

d^F . q = r ^ = 71// -1 ( , 

= Pl+j^,2 2 — 

dz ' n+m ^ ■^''■^ = 1 ;. = 1 


— X ’iHc 


p 

0-1 ^ / >>. 


I rci tJ 


^ dii, 


fiir die Derivierte der Funktion P die Darstellung: 




n^i X I 


P “o I ^ \ f r P — —l—l'i P 

^ /n/.ia+-m ^ 0^^ ^) • npL^ — X f ^ 


I'niiQ X 

■ 1 P M- 

niL^-X Ur, 

Ov 


4 p “bo 4 

“ff nitp—}. a ''0 2 


(tr=l, 2, r) 
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Die zu dor aiisgozoiohnotc-u Ciinruktori.siik Fu!;k' 

die Diir.-;telini]if: 


(Dr.) 


fiir die Derivierte der Funktioii P 
d'‘P 






- 

1 

«-r/. = 7 i«p-ll 



dz'^ 


(,« na.^-~K 

r=p "/I 


; <r‘ 

'.d ':JJ' 


xr — /. 


P 


= 1, 


Pk) 


rp ; 

711 Z 


wemi m<ni^ + l ist, dagegen die Darstellniig: 

/ f^o ^ 


dz^‘ 


-=(fi 

7l) P 



f ni — n tj. 

Z 


+ 


Q = r l=nu^-X 

_ I _ "V 

I'ni — 1''! 

" (7 = 1 /. = 1 


n^l,! - A IHfp—X S X 


, .=, rd’P 

^ ^ / - r:: - d4 

rtJ tJ dC * 


(r=I, 2 , 7 ) 


r = l .+ 


wenn ■/« ^ n P 1 ist. 

Dabei soil der auf der rechten Seite der Formel (D,;.) an dem Summenzeiclien .stehende 
Akzent andeuten, da6 bei der Summation fiir den Index q der Wert g auszuscblieBen 
ist. Was den Bucbstaben m betrifft, so vertritt derselbe bei der Formel (Tig.) die Zahl 
bei der Formel (Dg.) die Zahl n„, endlich bei den Formeln (D-.), (Df.) die Zahl uiid 
es kann daher, insofeme 7n^, unbestimmte positive ganze Zalilen sind, in den 

aufgestellten Formeln imter m irgend eine positive ganze Zahl verstanden werden. 

Die auf der rechten Seite der Formel (D^.) vorkommende Integralsumme, bei der, 
ebenso wie bei der Formel s einen behebigen von den Punkten cc^, • • •, a^, oo^, .-., 00 ^ 
verschiedenen inneren Punkt der Flache T' bezeichnet, kann, da fiir jeden solchen 
Punkt e auf Grand der Definition der Funktion SJz)\ 


Sn{e) 


r pis 




de^‘ 




d”‘P 




(I ui 


und der Formel (Y.) des Art. 7 gemaB (n —1)! 


dPP 

i 

n 



d&'‘ 


On~l')! 


d>^P 




ist, durch. 


■■ ersetzt werden, und es tritt dann an Stelle der Formel fD^.) die Formel; 

{m —Ij! ds’ - / 


[D 5 .] 


d^P 


dz^ 


= (— m I n) P 


n + m 


Q = r 1- 


+ 


1 

(w — 1)! (Zs”* 


—11 ■ 
\ 






n J 

P 


^ 1 ) 


, p ^ 
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Die Funnoln fD..'), [D^.J gelten ilirer Ableitiiiig gemaB fiir jeclen von den Pniikten 
a, oo verschiedenen iuneren Puukt e der Flaclie T'. Da jedocli bei jeder dieser beideu 
Formelu die Ditfereiiz der linkeu und recliteii Seite bei festem z eine in der Flache T' 
eiuwertige und stetige Funktion der komplexen Veranderliclien e ist, welche filr jeden 
inueren Punkt e iind daher aucb fiir jeden Puukt e der Begrenzung den Wert Xull 
besitzt, so gelten diese Formeln auch noch fiir jeden an der Begrenzung von T' ge- 
legenen Punkt g; nnr miissen, weun * ebenfalls an der Begrenzung liegt, die Punkte e, z 
als Punkte der Flache T betrachtet getrennt liegen. 

Es soil jetzt schlieBlicli noch die Derivierte der Funktion 8„,(z) dargestellt 
werden. Zu dem Ende ersetze man bei der Gleichuiig: 


dz'^ 






r d^F 

i w 

z 


r)iti t/ ds’‘' 

^ J'=:l 




welche fiir jeden von den Punkten cc, oo verschiedenen inneren Punkt z der Flache T' 
gilt, die hinter dem Integralzeichen stehende Derivierte durch den ihr auf Grund der 
Formel [Dj,.] eutsprechendeu Ausdruck. Man erlialt dann die Formel: 


(D«.) ^ = + 




Q = i ;.=] 
+ 




)('V J 


p r d"‘ P 


l'=l .+ 




dV‘ 


dui]F 




die ihrer Ableitung gemaB fur jeden von den Punkten a, oo verschiedenen inneren 
Punkt z der Flache T' gilt, die aber auch noch — da die Differenz ihrer linken und 
rechten Seite eine in der Flache T' eiuwertige und stetige Funktion der komplexen 
Veranderlichen z ist, welche fiir jeden inneren Punkt z und daher auch fiir jeden Punkt z 
der Begrenzung den Wert Null besitzt — fiir jeden an der Begrenzung von T ge- 
legenen Punkt z gilt. 

Nachdem so die Derivierten der zur Charakteristik ^gehorigen Ele- 


mentarfunktionen dargestellt sind, laBt sich jetzt die Funktion P 
Art. 7 unter (8.) fiir sie aufgestellte Gleichung: 


indem man die in 


(8x-) 


P 



, d’^P 

3 

__ 

1 0 

e 


(m — 1)! 




mit den Formeln (Dg.), (Dg.), (D^.) der B.eihe nach verbindet, durch Elementarfunktionen 
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Die zu der ausgezeiehnetfB I’harakteristik g^-liMrigr;; ru:ik*;<j:irB. 

luit clem Argumente e und (lurch die Fuiiktion X, e darstellmi. Uni diese Dar.'fteiliing 
zu erhalten, beachte man, claB die Formel sD..: fur irgend zwei vun den Pmikteii ci, 
verschiedene Pmikte e, 0 der Flache T' gilt, wemi imr diese Piiiikte aU Pmikte dt^ 
Flache T betrachtet getrennt liegen. daB dagegen die Fornieln D-.., iJj. fur jeden von 
den Punkten a, 00 verscliiedeuen Punkt ^ der Fliiclie T gelteii. Erketzt man daraufhiii 
bei den genannten drei Pormeln in neuer Bezeichiiung den Buclistaben ^ durcli den 
Buchstaben £ und gleichzeitig den, nur bei der Funnel iD..; vorkdiiimentlen, Biich- 
staben e durch den Buchstaben , 2 , endlich den Buchstaben n dureh den Buchstaben m, 
so erhalt man zuiiachst drei Gleichungeii, deren liiike Seiten v«jn den (IrOBen: 


iZ"‘P 


d‘“ P 

^r, 

P 

1 

0 

s 

0 

£ 

0 

k 1 


cZe“ ’ ' t/f"* 


beziehungsweise nebildet werden. Fuhi-t man nun noch an Stelle dieser GruBen aiif 


Cfrund der vorstehenden Gleichung die CtroBen; 


(w-l)!P 


fn-l)!P 

' in 


[m — 1) I P 


beziehungsweise ein, so erhalt man schlieBlich die drei Ctleichungen: 


(E.-) p : = (-1)”^ 


1 '“j 


{in — 1)! 


2 2 


0=1 -t=i 


wit —% in ft f—A 


(-1)” 


rm — 1 ) 


(E.-) P 


£ 

__ (_iy« 

P 

«tr 

1 

CCq 

Pr 

JL 

mu a 

s 



m 

1 - (sAyi A ' 


i_" V r'V / p “a ^ \ p 

— ^ milfj — X \mua-l ^ = *■ 


(?» —1) 


X = l 


— X 


Q = rX = m/j -1 I „ 

->^1 \ i' 

(in — 1)! 


1 = 1 1 = 1 


Wft^ — X mfif-i- 




(- 


(in 




1,2, ■ ,r) 


(E«.) P 


TOfi„— X 


^0 


j ^=rZ = mfi^-l 


P 


P 

<»r X e 


i-ir 


(m — 1) 


1 1 
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von denen die erste fiir irgend zwei von den Punkten a, oc verscliiedene Piinkte s, z 
der FlacTie T’ gilt, wenii niir diese Pimkte als Pimkte der Flacke T betrachtet getreniit 
liegen, die zweite iind dritte dagegen fiir jeden von den Punkten a, co verschiedenen 
Punkt e der Fliiche T' gilt. Der aiif der recMen Seite der Formel (E^.) an dem Summen- 
zeichen stehende Akzent soli andeuten, daB bei der Summation fiir den Index q der 
Wert o auszusclilieBeu ist. 


Jetzt ist man auch imstande, das Yerhalten der Funktionen P 


P 


als Funktionen des Parameters e vollstandig zu charakterisieren. Aus der Glleic 


erkennt man, da 6 die Funktion P 

in 

wenn der in der Flaclie T' bewegl 


als Funktion von b iinendlich -wird wie 


’S 

mug f 

r 


i-) 


!)• 


(£ —r/'*’ 

_ idle Punkt e sicb dem festen Punkte z unbegrenzt 
naliert, nud daB diese Funktion ini iibrigen nur dann nock unendlicli werden kaun, 
und bei nicbt spezieller Lage des Punktes z auch stets unendlicli wird, weim der 
Punkte sich einem der Punkte Ci, •••, a,, unbegrenzt mihert. Was dagegen die Funk¬ 


tionen P 




betrifPt, so konnen dieselben, wie die Gleichungeii (E^.), zeigen, 

nur dann unendlich werden, wenn der Punkt e sich einem der Punkte a^, • • •, un¬ 
begrenzt nahert. Beachtet man nun noch, daB die drei in Rede stehenden Funktionen sich 
auf Grund der Gleichung (Sj.) von den nach e genoinmenen oiP"" Derivierten der drei 

Funktionen P ^ , P , P beziehungsweise nur um einen Zahlenfaktor unterscheiden, 

und daB eine jede dieser drei Derivierten gegen Null konvergiert, wenn der Punkt e 
dem Punkte oo^ (=<=i, 2 ,••., 5 ) unbegrenzt zustrebt, so erkennt man endlich noch, daB die 


Funktionen P 

in 

einem der Pun 


P " 

-in a,, 


P 


rte 


00 , 


stets gegen Null konvergieren, wenn der Punkt e irgend 
, 00 ,^ unbegrenzt zustrebt. Das eigentiimliche Verhalten der 


Funktion P 


beim Anrilcken des Punktes e gegen einen Punkt a oder einen Punkt 00 


steht im Einklange mit der aus den Gleichungen ( 8 .) sich ergebenden Tatsache, daB die 

, p|“| iibergeht, wenn man 


Elementarfunktion P 


nicht in die Elementarfunktionen P 


den Punkt e dem Punkte a beziehungsweise dem Punkte co unbegrenzt zustreben laBt. 


12 . 

Man lasse jetzt bei dem der Formel (D.) des Aid. 10 zu Grunde liegenden, in 
Art. 9 aufgestellten Ausdrucke £l{z) an Stelle einer jeden der t r p q Konstanten 
*' A • • •, und der p Konstanten 5li, • • •, 51^ die Null 

treten. Der dadurch entsteliende Ausdruck: 



Die zu der ausgezeichnfeteu Cliarakteristik eeliGri-jon FuiiktiuJU-n. I.)**) 



•tS..?! i) 

i = \ ' ^ 

' » \J 

0=^ , f 1 . . 

> U. 

(.=1 ^ 1 1 ~ 1 

• • -p SA*! ' jl 

y=9 , 11 , 1 . 

w ^ ^ _ 1 

y = l ' 1 

!")-r c 


bei dem • • •, n^, • • •, n^, nnbestimmte positive ganze Zalileii bezeiclinen, 

und die Konstauten S, C keineu Bedingiingeu unterworfen siiid, stellt dami die all- 

gemeinste zur Cliarakteristik geliOrige Fuuktiou TT’" dar, welche in je zwei zu 

eiiiem der Sclinitte a, I geliorigen entsprechencieii Puukten c?" densell,ien Wert be- 
sitzt, und zwar ist speziell, wenn filr v = 1,2, - p zur Abkiirzuiig 


gesetzt wil’d, 


(S.J 



liiugs a,.[ W{sy = Wis) , 
laiigs &,,{ W{zy = Wizf + 33^, 
laiigs c„{ld^(^)+ = Tf(^)-, 
langs { wi^y = W{^y, 


Infolgedessen ist die Funktion Wip) schon in der aus T" durcb Aufhebuug der 
Scbuitte I entstebenden Flaclie T' einwertig, und es darf daher fur die Uiitersuchung 
dieser Funktion die Flaclie T zu Griinde gelegt werden. FToch moge filr das Folgende 
vorausgesetzt werden, daB fiir ^ = 1, 2, • • •, r ^ 2 -^, > ist; dadnrcb wird die Allgemeinlieit 
der Untersuchung nicbt besclirankt, da man von dem Falle, wo n,,'>= p,,-rg 
ist, zu dem Falle, wo etwa = -1-1 — ist, aucb dadurcli ilbergeben kann, 

da6 man den Konstanteu *' ■? Wert ATnll erteilt. 

Die definierte Funktion W{i) laBt sich nun aucb durcb die Deriviei-te eiiier 
zur Cbarakteristik ‘ J) geborigen Funktion W und p ausgezeicbnete Funktionen 

W( 0 ) der bier betracbteten Art linear darstellen. Zu dieser Darstellung gelangt man 
durcb dasselbe Yerfabren, welcbes in Art. 7 des dritten Abscbnittes zu dem gleicben 
Zwecke angewandt wurde. Ein Bbck auf die dort durcbgefubrten Untersucbungen zeigt 
aber, daB die bier verlangte Darstellung aus der dort, erbaltenen nnmittelbar bervor- 
gebt, wenn man darin 13=0 setzt, also die beiden dort vorkommenden l 3 -gliedrigen 
Summon unterdriickt, weiter daiin, entsprecbend der in diesem Abscbnitte fiir die p 

P-R, II. 
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Vierter Absclinitt. 


allentbnlben endlicheii Eleiiieiitarfunktionen gewiililteu Bezeiclinuiig, clurcli 

ersetzt uud an Stelle der Konstante die eben definierte Ivonstante treten laBt, 
endlich noch bei P den Horizontalstricb. weglaBt. Man erbalt daun fur die Funktion 
W(^') die fill’ jeden von den Punkten a, a, co verscbiedenen inneren Punkt z der Flacbe T' 


geltende Darstellung: 


dF 


W(z) = -2\ 


q = r [ , clF 

-2 Ai 




y 

X = l 


1 (ZP / 

■J '^X + 1 


2 


'e a 


n. Q(“e) 
X + 


+("(■ 




y. = q 

"V J 




dp 




dz 


p. = ,^ 

+ A 

;.=:1 


Iz- 

1 


d z 

dP 

X 


d 

Z 


^y. 


dz 


!‘- = lx+Py , dP 

+ A ' 

^ 


dz 


s 1 s5../Vi 


J clK. 


Die bierbei auffcretenden Konstanten ■ • •> sind die Koeffizienten, ’welcbe in 

der Entwicklnng der Funktion W{z) fur das Debiet des Punktes den Potenzen 
^4? • • •? beziebungsweise zukommen. Nacb der zu Anfang der Dntersucbung ge- 
inacbten, auf den Ubergang von dem der Ableitung der Formel zu Grunde gelegteii 
Falle - zu deni Falle ^ sicli beziebenden Bemerkuug sind bei dem zu 

eineni bestimmten Index q geborigen Gliede der auf der recbten Seite der vorstebenden 
Gleicbung in der zweiten Zeile stebeuden Summe, wenn ist, alle Teime bis 

auf den ersten, wenn dagegen < fi^ ist, alle Terine tiberbaupt zu unterdnicken, so- 
daB also fiir das gauze Glied in Wegfall kommt. 

Die auf der recbten Seite der ftir T'F(^) gewonnenen Gleicbung vorkommenden, 
liber die positive Seite des Scbnittes zu erstreckeuden Integrale sollen jetzt unter 
der, fiir die Herleitung dieser Gleicbung gemacbten, Yoraussetzung, daB die Punkte 
£i, •••,£; sowie der Punkt s im Innern der Flacbe T' liegen, naber untersucbt werden. 
Din zunacbst eine fiir diese Dntersucbung notige Hilfsformel zu erbalten, beziebe 
man die fiir jeden Punkt z der Flacbe T' geltende Formel (E^.) des vorbergebenden 
Artikels auf einen Punkt z = ^ von mnltipliziere alsdann linke und recbte Seite 
init und integriere in positive! Ricbtung tiber die positive Seite des Scbnittes 5,., 
indem man beacbtet, daB fiir m = 1, 2, 3, • • • 




Die 7A1 der ansgezeiclineten Charaktf-ri;;tik ir^'hori'j-pn F 


unkli-.!;•■!! 
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ist, mid da6 der Wert des hier reclits stelienden Iiiteiirals fur nt == 1 der Differenz 
(X,. — der der Funktiou liings c,, a, beziehungsweise ziikoiniiieiideii Koiistiinten 

S,. = —%, = 0, fur >u = 2, 3, ••• der Differenz der der Funktiun -liinus c,. a, 

beziekungsweise ziikommeudeii Konstauteii (£, = 0, 9(,, = 0 gleicli ist, daB also der Wert 
des links stehenden Integrals fiir w = 2, 3, • • • durck — dargestellt werden 

kann. Man erkalt dann die erwaknte, fiir jeden von den Pimkteii a, versckieclenen 
inneren Punkt s der Flacbe T geltende Hilfsforniel: 

nnyi^ — I 


' (1 = 1 /. = 1 




T T 

( f P K)P “<■ - —Vi f S',,/-If/;. 

\J mxr-k S X ^ -f - 


miL,j~7. 

(v = l, 2, •••.p) 

Was nun das an erster Stelle zu untersuckende, niir von den Punkten 

abkangige, Integral J‘W(^)cVQ {r=\,%■■■■,!>) betritft, so erkalt man fiir dasselbe, wenn man die 
bt 

darin vorkommende GroBe W{Q) auf Grund der zu Anfaiig dieses Artikels aufgestellteu, 
die Funktion W(d) fiir jeden Punkt z der Flacke T' definierenden Gleickung durch den 
ikr entspreckenden Ausdruck ersetzt, zunackst die Gleickung: 

tz=t m = m- I Q = r m = rtf ^ . }t=/} m = p^ 

pV’ f/s + ^ fp\“i f/: + ^ JS" ss:”’ p 

r = l r« = l ^ ^ 0 = 1 rn = l *7 I S J S. 

6? K l>t 

(V= 1, 2,--;p') 

und scklieBlick, wenn man das auf der reckten Seite an erster Stelle stekende Integral 
auf Grund der Hilfsformel (H.) durck Elementarfunktionen mit dem Argumente 
ausdriickt, die Gleickung: 

+ 

( 2 .) f 


wobei zur Abkiirzung 


m = m^ Q = r X = niftf — 1 Q(«r) 

^ ^ ^ J (?/i—1)! 


(3.) 




r = l?n=:l (J = l X 

« = / t = t m = m^ q(Sj.) 

xn 'I'm 

(m — 1 ) 

r=rl7?i = l' ' 

^ = r lu •=■ 


fJzs—lL) + 

'' '*<- [' (f p 

ft- — ^ \tJ mtif—X S 1 / X \ 


p rr 


«=i 


0 6 + 

V 

+ 

fs^{Z)d^ 


2 "1' e* /i' Ji\7V^ 

(X=l 7n = l Y 6+ 


gesetzt ist. 


20 
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Vi'Tter Al'.S'-hnitt. 


Das an zweiter Stelle zii iintersiichende, nnr von clem Punkte z abhiingige. 


Integral 



f/u ('7=1,2, -j;!! laBt sicli clurch Elementarfunktionen mit clem Argnniente 


darstellen. Um cliese Darstellung zn erhalten, lasse man in cler Hilfsformel (H.) an 
Stelle cles Pnnktes e clen Piinkt z. an Stelle cles Buchstabeus v clen Bucbstaben o treten 
nncl setze -m = 1. Man gewiiiiit auf cliese Weise die Gleichung: 


(!'•) 

wobei zur Abbilrzuiig 





( 2 -.) 


o = r 1 


i MG' 


dl 



gesetzt ist. Die clurch die letzte Gleichung fur jeden Pimkt z der Flache T' definierte 
Punktion ist eine zur Charakteristik gehorige Funktion TF(^) von der in 

diesem Artikel betrachteten Art, die nnr fiir die Punkte a^, • • •, unstetig und zwar 
algebraisch unendlich wircl, und deren Werte in je zwei zu einem der Schnitte a, h, c 
gehorigen entsprechenden Punkten in der Weise verkniipfb sind, daB 


(3'.) 


ist, wobei zur Abkilrzuiig 


langs «,,{ Tr'"'(«)+ -W^°\z)-, 

langs 6,,( =W'^'’>(z)- + 

lungs c,,{ W^°\z)* =W'°\zy, 


1' = 1, 2, • - iP, 


/t ( (» = r ^ 

- A / A 2 - S'”" p > Vk 


gesetzt ist. Das in der letzten Zeile stehende Integral kann ausgewertet werden, indem 
man die zwischen den geschweiften Klammern stehende GroBe auf Grund der Formel: 




Q = r?.=^tf-l V=p ^ w 

jTi »•(. is ■ 
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Die zu del’ ausgezciclmeten Charakterislik crf-liiiricen Fuisktiniiei 


cilircli die GroBe — 2 —— 2c ersetzt — wobei c das anf der rechteii Seite der vur- 

steheuden Forrael hinter dem letzteii Miuuszeiclien steheude SchliiBglied vertritt, also 
eine von ^ freie GroBe ist — und alsdann die Integration ausfiilirt; man erliillt so fiir 

das Integral den Wei*t imd erkennt nun schlieBlich, daB 

^4',) = 

ist, daB also iiur daiin einen von Xull verscliiedenen Wert und zwar den Wert 1 
besitzt, wenn v = q ist. Die soebeii aufgestellte, bei der Auswertnng des Integrals 
benutzte Form el gebt aus der Form el (Dj.) des Art. 11 liervor, indem man bei dieser zii- 

nachst in neiier Bezeichnung v durcb y', 'Q durch g' ersetzt, alsdann = 1. r = r, ^ ^ 

setzt und endlich nocb an Stelle des Summationsbucbstabens / einen neuen Summations- 
bucbstaben X vermittels der Gleicliung 1 == u„ — X einfiihrt. 

Mit Hilfe der Gleiclmngen (2.) und (1'.) kann man jetzt der vorlier fur TT^r^'i 
erhaltenen Gleicliung die Gestalt: 


(D.) 


W{z) 


dW"{:) 




geben, wobei W*( 2 ) durch die Gleichung: 


W*(z) 




-- I ^ ^ j 


r = l 
q = r 


Q 

■/. = q 


/.= 1 




y. = l 




^■ = ‘x+Py 


— fjj +1 


V^l 


— bei der die unter (3.) definierte GroBe bezeichnet—, (v=i. 2 ,.. ,p) durch 

die Gleichung: 




Q = r 

«’ = ! " = ^ 7+ •' 6+ 

endhch S 5 „.(v=i, 2 ,durch die schon friiher aufgestellte Gleichung: 

r=t l-rtit q = rl = n^ y = q 

33 .=^ 2 ’ ^ 8 r'’»r'>+. 5 ’ 2 ' sr« 7 r“> 

7Ti ^ ^ x=i ;i = i ^ 

bestimmt ist. Trotzdem die Gleichung (D.), zur Yereinfachung der Untersuchung, nur 
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15’> 


fiir deii Fall abgeldtet wordeii ist, da6 dip Paiikte sowie der Puiikt ^ im 

Innern der Flache T' liegeii, gilt sie aueh nocli, weiin die genannteii Puukte teihveise 
Oder .samtlicli der Begrenzung von T’ angehOren. Unter der, die Allgemeiuheit der 
Uutersiicliimg uur sclieinbar beschrankenclen, Yoraussetziing, daB die iiiibestimmteu 
Konstanten (r-i, 2 ,diircli eine Lagenanderung derPiinktet-,, nicht beein- 

fluBt werden, andert sicb namlicli der Wert des Ausdruckes: 


TFu) - - A 33 

r = 1 


bei dem T'r(^) die zu Anfang dieses Artikels aufgestellte liueare Verbindiing von 
Elenientarfuiiktioneii vertritt, als Funktion der ^ -f 1 in T' frei beweglichen Pnnkte 
£ 1 , •••, s betrachtet, stetig, wenn einer dieser Pnnkte durch stetige Bewegnng in 
einen Punkt der Begrenzung von T' dbergeht, uud es kann daher der in Rede stehende 
Ausdruck, da er der Grieicliung (D.) geniaB immer den Wert Null besitzt, wenn die 
genannten Pnnkte im Innern der Flache T' liegen, nicht einen von Null verschiedenen 
Wert habeu, wenn diese Pnnkte teilweise oder samtlich der Begrenzung von T' 
angehoren. 

Infolge der das Verhalten der Punktionen W{z), langs der Begrenzung 


von T' charakterisierenden Gleichungen (S.), (3'.), (4'.) hat die Fnnktion W{s) — ^ 

<T—1 


nnd damit auch die nach Gleichung (D.) mit ihr identische Funktion ^ in irgend 
zwei zum Schnitte gehorigen entsprechenden Punkten denselben Wert, sodaB 

— 1 st. Andererseits ergibt sich aus dem die Funktion 


definierenden Ausdi'ucke, daB langs b,, {— 


~ AVA/?^ 


ist. Yergleicht man diese beideii Eesnltate und beachtet, daB ^ nicht fiir jeden 


ds 


zum Schnitte gehorigen Punkt ^ den Wert Null haben kann, so erkennt man, daB die 
Belation: 


t ssi 






besteht, und daB daher die Fnnktion eine zur Charakteristik (J J) gehorige 

Funktion W ist. 

Aus der Gleichung (D.) erkennt man nun schlieBlich, daB die allgemeinste zur 
Charakteristik ^ ^ gehorige Funktion W( 0 ), welche in je zwei zu einem der Schnitte a, I 

gehorigen entsprechenden Punkten denselben Wert besitzt, sich, entsprechend 

der zu Anfang des Artikels aufgestellten Behauptung, durch die Derivierte einer eben- 
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Die zu der ausgezeielineten Charakteristik gelidrigen Funktioin'n. 

falls zar Charakteristik geli6rio:en Fuuktiou TH eben cler Fuiiktiun und 

cliei? ausgezeiclineten, mit der Funktion TTb» gleichartigen Fiiuktionen 
linear darstellen laBt. Dabei ist nocli besouders lieiTorzuheben, da6 diese p aiis- 
gezeichneten Funktionen durchaus selbstaudige, you der darzustellen- 

den Funktion W ( 0 ) unabhangige Gebilde sind, wabrend anclererseits die Funktion ir'-'iir ! 
in engster Bezielinng zu der Funktion steht. 

LaBt man in der zu Anfang dieses Artikels anfgestellten, die Funktion Tri-ci 
definierenden Gleichung und dementsprechend auch in der Gleicliung (D.) die GroBen 2 
samtlicb mit der Null zusammenfallen und setzt zudem noch so Tvird TT"(^) = 1 

und zugleich reduziert sicli die Gleicliung (D.) anf die Gleicliung: 


1 = 



1 . 

J 


Zum Scblusse dieses Artikels sollen jetzt nocli kurz diejenigen speziellen zur 
Charakteristik (J''' J) gehCrigen Funktionen W betrachtet werden, deren Weide in je zwei 
entsprechenden Punkten c?+, der Begrenzung von T" in der Weise verkniipft sind, da6 

langs a„{ TF+ = Tr~, 
langs = 

langs c,{ 
langs 

ist, und die daher schon in der ursprilnglictien, keinen der Schnitte a, h, c, I ent- 
haltenden Flaclie T einwertig sind. Fine jede solche Funktion iiioge eine ^-Funktion 
genannt und mit A( 0 ) bezeichnet werden. Dieser Definition zufolge ist die Gesamtheit 
der A-Funlttionen identisch mit der Gesamtheit derjenigen Funktionen W(0) von der 
zu Anfang dieses Artikels definierten Art, bei denen die das Yerhalten an den 
Schnitten h bestimmenden Konstanten S3i, Sfia, ■ samtlich den Wert Null besitzen. 

Die Derivierte ^ einer jeden zur Charakteristik (J ^ ’ J) geliorigen Funktion W 

ist — wie aus der Formel (D.) des Art. 10 folgt, wenn man darin @ = 0, n^l setzt 
und beachtet, daB fiir @ = 0 der ziigeliorige Ausdruck i2(«) die allgemeinste zur 

Charakteristik gehorige Funktion W darstellt — eine ebenfalls zur Charakte¬ 

ristik (J '.’J) gehorige Funktion W und zwar eine ^.-Funktion, da sie zudem in je 

zwei entsprechenden Punkten der Begrenzung von T" denselben Wert besitzt. 

DaB aber auch umgekehrt eine jede ^.-Funktion sich mit der Derivierten einer zur 


2, 


0 = 1 ^' 


IGO 


Vierrer Abselinitt. 


Cliarakteristik J) geliOrigen Fanktion IF deckt, erkeuut man, wenn man beaclitet, 
daS die Torlier gewonnene Gleicliung (D.) sick fiir eine Funktion Wizj = AU') auf die 
Gleichung: 

(D'.) Ai,) = ^ 

reduziert. Die Gesamtlieit der ^-Fimktionen ist also aucli ideutisch mit der Gesamt- 
lieit der Derivierten der zur Cliarakteristik Q ^ geliOrigen Funktion 

Ans dem soelien gewonnenen Resultate folgt nun sclilieBlicli noch, daft das mit 
einer Funktion A( 0 ) gebildete, von einem Punkte 4 bis zu einem Punkte s iiber eine 

ganz im Innern der Flilcbe T” verlaufende Kurve erstreckte Integral j^A(z)cl 0 eine zur 

Cliarakteristik (J ' J) geborige Funktion W ist, und daB diese Funktion W, naclidem 

man A( 0 ') durch Elementarfunktionen ausgedrilckt und zu dem so erlialtenen Aus- 
drucke TF(^) von der zu Anfang dieses Artikels defiuierten Art den ilim entspreclienden 
Ausdruck gebildet hat, durch die Gleichung: 

(D".) jA{z)dz~ W* (2) - W* (20) 

geliefert wird. 

Auf die Theorie der A-Funktionen soil ausfiihrlicher erst im nachsten Abschnitt 
eingegangen werden. 


18 . 

Die Untersuchungen des Art. 6 haben gezeigt, daB der Ausdruck: 


w(0)= 

r = l ' “ 


+ f 




. +A(sr'>f 


+ Sf*' P 

2 

+---+s<:''p 

2 

y. = l ^ 

2 

+ P 

°°y. 

2 

+ ... + sj,:»>p 

2 


a=p 

2 ' 

(T = l 


bei dem unbestimmte positive ganze Zahlen, die Buch- 

staben S, 5-1, C unbestimmte, iiur der Bedingung: 

2 Si*'*+ 'A sr"+A sr-’=0 

r =1 ^ = 1 x = l 

unterworfene Konstanteii bezeichnen, die allgemeinste zur Charakteristik gehorige 

Funktion W darstellt. Auf Grand des im vorhergeheiiden Artikel gewonnenen Resultats 
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Die zu der ausgezeiclmeten Charatteristik geli"irigeu Funktioiien. 

ist man jetzt imstande, das mit dieser Fuuktion JViZj gebildete, von eiiieni Punkte 
bis zu emem Punkte z liber eine gauz im Imiern der Fliiche T" verlaufende Kurve 

erstreckte Integral durch das Produkt zWiz) uiid Elementariunktionen linear 

^0 

darzustellen. Man braucht dazu nur aiif das Integral das Yerfaliren der teihveisen 
Integration anzuwenden und in der so sich ergebenden Gleiclmng: 


J W (z) dz = z IF (z) — Zq W (zq) ~ J ^ 

das reclitssteliende, auf die M-Fimktion z sich beziehende Integi’al mit Hilfe der 

Formel (D".) des vorhergehenden Artikels durch Elementarfunktionen auszudriicken. 

In derselben Weise schlieBend, wie es in Art. 8 des zweiten Abschnittes an der 
entsprechenden Stelle geschehen ist, gelangt man bier unter fast wortlicher Wieder- 
holung des dort Gesagten zu der die erwahnte Darstellimg liefernden Gleichuug: 

z 

J w(0)d^ = - 0„Tr(0o) - w*(0) + Tr*(soj- 


In dieser Gleichimg vertritt W'^{z) den Ausdruck: 

t = t { X = VIt; ^ I ^ i 

w*{0) = - J- s;<"' P J +, J’ r s;w p j 

\ X—1 } 

-!f{p.s;«p“/ 

/J = 1 i z=1 

+<<“'>^1?!+F t ei F\7\ +, A'Y ? 

- k ki- 

v — X 

bei dem zur Abkiirzung fttr = 1, 2, • • •, i?: 


^ = tx + Px 


t = t m=inr+l q = r 

= ^ 2 2 2 


A 

V iv ) ! 


(in —1)! wft/ 




+ 

'k 


7‘^A? 


^ . t-t 'i: = t n^m+X o'Ur) , 

+ ^^ 2 ;'"’-^ ^fs,(Qch 

Tr = l « = 1 m = l j + 

Pi "3^'''sr'>/V +1T s'->/p 1?K 


1 = 1 VI =1 


21 





1(12 Yii-rter Abselinitt. Die zii der ausgezt'ic-hiirtfii Ciiarakteristik gehurigen Fuiiktioueii. 

gesetzt ist, Y'ulu’eiid die Konstauteii ii', c aus den Gleichungeu: 


Q'ea __ 


_ 

5 


= —1/—Ij f-Si'Pi 

_ ; Q^^r) 

/ 1 , «v.^ ^ 

A = 2,n,.. 

•1 Wir+ 1 


- a.yt’' 

-u 

a 

AC,, rw,. 

= _ f'; _ ')« Qfn 

' >*' > • f 

1 

li 

J5 

• *5 — Ij d" 1,* • 

*1 "i" 





II 


= 1,2 



y 


h. 

II 

1 

o 


= -, ■ ■ ■, >x 


sich ergel)en, wenn man dabei die Groide uiid jede GroBe deren Index y 

niclit der Eeilie 0, 1, 2, •••, n,, angeliort, als iiiit der Null ideiitisch ansieht und unter 
, 4“’'^ * • •; die Koeftizienten verstebt, welche in der Entwicklung der Funktion 
Tr('^) fiir das Gebiet des Pnnktes co^ den Potenzen •••, beziehungsweise 

zukommen. 






Fiilifter Abscliiiitt. 

Theorie der J.-Funkfioiien. 


1 . 

Es sollen jetzt die am Ende von Art. 12 des vorhergeheudeu A)-)sclinitte.s defi- 
nierten und mit A{z) bezeiclineten, speziellen zur Charakteristik (J"'' J) geliorigen Funk- 
tionen W einer genauen Betraclitmig unterzogen werden. 

Man tixiere in der urspriinglichen Flache T' irgend s Puukte rj'-K •••, r]''\ die 
nur der Bedingung zn geniigen haben, dab sie als Punkte der Flache T betraehtet ge- 
tremit liegen, mid ordne ihnen die positiven ganzen Zahlen m^, nu, ■ • • , beziehungs- 
weise zu. Fiir den Fall, daB irgend welche dieser Punkte an der Begrenzung von T' 
liegen, fiihre man am Schnittsj^stein bei diesen Puukten, olme jedoch den Charakter des 
Schnittsysterns zu andern und olme einen Schuitt iiber einen der Punkte rj hinuberzii- 
schiehen, eine solche Deformation aus, daJB die samtlicheii Punkte im Inneni der da- 
durch entstehenden neuen Flache T' liegen. Flach dem im vorhergeheudeu Abschnitt zu 
Anfang des Art. 12 Bemerkten ist dann in dem mit den willktirlichen Konstanten S, G 
gebildeten Ausdruck: 


i^F(.)-f (8,.p|’>;i+s,gf ;|+. ■ •+s,„,pi’>r|)+ 


bei dem die P zur Charakteristik gehoi'ige Elementarfunktionen liezeichnen, jede 

zur Charakteristik (J i) gehdrige Funktion W enthalten, welche in der Flache T' eiii- 

wertig ist, in je zwei zu einem der Schnitte a, c gehorigen entsprechenden Piinkten c/’" 
denselben Wert besitzt, fur jeden von den Punkten rj verschiedenen Punkt z der Flache T' 
stetig ist und fiir den Punkt (a=i. 2 , ...,o hochstens von der Ordnung m„ unendlich 

ivircl Auf Grrund der Grleichungen (4,„.) von Art. 5 des vorhergehenden Abschnittes 

• 21 ^ 



1G4 


Funfter Ahscbnitt. 


sind die Werte dieser Fiiiiktion in je zwei zuui Scliiiitte 1), ,j>) geliorigen eiit- 

siDrecheiideii Pimkten cT~ in der Weise verkniipft, duB 


kings ?>,,[ TTV„^)'=Tr 


1 o 


cV- u. 


a = s /. — 711 

2 y y 

('--iy-Xdz'jo 


ist, wobei, der einfaclieren Schreibweise wegen, diircli ersetzt ist. 

Solleii linn zur Flilclie T ^d-Funktionen existieren, die fur jedeii von den Puukten tj 
verschiedenen Punkt dieser Flaclie stetig sind und fiir den Punkt 7 ]'^"Ua=i, 2 ,--;s) hoclistens 
von der Ordnung ni,, unendlicli werden, so iniiB sick das vSystein der Gleichungen: 


(!•) 




= 0 , 


i' = l 


.JJ, 


durck GroBen S, welcke nickt samtlick den Werfc Null besitzen, befriedigen lassen, da 
nur in diesem Falle auck laugs eines jeden der 2 ^ Sclinitte b { TF(^)'^= T'F(^)~ nst, und es 
vnrd danu die allgemeinste zii einem solcken Systeme von Grofien P geliorige FunktionGG ) 
der genaunten Art diirck die Gleickung: 

( 2 .) 

(T=l ^ ^ 

bei der G eine -willkurlicke Konstante bezeicknet, geliefert. 

Betracktet man })ei einer Funktion A(z) der in Rede stehenden Art den Punkt 
(t7=i,2, •••,6), fur den sie unendlick von der Ordnung werden moge, als 

aqnivalent mit m,j 00 ^-Punkten, so kommen der Funktion A{z) im ganzen m = --f- 

00 ^-Punkte zu, und die Zakl m soli dann die Ordnung der Funktion A(^) genaunt werden. 
Um die Frage zu entscheiden, ob die in der Flacke T einwertige Funktion A.(^) auck fiir 
Punkte dieser Flacke den Wert Null haben kann, nelime man — indem man beachtet, 
daB solche Punkte, wie aus dem Yerkalten der Funktion A(i) in den Punkten 7]^^\ • • •, 
folgt, nur in eudlicker Anzakl auftreten kdnnen, und daB jedem solcken Punkte eine 
ganze Zalil als Ordnungszakl fur das Nullwerden zukoinmt — an, daB A(s) fiir 
die Punkte • • •, der Flacke T null werde und speziell fiir den Punkt 

eW null von der Ordnung sodaB ikr also, wenn man den Punkt 

als aquivalent mit 0^-Punkten betracktet, im ganzen « = % + •••-f 0^-Punkte zu- 

kommen. Bezielit man alsdann die Funktion A(^) auf die Flacke T', nackdem man 
zuvor nock, wenn notig, das Scknittsystem durck Deformation so geandert kat, daB die 
-Punkte Tj, 6 samtlick im Inuern der Flacke T' liegen, und erstreckt das mit der 

Funktion A(/) und ikrer Derivierten A(/) gebildete Integral positiver 

Eicktung aber die ganze Begrenzung def Flacke T', so erkalt man als Wert dieses 


-(a) 


/y>((T) 'yi(O') \ 
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Integrals das eiue Mai, indem man beacdtet, claB die Fimktioii ^ in j.j zwei eut- 
sprechenden Pimkten (^+, der Begrenznng denselbeii M'ert besitzt, die ^'iill, das 
andere Mai durcb Reduktion anf die, samtlicb im Innerii der FUlclie T irele<xenen. 
Puukte £, 7\ die Difleienz n m und erkennt so sclilieBlicb, daC die (xieicliung m 
besteht, oder, was dasselbe, dafi bei der Fuuktion A(z') die Anzahl Ti der O'-Punkte sicii 
mit der Anzahl m der oo’-Punkte deckt. Deni Yorstehenden entsi'jrechend soil nun das 
Pimktsystem • • •, 7f \ • • •, welches allgemein den Pniikt r[-^^ 

ik^-mal enthalt, das System der cc^-Pnnkte, das Pimktsysteni t-\ ••%£-',_, 

eW, welches allgemein den Puukt w^-mal enthalt, das System der <Y-Pnnkte 

von ui{z) genannt werden. 

Die aus einer Funktion A(z) von der Ordnnng m durch Subtraktion einer be- 
liebigen Konstante c entstehende Funktion A(ij - c ist ebenfalls eiiie J.-Fiinktion von 
der Ordnnng m und besitzt daher anch m 0^-Punkte. Nennt man nun einen Punkt. 
fur den die Funktion - c null von der Ordnung wd, einen i>fachen c-Punkt 

der Funktion A(z) und betrachtet ihii als aquivalent mit einfachen c-Punkten, so er¬ 
kennt man, daB die Anzahl der einfachen c-Punkte der Funktion Af/j, welchen Wert 
die Konstante c auch haben mag, ebenfalls gleich der Ordnnng m dieser Funktion ist. 


2 . 


Die im vorhergehenden Artikel betrachtete Gruppe von M-Funktioneii ist durch 


die in T' fixierten s Punkte ?j' 


( 1 ) 


und die ihnen beziehuugsweise zugeordneteu 


positiven ganzen Zahlen vollstandig bestimmt. Die notwendige und zugleich 

him'eichende Bedingung fur ihre Existenz ist die, daB das oben aufgestellte System der 
p Grleichungen (1.) sich durch GroBen £, die nicht samtlich den Wert Xull besitzen, lie- 
friedigen laBt. Es soil jetzt gezeigt werden, daB diese Bedingung durch eine andere 
ersetzt werden kann. 

f'\ • • •> 'rf^\ 'rF\ ' ■ ■ ■ o welches allge- 

■mal enthalt, bezelchne seine -(- in, Punkte ohne Ruck- 


Man bilde das Punktsystem • • •, rf--', • • •, t?" 


Lo) 




mein den Punkt tj' 

sicht anf die Reihenfolge durch 7]„, und verstehe unter e^, • • •, e,„ ein System von 

irgend on Punkten der Flache T'. Nun andere man, wenn notig, das Schnittsystem durch 
Deformation so, daB die Punkte ?/, e samtlich im Innern der Flache T' liegen, und defi- 
niere zur Flache T' mit Hilfe der auf einen beliebigen inneren Punkt rj von T' sich 
beziehenden, zur Charakteristik (J. j) gehorigen Elementarfunktion eine neue Funk- 


tion & 


durch die Gleichung: 


G 


= e 


F!hin‘.-r 




Dip Fuiiktion 0 


ist danii piiM^ in 1" allentlialljpii einwertige mid stetige Fniiktinn der 


komplexen Vprandei-lichpn die fur jedeii von ?/ verscliiedeneo Punkt eiiien nicdit mit 
der Null zusanimpiifallenden Wert liesitzt, fur den Punkt ?; dagegen wird, imd deren 
Werte in je zwpi entspreclieiiden Begrenzung.spunkten cd“aufGrund der 01eiclinngenr2o.'! 
von Art. 4 des vorliergelienden Abselinitts in der Weise verkniipft sind. daB 


langs j 0 

: 0 ! 

langs />, {0 

11 

langs c, [ 0 ! 

0 'j 


ist. Bildet man jetzt unter Benutznng der unbestimmten Konstanteu G, c: 4 =o, 

den Aiisdruck: 


0 


0 


0 


0 

’Ji 

0 


■ 0 

nm 


z 

z 


so ist, wie mit Hilfe des Fundanientalsatzes leicht erkannt wire], in diesem Ausdruck, 
wenn man ibn als Funktiou des Punktes ^ von T' betraclitet nnd die Punkte s nnbe- 
stimmt laBt, jede in T' einwertige Funktiou von z entbalten, welcbe das System 7]i, •••, ?],„ 
Oder aucb nur einen Teil desselben als System der co^-Punkte besitzt, fur jeden niebt 
in dem Systeme der oo^-Punkte vorkommenden Punkt stetig ist, gleicb oft 0^ wie cc^ 
wil’d, nnd in je zwei zu einem der Sebnitte a,h,c geborigen entspreebenden Punkten c/’’*', 
Werte annimmt, die sicb nur durcb einen langs des betretfenden Sebnittes konstanteu 
Faktor, den sogenaiinteii Sebnittfaktor, imterscbeiden. Beacbtet man dann iioch, daB 
das System der oo^-Punkte einer jeden J!.-FLmktion, welcbe der in Rede stebenden 
Gruppe augebort, in dem Punktsysteme • • •, entbalten ist, nnd daB eine ^4-Funktion, 
als Funktion des Punktes ^ von T' betraclitet, in je zwei zu einem der Sebnitte a, h, c 
geborigen entspreebenden Punkteii cP'*', den gleicben Wert, also die Eins als Sebnitt¬ 
faktor besitzt, so erkennt man weiter, daB der aufgestellte Ausdruck aucb jede der in 
PbOde stebenden .A-Funktionen entbalten muB. Nun wird aber dieser Ausdruck, der ftir 
jeden Sebnitt c sclion die Eins als Sebnittfaktor besitzt, nur dann aucb ftir jeden der 
Sebnitte a, h die Eins als Sebnittfaktor besitzen, wenn die GroBen g^, • • •■> gp samtlicb 
gauze Zableii sind und auBerdem nocb fiir (> = 1, 2, • • •, jp das Aggregat: 


=7?l 




fx — m v=p 

itt = 1 r = 1 
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ein gauzes, etwa mit li^^ni zu hezeichiieiides, Tielfaches vun 'Ini ist, oder, was dassellie, 
weiin die Kongruenz (s. Seite 89): 


(1’-) 




= m 

,“=i 


besteht. Daraus folgt claim schlieBlicli, daB .-l-Fimktionen. welche das Puiiktsystem 
■ ■ ■•> Vin oder aucli imr einen Teil desselben als System der oo^-Pimkte besitzeii, daim, 
aber auch nur daun existieren, weim sicli die Kongruenz (I'.j durcli ein mit 
iiicht identiscbes Punktsystem befriedigen laBt, and daB die allgemeinste zu 

einem solclien Punktsystem gehorige Fmiktion A(/j der geuaimten Art durcli 

die CTrleichung: 




A(^) = C 


<9 

Si 

2 

0 

Eo 

2 

-•-0 


0 

Vl 

0 

% 

• 0 



'Jv “'v 


bei der die g die durcli die Kongruenz (P.) als Faktoren der a eindeutig Ijestiuimten 
ganzen Zahlen sind, und G eine willkilrliclie Konstante bedeutet, geliefert wire! 

Hat ein der Kongruenz (!'.) geniigendes Punktsystem Si,---, £,„ mit dem Punkt¬ 
system keinen Punkt gemeinsam, so ist das Punktsystem }g, • • •, das System 

der oo^-Punkte, das Punktsystem £i, •••,£,„ das System der 0^-Pimkte der zugeborigen 
durcb die Gleichung (2'.) bestimmten Funktion A(/), und diese Funktion ist daun von 
der Ordiiung m. Hat dagegen ein solckes Punktsystem mit dem Punktsystem ly,- 
einen etwa m — m Punkte enthaltenden Teil gemeinsam, so bilden, wie aus der Cllei- 
chung (2'.) folgt, die nach Entfernung dieses gemeinsamen Teiles nock librigeu 
m Punkte ?/ das System der oo^-Punkte, die nock ubrigen Wi Punkte e das System 
der 0^-Punkte der zugekorigen Funktion A{z), und diese Funktion ist daun vun der 
Ordnung m. 

Das Hanptresultat der in diesem Abseknitte bis jetzt durckgefukrten Unter- 
suckungen kaiin man nun in folgender Weise aussprechen: 

„Zu einem heliehig in der Fldclie T angenommenen Punlisysteme ig, •••, t],,, = ifK •••, 

-^(2)^... (^as den Punld ■••,*) m,rmal entlicdten moge, existieren A-FunJi- 

tionen, ivelclieoi das Funldsystem ly, • • •, oder auch nur ein Teil desselben als System der 
otA-FunMe mkommt, clann, aber auch nur dann, icenn sich das System der p Glelchungen (1.) 
dwxh Gro/Sen S, ^velche nicht sdmtlich den Wert Nidi besUzen, befriedigen Idft, oder, was 
auf dasselbe Mnaushommt, wenn sich die Kongruenz (!'.) durcli ein mit nicht 

identisches Punktsystem £i, •••,£„! befriedigen IdfJtP*) 


*) Vgl. Riemann, B., Theorie der Abelschen Funktionen. T, Art. 5; 11, Art. 26. (Gesammelte Werke, 
2. Aufl., S. 88 -144; S. 107—109; S. 139—140.) 
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Die })islierigen Uiitersiichungen liabeu ergebeii, daB die allentlialbeu eudlichen 
Fiiiiktiouen u and iiire Derivierten ftir die Theorie der D.-Fuiiktionen von fundamentaler 
Bedeiituug siiid. Mit RiicksicM liierauf solleu zuiiachst die genaunten Derivieiden, die 
iiacli dem am Elide von Art, 12 des vorhergehenden Abschnittes Bemerkteu selbst zu 
den A.-Funktioneu geliOren, einer eingelienden Betraclitung nnterzogen werden. 

Die allgeineinste Fuiiktion w wird nach Art. 2 des vorhergehenden Abschnittes 
durch die Gleichnng: 

= Co + + C.M d- \-Cpi(r^ 

geliefert, wenn man dabei miter Cq, Ci,---, nnbestimmte Konstanten versteht. Der 
dnrch q = 0 , 0^ = 0 , • • •, = 0 charakterisierte Grenzfall #• == ist im folgenden immer 

ausgeschlosseii. Da die Fnnktion 21' sich infolge ihrer Stetigkeit fiir das Gebiet irgend 
eines Pmiktes von T' durch die Gleichnng: 


2t' = 




+ 


darstelleii laBt, so ergeben sich, wenn man in bezug auf die Lage des Punktes tj, 
insoferne dieser Punkt ein von den Punkten 00, a verschiedener Pnnkt rj oder ein 
(t —l)-facher ’Windnngspnnkt cx) oder ein (^1. —l)-facher Windmigspnnkt a sein kann, 
drei Falle iintersclieidet, fiir die Fnnktion 21- und ihre Derivierte die folgenden Dar- 
stellungen: 

1 .) fflr das Gebiet eines von den Pnnkten 00, a verschiedenen Pnnktes ?/ ist 


«■ 




dz 




du 

dz 


f dll, 

\d 




U- = u -f- 


2 .) fiir das Gebiet eines (t—l)-fachen Windungspunktes 00 ist 

dii\ 1 , 1 fd-u\ 1 , 1 /d^u\ 1 


(£). X 


+ d -X + sT T 

w ^ i u ^ t 


d u 1 f du\ 1 1 fd-%i,\ 1 1 fd^u\ 1 

“ T vTi^/o -4^ ~ lEi V'^/o ^ V^/o 4-^^ 


3 .) fiir das Gebiet eines (^—l)-fachen Windungspunktes a ist 


^ „ , / du\ r \— 

\ “/o 


du _ 1 /du 

dz 


iLc -1 


-f 


1)! \ds>^ 

1 /df‘-^u 


d^‘ ^u\ f -di—h. 1 [d^^ii 
—-] (0~a) : - 


\ / \ii. 1 /d^‘'^^u\ f Niiiii 


\z — a) 


+ 


1 (d^^u 


(ft-2)! 4 ^\\dz%j^ 


(d'^^^u\ 


, i W u\ / \a . 

+ TT, +■ 
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Diese Darstellungen lassen erkennen, dafi die in T eiuwertige Funktion: 


du 

dz 


dll 


- + Co 


du^ 

lit 


dz > 


welche infolge der vorher uber die Konstanten c gemacMen Festsetzung iiicht alleiitlial] 3 en 
denselben Wert besitzen kaiin, nnr fur die im Endlicben gelegeueu Windnngspiinkte 
« 2 , • ••, unendlicb werden kann und zwar algebraiscb unendlich, und da6 sie speziell 
fiir deu Punkt {o=i, 2 ,- -,r) hochstens vou der Ordnung ju.,, — ! unendlicb werden kann, 

aber nnr dann von dieser Ordnung unendlicb wird, wenn (von Null verscbieden ist. 

Beacbtet man dann nocb, da6 nacb Art. 3 des ersten Abscbnittes die Beziebung 

^ = n q 1- 2p — 2 bestebt, so ergibt sicb zunilcbst, daB — eine ^4-Funktion 

j;j = l 

ist, deren Ordnung die Zabl « + g -f- 2p — 2 nicbt ilbersteigt. 


Es soli jetzt bewiesen werden, daB die Ordnung von ^ nur dann unter nl-q-r 
liegen kann, oder, was dasselbe, daB nur dann eine der r GroBen ‘{j^) 


2;p- 
/ du 

(T: 


den Wert Null besitzen kann, wenn die in ^ entbaltenen unbestimmten Konstanten 


dz 


Cl, • • •, Cp einer gewissen Bedingung genii gen. Zu dem Ende bilde man, unter t] irgend 
einen Punkt der Flacbe T verstehend, die Gleicbiing: 



und beacbte, daB die Porderung 


0 nur dann keine Bedingung fur die Kon¬ 
stanten c liefern wiirde, wenn die p GroBen samtlicb den Wert Null 

batten. BesaBen aber diese p GroBen samtlicb den Wert Null, so wurde die zur 
Gbarakteristik ^ geborige Funktion auf Grund der Formein (2,„.), (4,„.) von 


Art. 5 des vorbergebenden Abscbnittes fur jeden der Schnitte a, h, c die Null als Scbnitt- 
konstante besitzen, also eine ^-Funktion sein, und es konnte durcb sie, da sie von 
der Ordnung 1 ist, die ( 2 i 9 +l)-facb zusammenbangende Flacbe T auf eine zur Reprasen- 
tation der Werte von iv gewablte FF-Ebene abgebildet werden. Da eine solcbe Ab- 

bildung unmoglicb ist, so konnen die p GroBen ' ‘ "i (izf^ nicbt samtlicb den 

Wert Null besitzen, und es ziebt daber die Gleicbung = 0 stets eine Bedingung 


fiir die Konstanten c nacb sicb. Damit ist aber, da an Stelle des, beliebig in iF ge- 
wablten, Punktes rj aucb der Punkt s,-••,»•) gesetzt werden kann, bewiesen, daB 

im allgemeinen, das heiBt, wenn die Konstanten Ci, • • •, nicbt l^esonderen Bedingungen 
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Fiinfte-r Abscbuitt. 


^eiiu<i'eo, die r Grofien 


(lit 


/ «\ 


samtlicli von Null verscliieden sind, oder, was 


dasselbe, daB der Funktiou ~ iiii allgemeiiien die Zahl n + ([-{■ — 2 als (Drduimgs- 

zalil zukommt. 


d u 


1st die Funktion von der Ordnnng -f ^ -f 2p — 2, besitzt sie also das den 


Punkt («= 1 , 2 ,. • r) — l)-mal entlialtende Puuktsystem als System 

der oo^ Punkte, so kommen ihr auch « -f -f — 2 0^-Puukte zu. Beachtet man nun, 


daB uack dem soeben fur die GroBe Bewiesenen im allgemeinen, das heiBt, w^eun 


die Konstanten 

(lu\ / du 

dz^ 


, Op niclit besonderen Bedingungen geniigeii, keine der (i GroBen 
mit der Null zusammeiifallen kann, so erkennt man auf Grund der 


0 

dll 


unter 2.) fiir ^ aufgestellten Entwicklung, daB im allgemeinen nnter den u + —2 

0^-Punkten der Funktion ^ der Punkt oo^ (z= 1,2, ••.,9) nur (i^ + l)-mal auftritt, also von 


den 52 + ^d-2j; —2 0^-Punkten nur 2 (py.-pl) = n-\-g Punkte unendlich feme Punkte der 

Flaclie T sind, und dementsprecliend das mit e^, •••, £o ^_2 zu bezeiclinende System der 
2p — 2 noch ubrigen 0^-Punkte keinen der Punkte coi,---, 00 ^ enthalt. 

1st dagegen die Funktion von der Ordnuug n cj i-2p) — 2 — t, besitzt sie also 
nur einen, n-\-q-\-2p — 2 — t Punkte umfassenden, Teil des den Punkt a,, {^.=i, 2 ,-..,r) 
—l)-mal entlialtenden Punktsystems «!,•••, —, a^, •••, als System der cx)^-Punkte, 

so setzt sicli das, ebenfalis — 2 — ^ Punkte entlialtende, System ihrer 0^-Punkte 

aus dem den Punkt 00 ^ (z=i, 2 ,..., 9 ) (t^-fl)-mal entlialtenden Punktsystem 00 ^, •••, oo^, ••••, 
00 ^, •••, 00 ^ und eiuem, mit zu bezelcknenden, Systeme von 2p — 2 — t 

Punkten, von deuen unter TJinstanden nock eiuige oder aucli alle unendlicli feme Punkte 
der Flaclie T sein konnen, zusammen. Im vorliegenden Falle erganze man nun das 
Punktsystem dadurcb. zu einem System von 2p ~ 2 Punkten Ci, • • •, £ 2 ^- 2 ; 

daB man zu ihm dasjenige, t Punkte entlialtende. System, welches von dem oben auf¬ 
gestellten Systeme a^, •••, aj,-, •••, nacb Wegnabme der n-\-qp-2p — 2 —t 

00 ^-Punkte der Funktion nocb ribrig bleibt, binzunimmt. 

In jedeni der beiden soeben betracbteten Falle soli nun das zur Funktion ^ defi- 
nierte Punktsystem • • •, 8^p_^, insoferne durcb dasselbe die Funktion bis auf einen 


von z freien Faktor bestimmt ist, das System der cbarakteristiscben Punkte der 
Funktion genannt werden.*) Wie die zu Anfang filr aufgestellten Entwickluiigen 


*) Vgl. Riemann, B., Tlieorie der Abelsclien Funktionen. I, Art. 10. (Gesamtnelte Werke, 2. Aufi., S. 88—144; 
S. 117—118.) 


Tli'r-or’u-- i]*-'!’ *4-F»iiktiHnf!i. 


Ill 


zeigen, werdeu die uotwendigen iind liinreichenden Bedingimgeii dafur. duB Fiiiikt 
dei’ Flaclie T — einerlei oh dieser Piiukt eiii von den Puiikten ?c. a versfiiiedeiier 
Punkt oder einer der Punkte oder eiidlicli eiiier <ler Piiiikte a i<t — in dem Systeine 
der cliarakteristisclien Punkte einer Fiinktioii ^ zum miiidesten /^?-inal Turkoinint, 
durcli die Gleichiiugen: 



dargestellt. 

Nach den vorstehenden Uiitersiichmigeu geliuren die Fimktionen ~ ziir (triippe 

derjenigen J-Fimktionen, welclie das den Punkt «„ —Ij-nial entlialtende 

Punktsystem oder auch nur einen Teil dessell»eii als System 

der co^-Punkte besitzen, und zwar gelioren sie speziell zu jener Untergruppe, die von 
denjenigen Funktionen der Gruppe gebildet wird, bei "welclien das den Punkt oc^ 

(i,,-f-l)-mal entlialtende Punktsystem co^, • • •, co^,-, cc^, • ■als Bestandteil des 

Sj'stems der 0^-Punkte auftritt. Beachtet mau danii nocli, daB das mit irgeiid einer ziir 
definierten Untergruppe geborigen Funktioii A(/) gebildete, iiber einen gaiiz in T’ ver- 

laufenden Weg erstreckte Integral j*A{^)dz eine in T' einwertige und stetige Funktion 

der kompiexeu Veranderliclien z ist, und zwar eine Funktion u', da seine Werte in je 
zwei zu einem der Schnitte a, h, c geborigen entsprecbendeu Punkten cP'*’, cP“ sicli nur 
urn eine langs des betreflfenden Scbnittes konstante GroBe unterscbeideii, so erkennt 
man scblieBlicb, daB die soeben definierte Untergruppe auBer den Funktionen ~ keine 
weiteren Funktionen mebr entbalt. 

Nacbdem jetzt ermittelt ist, welcbe Stellung die Funktionen ~ unter den 
^-Funktionen einnebmen, lassen sicb die Systeme der cbarakteristiscben Punkte der 
Funktionen ~ aucb einbeitlicb definieren; man bat dazu nur die gegen Ende des 

Art. 2 angestellten Betracbtungen, speziell die Kongruenz (!'.), anf die Funktionen ^ 
zu bezieben. Es ergibt sicb dann, daB die Gesamtbeit der den Funktionen ~ zukommen- 

den Systeme der cbarakteristiscben Punkte mit der Gesamtbeit der Losungssysteme 
••*5 tier Kongruenz: 

/z = 5 (T = 2 j>-2 \ /Q = r \ 

^ - 1 )«”'] 


Oder der mit ibr aquivalenten Kongruenz: 

ff = 2p —2 \ = ^ 

<7=1 / \p=l 





identiscb ist. 


• 22 ^ 
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Bilden zwei Pimktsysteiiie ■ • •, s,,/. a'^, ■ ■ •, s',. (>-rw'= 2 i)- 2 ) zusammeu das System 
der cliarakteristisciien Pimkte einer Fimktiou so soil jedes der beiden ein zu clem 

anderen gehoriges Restpnuktsystem einer Funktion ^ genannt werden. 

4 . 

Fill’ die weitere Untersuchung der R.-Funktioneii iDedarf man eines auf Systeme 
linearer Gleichungen sich beziehenden Hilfssatzes. Dieser soil jetzt aufgestellt werden. 
Gegeben sei ein rechteckiges Schema, eine sogenannte Matrix: 



«12 • 


Chi 

6^02 * 

• «'2m 


• 

m 


von mp Grofien ^’^=^ 3 ;.;;;™. Wahlt man, unter g eine ganze, keine der Zahlen jj; 
tibersteigende Zahl verstehend, bei dieser Matrix irgend g Horizontalreilien aus und bei 
diesen irgend g Yertikalreihen, so wird dadurch ein quadratisches Schema von GroBen a 
bestimmt, dessen Determinante eine g-reihige Determinante der Matrix genannt werden 
soil. Unter dem Range r der Matrix ist dann nach Herrn Frobenius*) cliejenige groBte 
ganze Zahl r zn verstehen, fur welche die entsprechenden, t-reihigen, Determinanten 
der Matrix nicht samtlich den Wert Null haben. Diese Zahl r kann hochstens gleich 
der kleineren der beiden Zahlen on, p sein, da < 2 -reihige Determinanten der Matrix, fiir 
die q grofier als die kleinere der beiden Zahlen on, p ist, iiberhaupt nicht existieren. 
Ist r um g Einheiten kleiner als die kleinere der beiden Zahlen on, p, so haben der 
Definition der Zahl r zufolge die den Werten ^ = r + l,t + 2, •••, r + g entsprechenden 
c/-reihigen Determinanten der Matrix samtlich den Wert Null. 

Irgend s Systeme von je on konstanten GroBen: 


xf, 

rpW 

O/g , 

? ^7n 

xf. 

.. 

o/g , 

• • x^^^ 

? ^771 

xf, 

•^2 } 



lieiBen linear iinabhangig, wenn die mit Hilfe von s unbestimmten GroBen c^\ •••, 
gebildeten on Gleichungen: 

(p) ^(1) (P) ^(2) _j-^ p) ^ g(l) ^(1) _j_ ^(2) ^(2) _j-j_ ^{s) ^ .... ^ g(2) _j-f_ gW Q 

*) Erobenius, G., fiber homogene totale Differentialgleichungen. (Journal fiir die reine und angewandte 
Mathematik, Bd. 86, S. 1.) 
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» 


ilur fur — 0, c-"^ — 0. • ■ c^-"'~(j bBstelien kunnon. Lassoii sicli «kigpiieii dipso fTleicliiiiisfoii 
durcli ein von 0, 0, •••,0 verscliiedenes GrOfieusystem c', c-K •••. befriedigeii -- fin* 
s > in ist dies iinnier mdglicli —, so werdeii die s Systeine der (TroBen x linear abliRiigig 
geuannt. Ist in diesem letzteren Falle speziell so liiBt sich eiiie jede der m 

GroBen durch die s — 1 mit ihr in derselben VertikaireiLe stelienden 


GroBen x mit Hilfe derselben s — 1 GroBen — 
Gleichung; 


1 , • • ^ 


Cp'-Jt). 


in der durch. die 

{u ■=i,-2, ■ ■ ■, Vi) 


bestimmten Form linear ausdrilcken, und es soil dann gesagt werclen, daB das System 
der GroBen .r sich aus den s — 1 ilbrigen Systemen linear zusamniensetzen lasse. 

Nach diesen Vorbereitungen kann man jetzt den erwahnteii Hilfssatz in folgender 
Weise aussprechen: 

Hilfssatz. Die nachstehenden filnf auf die beiden Gleichungensysteme: 


fx = in 


(G,.) 

/n ^ ? 



u = 1 


fG,.) 

X =p 


o 

II 

X 

fi = 1, 2j • • •, m, 


sich beziehenden Aussagen sind gleichwertig, insofern aus irgend einer von ihnen als 
Voraussetzung jede der vier anderen abgeleitet werden kann. 

I.) Der Rang der Matrix der GroBen a ist gleich r. 

n.) Das Gleichungensystem (Gj.) besitzt m — r, von 0, 0, • • •, 0 verschiedene, linear 
nnabhangige Losungssysteme x'f\ • ■ ’, or=i, 2 , .-,m-r, und das allgemeinste Losungs- 

system laBt sich aus ihnen mit Hilfe von m — r unbestimmten Konstanten linear zu- 
sammensetzen. 

HI.) Das Gleichungensystem (G 2 .) besitzt p — x, von 0, 0, • • •, 0 verschiedene, linear 
unabhangige Losungssysteme «=i. 2 , •,p-r, und das allgemeinste Losungs- 

system laBt sich aus ihnen mit Hilfe von p — x unbestimmten Konstanten linear zu- 
sammensetzen. 

IV.) Aus den Gleichungen (Gi.) lassen sich r herausgreifen, die voneinander un- 
abhangig sind, und jede der p — x tibrigen Gleichungen ist eine Folge derselben. 

Y.) Aus den Gleichungen (Gg.) lassen sich t herausgreifen, die voneinander uu- 
abhangig sind, und jede der m — x ubrigen Gleichungen ist eine Folge derselben. 

Fiir den Beweis dieses Satzes inoge auf die unter dem Texte zitierte Arbeit des 
Herrn Fkobenius*) verwiesen werden. 

*) Frobenius, G., Tiber das Pfaffscbe Problem. (Journal fiir die reine und angewandte Matbematik, Bd. 82, 
S. 2S6.) Vergleicbe aucb: Weber, E. y., Vorlesungen iiber das Pfaffscbe Problem und die Tbeorie der partiellen 
Differentialgleicbungen erster Ordnung. (Leipzig, Teubner 1900, S. 15.) 
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5 . 

Nach dem am Ende des Art. 2 ausgesproclienen Eesultate existieren zu einem 
beliebig in T aiigenommenen Punktsysteme • • •, • • • •, \ • • •, das 

den Pankt (^= 1 , 2 ,•••,*) w^,-inal enthalt, Funktionen welchen das Punktsysteni 

Vi’ ■ *'5 Vm <^der aucb nnr ein Teil desselben als System der co^-Pimkte zukommt, dann, 
aber aucli nnr dann, wenn sich das System der y; Gleicliimgen: 


(G,.) 



+_ I _(!, + 





($)«+ 


+ 


Q 






1 

(«b—1) 



— bei dem der einfacheren Scbreibweise wegen fiir cr = l,2, •••s durcb 0 ,, ersetzt 
ist — dnrch GroBen Q, welche nicht samtlich den Wert Null besitzen, befriedigen lafit. 
Dies ist nacb dem im vorhergehenden Artikel aufgestellten Hilfssatze dann, aber aucb 
nur dann moglich, wenn der, mit 9t|i|(%, • • •, ?/,„) zu bezeiclmende, Eang der Matrix: 

Id 


fduA 





U4“Vo 

\dzJo ’ 

U?0/o 

(£!l£\ 

/d'"* Up\ 

/diOp\ 


[dZj^Jo 

V Jo 

\ dzjo 

Uc/o 


— Oder, wie im folgenden der Kiirze wegen, in Ubertragung des Begriffes „Eang“ von 
der Matrix auf das ibr zu Grunde liegende Punkts 3 ^stem 7 ]i, • • •, tj,,,, gesagt werden soil, 
der Eang des Piinktsystems ?/i, • • •, — der weder tiber p nocb liber m liegen, 

aber aucb, nacb dem in Art. 3 uber die GroBen • • •; ^-^^^Bewiesenen nicbt gleicb 

Null sein kann, kleiner als m ist. Fur on = p + l,p + 2, • • • ist immer Sftiii (t^i, • • < on, 

\i\ 

wie aucb das Punktsystem rj^, • • •, von Anfang an gewablt sein mag; fiir on^p da- 
gegen wird, wie die spatere eingebende Untersucbung zeigt, durcb die Forderung, daB 
der Eang 9t|i|(?ji, •••, 7]„^ kleiner als on sei, zugleicb eine Beziebung zwiscben den Punkten 

Id 

des Punktsystems gefordert. 
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Die samtlichen zu dem Pimlvtsystem 
werdeu nacli Art. 1 durcli die Gleichmig: 


etwa existierendeii Funktionen z 


A(0) — C -i- 2ii.P + ' • • + Si P 


+ •••• + S.,iP 


Q pl 

**^5 .V-t . I 


geliefert, weiin man darin, unter C eine willkiiiiiche Konstante versteliend, an Stelle 
von Sii, • • •, • • • •, S^i, • • •, ein jedes von 0, • • •, (j, • • • -, 0, • • •. U verscliiedene, 

das G-leichungensystem (Gi.) befriedigende GroBensystem treten laBt. Irgend k dieser 
Funktionen 




+ 


J_ QW P 

I 





+ £</?P ’C’ + ■ • ■ + + 8<? P y + • • • + s« p 


sollen linear nnabhangig genannt werden, wenn der Ansdruck: 


fur kein von 0, • • •, 0 verschiedenes Konstantensystem ?S^\ • • •, in T allentbalben den- 
selben Wert besitzt. Existiert dagegen ein von 0 , • • •, 0 verschiedenes Konstantensystem 
• • •, fiir das der soeben anfgestellte Ansdruck in T allentbalben denselben, mit A 
zu bezeicbnenden, Wert besitzt, sodaB also die Gleichung: 

4- + .. • + ^ 

besteht, so sollen die k Funktionen linear abhangig beiBen. Aus diesen Definitionen 
folgt, daB die k Funktionen A^\d), • • •, A^^'^ (z) dann, aber aucb nur dann linear unab- 
hangig sind, wenn die k bei ihnen auftretenden Konstantensysteme ••••, 

SS, •••, >^= 1 , 2 ,-iin Sinne der im vorbergebenden Artikel gegebenen Definition 

linear unabbangig sind. 

Da die Funktionen ~ nacb den Untersucbungen des Art. 3 zur Gruppe derjenigen 

JL-Funktionen geboren, bei denen an Stelle des allgemeinen Punktsystems t/i, i]„ das 
spezielle denPunkt o:^(?=i, 2 , • l)-mal entbaltende Punktsystem «!,•••, cci, 

stebt, so konnen die soeben aufgestellten Definitionen unniittelbar auf die Funktionen 
ilbertragen werden. Aus diesen Definitionen folgt bier, daB die ni mit irgend welcben 
Konstanten c gebildeten Funktionen —: 
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d 

~dT 




d Efj 

17 


+ C 


-.(t) 


du. 


dz ~ clz ■ ' " ' dz 


dann, aber auch nur daun linear unabliaugig sincl, wenn die m bei ihuen auftretendeii 
Konstantensysteme c^i‘\ ■ • ■, c^p\ ,« = i,•••,«, linear unabliangig sind. 

Nacli diesen Yorbereitungen soil jetzt das Gleichungens 3 'steni (Gj.) unter der, 
den Weid m = l ausschliefienden, Yoraussetzung diskutiert werden, daB der Eang 
9^13l(%j " •? ■^m) Punktsystems ?/i, •••, der weder tlberjj noch iiber m liegen, aber 

anch nicht den Wert lYull baben kann, kleiner als m ist, da nur dann, wie scbon vorber 
bemerkt Tvurde, das Gleicbungensystem (G^.) sicb durcb GroBen S, die nicbt samtlicb 
mit der blull zusammenfallen, befriedigen laBt. Dabei soli der Fall, wo 

ist, von dem Falle, wo • • •, ?/,„) <2^ ist, unterscbieden werden. 

Ul 

Erster Eall: Der Bang Sftiii(%,••*, des Funktsgstems •••,?]„; ist gleicli ih 

Ul 

Dieser erste Fall kann, da die gemacbte Yoraussetzung 9t|iibier 

Ul 

mp<,m libergebt, nur filr m +1, + 2, • • • auftreten; er liegt, wie aus dem im 

folgenden unter III) Gesagten bervorgebt, immer vor, wenn m > — 2 ist, also unter 

alien IJmstanden filr 2> = 1- 

In diesem ersten Falle ergibt sicb nun durcb Anweudung des im vorbergebenden 
Artikel aufgestellten Hilfssatzes auf das Gleicbungensystem (G^.), daB die folgenden filnf 
Aussagen gleicbwertig sind, insofern aus irgend einer von ibnen als Yoraussetzung jede 
der vier anderen abgeleitet werden kann. 

I.) Der Rang 9I|i|(?ji, • ■ ?j,„) des Punktsystems • • •, ist gleicli 2>- 

Ul 

II.) Das Gleichungensystem (G^.) hesiUt m—p, von 0, •••,0, •*• •, 0, •••, 0 verscliiedene, 

linear undbluingige Losungssysteme Su, • • •, SK,,,-, SS, • • •, ^md das all- 

gemeinste Losungssysteui ld/3t sicli aus ilinen mit JSilfe von m—p unhestimmten Konstanten 
linear msammensetmi; oder, ivas dasselbe, es gibt m— 2 ) linear unabliangige F%mktionen A(p): 




^Cl) 

z 



+ -"- + 8gP 



M = 1, 2, • • •, m—p, 


ivelclien das Punktsystem • • •, 7 ]„i oder auch nur ein Teil desselben als System der <yP-Punkte 
mkommty und die allgemeinsfe derartige Funktion A(z) Idj^t sich aus ilinen mit Hilfe von 
m-p-j-l unbestimmten Konstanten • • •, linear susammensetsen in der Form: 
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III.) Bas Gleicliungensysfem: 



kami mir durcli = 0, Cg = 0, • • •, hefriedigt icerdeit, oder, was dasselbe, es gibt keine 

F%mktion bei der das Pimktsijstem rj^, • • •, in dem Sgsteme der cliarakteristiscken Biinkte 
enthalten ist. 

IV.) Bie 'p Gleiclmngen (G-i.) sind voneinander unabhdngig. 

V.) Aus den Gleiclmngen (G-g.) lassen sick p herausgreifen, die voneinander unab- 
lidngig sind, und jede der on—p ubrigen Gleiclmngen ist eine Folge derselhen. 

Die allgemeinste zu dem Puuktsystem rji, • •gm gehorige Funktion A(/) enthalt 
nach II.) + 1 wesentliche willkurliche Konstanten linear homogen.*) In Uberein- 

stimmimg biermit folgt aus IV.), dafi sich von den m Grofien Q m—p angeben lassen, 
die von Anfang an willkurlich gewahlt werden konnen und durcb die dann die p ubrigen 
GrbBen S eindeutig bestimmt sind. 

Zweiter Fall: Ber Bang •••, des Funktsgsfems kleiner aJs p. 

Ill 

Dieser zweite Fall kann, wie aus dem im folgenden unter HI.) Gesagten bervor- 
gebt, nur dann auftreten, wenn m^2p — 2 ist, also unter keinen Umstanden fur p = l; 
er liegt fur p>l, der gemacbteii Voraussetzung , gm) ziifolge, immer vor, 

wenn m<p + 1 ist. ^ 

In diesem zweiten Falle ergibt sicb nun durcb Anwendung des im vorber- 
gebenden Artikel aufgestellten Hilfssatzes auf das Gleicbungensystem (Gi-), daB die folgen¬ 
den funf Aussagen gleicbwertig sind, insofern aus irgend einer von ibnen als Voraus¬ 
setzung jede der vier anderen abgeleitet werden kann. 

L) Ber Bang %u{gi, •••, g,,) des Punktsystems g^, •••, g„^ ist gleicli r. 

|i| 

II.) Bas Gleiclmngensystem (Gj.) besitzt m — x, von 0, 0, ••••, 0, •••,0 verschiedem, 

linear unablidngige Losungssysteme Sfi, • • •, • • • •, SS, • • •, >'= 1 . 2 ,und das all- 

*) Riemann, B., Theorie der Abelscken Funktionen. I, Art. 5. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 88 144; S. 108.) 

23 


p-R, n. 
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getuchisfr Losio/fissijsfvijf la'fjf skh aus Uikcu tnif Jlilfe von m — x lo/hesthumten Konstanten 
linmv ^iisaniinrii^ctzon: oder, iras d<mdh(\ (fibf m — x linear unalhangige Funldionen A(z): 






x = l,2, •••,!?( —r, 


iveJclien das Punlisgstem oder aucli )nir ein Ted desselben als System der oo^-Piinlife 

ziikommt, and die allgemeinsfe dcrarfige Fiuddion A(z) Id/Sf sicli aiis ihnen mit Hilfe von 
wi — r + 1 unhestimmten Konstanten linear zusammensetzen in der Form: 


A{z] = /F -f + ):-KF\z) + • • • + 

in.J Bas Gleicliiingensijstem (Cl^.) besitztp — x, von 0, • • •, 0 verscliiedene, linear un- 
ablidngige Ldsungssgsteme dF • • •, d^\ r=i, 2 , and das allgemeinste Losungssgsteni ld/3t 

skh aiis ihnen niit Hilfe von g)~x nnbestimmten Konstanten linear zusammensetzen; oder, 

was dasselbe, es giht p — x linear unabhcingige Funldionen ^ ; 


_ Jr] d , (r) ^ 

dz dz “ dz 


+ • • • + c 


ir) 


dup 

dz ’ 


r=l, 2, • • -jjJ-r, 


hei welchen das Punlisgstem ig, • • •, in dem Sgsteme der cliaraMeristisclien Punlde ent- 
lialten ist, und die allgemeinste derartige Fiinltion || liij^t skh aus ihnen mit Hilfe von. 
gy — x unbestimmten Konstanten }S\ iFb • • •, linear zusammensetzen in der Form: 


du 

Jz 






+ • • • + 


dz 


lY.) Aus den Gleklmngen (Gi.) lassen sicli x herausgreifen, die voneinander unab- 
hdngig sind, und jede der p — x ilbrigen Gleichungen ist eine Folge derselhen. 

V.) Aus den Gleklmngen (Qo.) lassen skh r herausgreifen, die voneinander unabhdngig 
sind, und jede der m — t iibrigen Glekhungeyi ist eine Folge derselben. 

Die allgemeinste zii dem Punktsysteme ??i, • • •, geliorige Funktion A[z) enthalt 
uacli II.) — r + 1 wesentliche willkurliche Konstanten linear homogen.*) In Uberein- 
stimmimg hiermit folgt aus IV.), daB sicli von den m GroBen £ m — x angeben lassen, 
die von Anfang an willkiirlicb gewalilt werden konnen und durch die dann die t ilbrigen 
GroBen S eindeutig bestimmt sind. 

Setzt man in den letzten filnf, unter der Voraussetzung x < -p gemachten, Aus- 
sagen r == ji, so gelangt man bei richtiger Interpretation wieder zu den filnf auf den 
ersten Fall sicli beziehenden Anssagen. 


*) Roch, G-., Tiber die Anzabl der willkiirlicben Konstanten in algebraischen Funktionen. (Journal fur die 
reine und angewandte Matbematik, Bd. 64, S. 372.) 




Theolio der ^‘l-Funktutnon. 


179 


6 . 

Von bosondoiBni Intorosso sind diojoni^Gn -idl-FiinktioiiGii, wgIcIig iiiir tiir gIiigii 
einzigen Punkt ?y der Flache T uneudlich werden, also das den Punkt w^-mal ent- 

lialtende Punktsystem tj, tj, ■ • t] oder ancli iiur einen Teil desselben als System der 
oo^-Pnnkte besitzen. Nacli den Untersuchungen des yorliergelienden Artikels existieren 

Punktionen A(z) von dieser Art dann, aber auch nur dann, wenn der Pang •••, fi 

'"III ' 

des aufgestellten Puiiktsysteins eine nuter m liegende Zahl r ist, imd zwar gibt es dann 
iinmer oii — x linear unabliangige Punktionen Ais): 




+ 




x= 1,2,- • -,111—V, 


12 7)1 

welchen das Punktsystem ^ oder auch nur ein Teil desselben als System der 

oo^-Punkte zukommt, und die allgemeinste derartige Funktioii Au) laBt sich aus ihneu 
mit Hilfe von — r + 1 unbestimmten Konstanten • • •, linear zusammem 

setzen in der Form: 


A{s) = A^**^ + -f- A^^A^-^0) + •.. + 

Aus dem soeben aufgestellten Systeme der m — r linear unabhangigen Punktionen 
A^^^(0), • • •, erhalt man wieder ein System von m — x linear unabhangigen Fimk- 

tionen A^s) der in Eede stehenden Art, wenn man darin, unter p, r irgend zwei Zahlen 
aus der Eeihe 1, 2, • • •, m — x, unter c eine beliebige Konstante verstehend, durch 

A^‘\i)c A^”\0) ersetzt, und man kann dann fiir den Fall, daB die Punktionen A^H£), A^*’^(/) 
dieselbe Ordnung m^m haben — also die Grofien Sk^ von Null verschieden sind, 
die GroBen • • •, SS?; Sk)^i, • • •, S? dagegen den Wert Null besitzen — die Ordnung 

von A^^'\ 3 ) + cA^'\£), indem man c durch die Gleichung Sk) + = 0 bestimmt, kleiner 

als m machen. Von dem ursprunglichen Systeme A^\z), - A^-^~'^Hz) ausgehend kann 

man nun durch wiederholte Anwendung dieses Reduktionsverfahrens, indem man zu- 
nachst bei den Punktionen von der hochsten Ordnung beginnt, zu einem Systeme 
A^^\£), • • •, von m — x linear unabhangigen Punktionen A(0) der in Rede stehenden 

Art gelangen, bei dem keine zwei Punktionen die gleiche Ordnung besitzen. Haben aber 
die so gewonnenen Punktionen A die — jedenfalls der Reihe 1, 2, • • •, m angehorigen — 
Ordnungszahlen m^^, • ■'}n„^_y. beziehungsweise, so mufi auch die Ordnungszahl m irgend 
einer Punktion A(0) der in Rede stehenden Art, da jede solche Funktion sich aus den 
Punktionen A mit Hilfe von —r + 1 passend gewahlten Konstanten A^®^, A^^\ A^'" 

linear zusammensetzen laBt in der Form: 
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1 -S't 


Af^) = /A'- -h /AAA 




/AA/--‘iA) A- • • • + 


sicli mit eiiier der Zalilen m.., • • •, decken, oder, was dasselbe, es gibt unter 

. 1 Til 

den Zahlen 1, 2, gerade r = 9lji|(^, • • •, Zalileu, die nicht als Orcluimgszahlen 

bei den Funktionen A(/) der in Rede steheuden Art auftreten konnen. 

Eine positive ganze Zahl n soil eine zum Punkte rj der Flaclie T gehorige 
Luckenzahl genanut werden, wemi unter den nur ini Punkte t] unendlicb werdenden 
Al-Fimktionen keine von der Orduung n sich befindet, also keine, die im Punkte t] oo" 
wil’d. Die Zahl 1 ist unter alien Umstanden eine Luckenzahl, da nach dem in Art. 3 
Bewiesenen ^.-Funktionen von der Ordnung 1 nicht existieren. Dagegen ist eine iiber 
1 hegende Zahl n nur dann eine zum Punkte t] gehorige Luckenzahl, wenn die Differenz 

‘v) ~ ‘ ‘V )} Definition des Begriffes „Bang“ zufolge nur den 

ul 111 

Wert 1 Oder den Wert 0 haben kann, den Wert 1 besitzt, da nach dem soeben Be- 
1 1 *^ 

W'iesenen rj) die Anzahl der in der Beihe 1, 2, ^ vorkoinmenden, zum 

111 

Punkte 7j gehorigen Luckenzahlen ist. Beachtet man nun, dafi der groBte Wert ist, 

1 fi 

den die mit wachsendem ju, niemals abnehmende GroBe annehmen kann, 

111 

iind daB diese GroBe, nach dem im vorhergehenden Artikel beim ersten Falle Bemerkten, 

jedenfalls fiir iLL = 2p — 1 den Wert p besitzt, so erkennt man schlieBlich, daB es im 

ganzen p zum Punkte t] gehorige Luckenzahlen gibt, daB diese samtlich in der Reihe 

1,2, •••,2^ — 1 enthalten sind, und daB von ihnen in der Reihe 1, 2, • • 

1 ^ 

gerade 9 ^ 11 |(^, • • - , vorkommen.*) 


7 . 

Die in Art, 5 fhr die Diskussion des Gleichimgensystems (G^.) gemachte Voraus- 
setzung, daB der Rang Sli 11 ( 1 / 1 , • • •, des Punktsystems • • •, eine unter m liegende 

|i| 

Zahl r ist, deckt sich nach dem am Ende des Art. 2 ausgesprochenen Resultate mit 
der Forderung, daB die Kongruenz: 

sich durch ein mit •••, nicht identisches Punktsystem Si, •••, befriedigen laBt, 
Oder — wie im folgenden der Kurze wegen gesagt werden soli — daB das Pnnkt- 

*) Vg]. Weiersteass, K., Vorlesungen iiber die Tbeorie der Abelscben Transzendenten. (Matbematiscbe Werke, 
Bd. IV, S. 211—225.) 
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system.?]!, ein ersetzbares Punktsystem ist. Zwei Jiirch die anfgestellte 

Kongmenz verkntipfte Pimktsystenie g,„; r}„ ■■■, rj,, sollen aqiiivalente Piiiikt- 

systeme heifien. 

Um die samtlichen mit dem vorgegebenen Punktsystem 7 ]i, •••, aquivaleiiten, 
von ?]i, • • •, 7j„, verschiedenen Punktsysteme zu erlialteu, hat man nur ftir jede zu dem 
Punktsystem •••, ?],„ im Sinne des Art. 1 geliorige Funktion A(^) das S^’stem der 
0^-Punkte aufzustellen und zu ilim dasjenige Punktsystem hinzuzufiigen, welches von 
dem Punktsysteme ?]i, • • •, ?]„, nach Wegnahme des Systems der co^-Punkte der Funktion 
A(z) noch librig bleibt. Man erhalt auf diese Weise die samtlichen in Kede stehenden 
Punktsysteme, und auch jedes nur einmal, wenn man bei der Durchfilhrung des an- 
gegebenen Yerfahrens jede Funktion A(^) ausschliefit, die sich von einer schon in Be- 
tracht gezogenen Funktion nur um einen konstanten Faktor unterscheidet. 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dafi ein Punkt s der 
Flache T — einerlei ob dieser Punkt in dem Punktsysteme 7]^, •••,?]„, enthalten ist 
Oder nicht — in einem mit ?]i, • • •, ?]„, aquivalenten Punktsysteme ziim mindesten r-mal vor- 
kommt, werden durch ein System von v homogenen linearen Gleichungen zwischen den in der 

allgemeinsten hierher gehorigen Funktion ^(. 2 ;) = -j-j- 

auftretenden — r + 1 Konstanten • • •, dargestellt. Dementsprechend kann 

man filr die Bildung eines mit ?]i, ■ ■ -,7]^ aquivalenten Punktsystems s^, ■ ■ ■, e„ die m — r 
Punkte £ 1 , • • •, beliebig wahlen; denn diese Wahl zieht nach dem soeben Bemerkten 
ein System von nur m — t homogenen linearen Gleichungen zwischen den m — t + 1 
Konstanten • • •, nach sich. Die t noch fehlenden, das gewahlte System 

zu einem mit ?]i, •••, ?]« aquivalenten Systeme erganzenden Punkte £„,_ 5 ;+i, • • 0 
werden aber nur dann eindeutig bestimmt sein, wenn durch das erwahnte System von 
m — x Gleichungen die m—r + 1 Grohen bis auf einen alien gemein- 

samen Faktor bestimmt sind, oder, was dasselbe, wenn die Matrix der (jn — x) (yn — r P1) 
in diesen Gleichungen als Koeffizienten der A auftretenden GroBen den Kang yn — t besitzt. 

Es soli jetzt bewiesen werden, daB durch die Wahl der Punkte £ 1 , • • •, £,„_,. die t 
noch fehlenden Punkte £„j_^+i, •••, im allgemeinen eindeutig bestimmt sind. Zu dem 
Ende grenze man in der Flache T m — x keinen der Punkte 7]i, • • •, ?]„, enthaltende Be- 
reiche ab, bilde mit Hilfe der m-~x schon benutzten linear unabhangigen 

Funktionen • ••, AA^~''\s) die Determinante: 

und stelle sich die Frage, ob diese Determinante fur je m — x den Bereichen B^, • • B^_^ 
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bezieliuiigsweise aiigehorige Pimkte £i, • • •, Wert Xull besitzen kann. Ware 

dies moglicli, so wiirde die Determinaiite, als Fnnktion des in T beweglichen Pimktes 
betraclitet, fiir jeden deiii Bereiche augeliorigen Piinkt und folglicli filr jeden 

Punkt YOU T den Wert Xull besitzen, wie anch die Punkte £5, • • •, innerlialb 

der Bereiche B.^,, •••, B„,_^ gewahlt sind, und es warden dann wegen der Linearunab- 
hiingigkeit der Funktionen • • •, (V) anch die zu den Elementen A^^^(si), • • •, A^''‘~^\'ei) 

gehorigen — r — Ij-reihigen Unterdeterniinanten fiir jecle Lage der Punkte s., * • 
innerhalb der Bereiche Bo, • • •, B,„_^ den Wert Xull l^esitzen. Ximmt man dann speziell 
die zu deni Elemente gehOrige (la — r —l)-reihige Unterdetermiuante, wendet 

dieselbe Schlufiweise an und fahrt so fort, so gelaugt man schlieBlich zu dem sinulosen 
Resultate, daB die Fuuktion A^''‘~^^('/) fiir jeden dem Bereiche B,„_^ angehorigen Punkt 
= und folglicli fiir jeden Punkte; von T den Wert Xull hesitzt. Damit ist aher 
zunachst bewiesen, daB die aufgestellte Determinante nicht fiir je m — x den Bereichen 

B^, beziehungsweise angehdrige Punkte £ 1 , ■ • wie klein diese Bereiche 

auch sein mdgeu, den Wert Xull besitzen kann. Wahlt man jetzt m — v den Bereichen 
jBj, • * •, B„^_^ beziehungsweise angehorige Punkte ii, • • •, s^_,. von der Art, daB die auf¬ 
gestellte Determinante nicht verschwindet, wenn man gleichzeitig £i = ii, • • •, = 

setzt, so lassen sich, da dieselbe, als Fuuktion der m — x Veranderlichen n-x 

betrachtet, fiir £1 = £ 1 , • • •, stetig ist, in T m — x diese Punkte beziehungs¬ 
weise enthaltende Grebiete 6 ^ 1 , •••, ^sr Art abgrenzen, daB die Determinante 

fur je m — x diesen Gebieten beziehungsweise angehorige Punkte • • •, e„_r einen von 
Xull verschiedenen Wert besitzt. Beachtet man dann noch, dafi durch die auf irgend 
ein solches Punktsystem 8 ^, •••, bezogenen m — x Gleichungen: 

die GroBen A^°^, A^^V • bis auf einen alien gemeinsamen Paktor bestimmt sind, 

so erkennt man die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung, daB durch die Wahl der 
Punkte £ 1 , • • •, £,„_j die t noch fehlendeu, das angeuommene System £ 1 , • • •, £„,_r zu einem 
mit • • •, aquivalenten Systeme erganzenden Punkte £,„_x-+i, * • £m iui allgemeinen 
eindeutig bestimmt sind. 

Aus den vorstehenden Untersuchungen ergiht sich jetzt als Resultat, daB die 
beiden Aussagen: 

a. ) Das BmMsystem •••, hesitzt als Bang •••, 'rin^'die unter m liegendeZahlx; 

|i I 

b. ) Das BmMsystem • • •, 7 ]„, ist erseUhao'; fiir die Bildung eines mit Him dgui- 
valenten BunJctsyste^ns honnen m - x Punkte belielig gewahlt loerden und es sind durch die 
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^Yalil von ni — x JPunJdcn die r itoclt felilendot Piuildv i)n alhjeineitti'it f-ind>ufiff hesthnnit: 
gleicliwertig sind, insoferne nicht niir, wie sclion bewiesen, aus der ersten als Yorans- 
setzung die zweite folgt, soudem aiich iimgekelirfc aus dieser jeue. Denn, besaSe das 
uiiter b.) charakterisierte Punktsysteiu eine von r verschiedene, wegeii der Ersetzbarkeit 
des Punkts 3 ^steiiis jedeufalls nnter ni liegende, Zalil t als Rang, so konnten, iin YTider- 
spruche mit dem iiber das Punktsysteiu \ oraiisgesetzteii, fur die Bildung eines niit ihni 
aquivalenten Punktsystems ni ~ x, die r noch fehlenden Punkte iin allgemeinen eindeutig 
bestimmende Punkte beliebig gewalilt werden. 

Das soeben ausgesprocbene Resultat laBt zugleicli erkenuen, dafi ein jedes mit 
einem Punktsy stem • • •, 7 /,,, vom Range r < m aquivalente Punktsysteiu elienfalls den 

Rang X besitzt. Man hat dazu nur zu beachteu, dafi die fur ein solches Punktsysteiu 
geltende x4.ussage b.) auf jedes mit ihm aquivalente Punkts^'stem tlbertrageii 
werden kann, und daB daher, wegen der Gleichwertigkeit der xkussageii a.i und bii, die 
Aussage a.) auch filr jedes mit 7]^, •••, rj,,, aquivalente Punkts 3 ’'stem gilt. 


8 . 

Mit Rilcksicht auf die Ausnahmestellung, welche die in Art. 5 betrachteten zum 
zweiten Falle gehbrigen Punktsysteme, nach dem doi-t unter m.) Gesagten, gegenftber 
den zum ersten Palle gehorigen Punktsystemen einnehmen, sollen in diesem Artikel 
die zum zweiten Falle gehorigen Punktsysteme noch einer besonderen Betrachtung 
unterzogen werden. 

Zu dem Ende nehme man an, daB das den Punkt 7 /^“^ (a= 1 , 2 ,•••,*) 7w^-mal enthaltende 

Punktsysteiu rji, • rj^ = if\ • • •, ■ • ■ - , 7f'\ ' • zum zweiten Falle gehore, oder, 

was dasselbe, daB sein Rang 9f|i](7]i, •••, ?/„,) eine unter m und p liegende Zahl r sei. 

Ill 

Die Zahl m kann dann nach dem beim zweiten Falle Bemerkten nicht groBer als 
2]) — 2 sein. 

1st zunachst m = —2, so inufi —sein, da sonst nach dem beim zweiten 

Falle unter III.) Gesagten zum mindesten zwei linear unabhangige Funktionen ^ 
existieren wtirden, denen das Punktsysteiu ??i, • • •, als System der charakteristischen 

dit 

Punkte zukame, wahrend doch nach dem in Art. 3 Bemerkten zwei Funktionen jj, denen 

dasselbe Punktsysteiu als System der charakteristischen Punkte zukommt, sich nur urn 
einen konstanten Faktor unterscheiden konnen. Ein zum zweiten Falle gehSriges 
System von 2p-2 Punkten besitzt daher stets den Rang p - 1. Auch erkennt man 
ohne Miihe, daB die Gesamtheit der den Funktionen ^ zukommenden Systeme der 
charakteristischen Punkte mit der Gesamtheit der den Rang p ~1 besitzenden Systeme 
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von 2i) — 2 Piinkteu iclentisch ist, und daB dalier, well je zwei der zuerst genannten 
Panktsysteme, wie ein Blick aiif die am Eude von Art. 3 aufgestellte Kongruenz zeigt, 
aquivalent sind, ancli je zwei der zuletzt genannten Punktsysteme aqnivalent sind. 

Fur die ganze nock folgende Untersuchuug soli jetzt voransgesetzt werden, daB 
1)1 < 2}) — 2, also etwa ni = 2yj — 2 ~ m sei. Es gibt dann nack dem beim zweiten Falle 

unter IH.) Gesagten — r, dort mit — bezeicknete, linear unabkangige 

Fnnktionen bei welcken das Piinktsystem eineu Bestandteil des Systems 

der ckarakteristiscken Punkte bildet, und die allgemeinste derartige Pmiktion — setzt 
sick aus iknen mit Hilfe von nnbestimmten Konstanten •••, zusammen 

in der Form -[_ x(p-^) . ? . 1st speziell —1, so ist — da sick 

dann die soeben fiir die allgemeinste kier in Betrackt kommende Funktion auf¬ 
gestellte Gieickung auf ^ reduziert — das von der Funktion kerkom- 

mende, mit tj[, • • •, zu bezeicknende, Eestpunktsystem (sieke die Definition am Scklusse 
von Art. 3) das einzige zu •••, ri„^ gekorige Eestpunktsystem einer Funktion ^ und 

folglick ein nickt ersetzbares Punktsystem oder, was dasselbe, ein Pimktsystem vom 
Eange m'. Ist dagegen x<p-~l, so gibt es auBer dem Systeme rj[, • ■welckes 

von der ersten der vorker aufgestellten Fnnktionen kerkommt, nock un- 

begrenzt viele zu gekorige Eestpunktsysteme von Fnnktionen ein jedes 

dieser Eestpunktsysteme ist auf Grund der am Scklusse von Art. 3 aufgestellten Kon¬ 
gruenz ein mit aquivalentes Punktsystem, wie umgekekrt, sodaB also die 

Gesamtkeit der zu • • *, ??« gekorigen Eestpunktsysteme von Fnnktionen ^ mit der 

Gesamtkeit der mit • • •, ilquivalenten Punktsysteme identisck ist. Nack dem am 
Scklusse von Art. 7 Bewiesenen besitzen daker die zu 7/i, •••,??« gekorigen Eestpunkt¬ 
systeme von Fnnktionen ~ samtlick den gleicken, mit r' zu bezeicknenden, Eang. Zur 
Bestimmung dieser, jedenfalls unter m' liegenden, Eangzakl x kat man vor allem zu 
beackten, daB ein zu 7]j^, • • •, gekoriges Eestpunktsystem einer Funktion der Defi¬ 
nition gemaB, erst dann festgelegt ist, wenn man bei der aufgestellten Funktion 

§7 = i-+ — die p — r willktirlicken Konstanten A bis auf einen alien 

gemeinsamen Faktor bestimmt kat, und daB man dementspreckend fur die Bildung eines 
derartigen zu T]m gekorigen Eestpunktsystems jedenfalls p — x~l Punkte beliebig 

waklen kann, da diese Wakl ein System von nur —t —1 komogenen linearen Glei- 
ckungen zwiscken den p — x Konstanten A nack sick ziekt. Das zu bildende Eestpunkt- 
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system wire! abei clinch Wahl voii j) — t — 1 Punkten niir daiiii eiadcaitiir hestiiiimt seiii, 
■wenn die Matiix dei {‘p x.]{p x — li iu dieseu tileicliiioiieii al.s Kofdiizieiiteii cler /, 

aiiftretenclen GioBen deu Pang — r — 1 besitzt. Dafi dieses iin tdlgeineiDeii der Fall 
ist, erkennt man, wenn man dieselbe SchluGweise anweiidet wie in Art. 7 an der eut- 
sprechenden Stelle. Fiir die Bildung eines zti ?yi, • • •, gehurigen Pestpiiiiktsvsteins 

einer Fnnktion ^ Oder, was dasselbe, eines mit u(j[uivalenten Piiiiktsysteins 

komien also p r ~ 1 = — f /n — -f r-f-1) Piinkte ]'»eliehig gewfihlt werdeii, mid es 

sind durch diese Wahl die ~ -{-r + 1 uoch felileiiden Pimkte iiii allgeuieinen ein- 

dentig bestiimnt. Das aber ist nach deni in Art. 7 aiisgesprochenen Resultate nur 
moglich, wenn die deni Systeme • ••, zukommende, vorher mit r bezeichnete. Rang- 
zahl sich mit der Zahl -jP-jj-fr-fl deckt, sodaB also oder auch, 

da die Beziehung ■m=‘ip~2 — m besteht, r —+ ist. Trotzdem die letzte 
Gleichung nnter den Voraussetzungen r < m < 2p - 2 . r <- 1 abgeleitet worclen ist, 
gilt sie auch noch iinter den Voraussetzungen x<m<2p — '2, x^p — l, da sie dann, 
in Ubereinstinimung mit deni vorher Gefundenen, fiir x den Wert '2p — 2 — m = m liefert. 
Unter Benutzung der Relation m + m^2p~2 kann man ihr die drei Formeii 

m ~ x' =p ~ 1 — X, iu — X ^p — I — X, 

m — 2x = m ~2x 

geben; das System dieser drei Gleichimgen steht im Einklang mit der Tatsache, claB 
jedes zii ip, • • •, gehorige Restpunktsystem einer Fnnktion das Punktsj'stem 

Vi’ '' ’ Vm selbst wieder als Restpunktsystem einer Fnnktion ^ besitzt. 

Alls den vorstehenden Untersuchungen ergibt sich jetzt scblieBlich als Resultat, 
daB unter der Voraussetzung w < 2j; — 2 die drei Aussagen: 

a. ) Das Punldsyste^n ri^, •••, tj,,, besiUt als Dang ?/„,) cJie unter m und p 

liegende ZaJil r; 

b. ) Das PunJctsysteni •••,?/,„ ist erset^bar und es geliort m Him mindesfens tin 
DestpunUsystem einer FunUion jedes derartige zu ??i, • • gehorige Desfpunktsystem 
besitzt den Dang p — m-\-x — l', 

c. ) Das PimJctsystem ?/i, „ ist ersetzbar und es gehort zu Him mindestens ein 

Destpunktsystem einer Funktion fur die Bildung eines derartigen zu rp, • • •, t;,,, gehdrigen 

Destpunktsystems kbnnen •— r ~ 1 Punkte beliebig geivdhlt werden und es sind durch die 

*) Brill, A. und Norther, M., tlber die algeljraischen Funktioneu und ihre Anwenduug in der Geometrie. 
(Mathematisclie Annalen, Bd. 7, S. 269.) 

P-E, II. 
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WuM ron 2 ) — i — 1 PiinJdeii die p — 4- v - 1 nocli feldenden PiiuJde ini cdlgemeinen ein- 

dentig lestiuimf; 

gleichwertig sincl, insofern aus irgend einer von ihueu als Yoraussetzuiig jede der beiden 
anderen abgeleitet werden kanu. Da, wie sclion bewiesen, aus a.) als Yoraussetzung 
jede der beiden Aussagen 1 ).') uud c.) folgt, und diese letzteren nacb deni in Art. 7 aiis- 
gesprochenen Kesultate gleicbwertig sind, so bat man zum vollstandigen Beweise der 
aufgestellten Behanptiing nur noch zu zeigen, dafi aus c.) als Yoraussetzung die Aus- 
sage a.) folgt. Dieses aber ist der Fall; denn, besaBe das unter c.) cbarakterisierte 
Punktsystem eine von r yerschiedene, wegen der Ersetzbarkeit des Punktsystems jeden- 
falls unter m und wegen der Existenz von mindestens einem Bestpunktsystem einer 

Fiinktion aucb unter p liegende, Zahl f als Bang, so konnten, im \Yiderspruch mit 
dem liber das Punktsystem Yorausgesetzten, ftir die Bildung eines zu ihm geborigen 
Bestpunktsysteiiis einer Funktion — r — 1, die — on + r — 1 nocb feblenden Punkte 
im allgemeinen eindeutig bestimmende Punkte bebebig gewablt werden. 


9 . 


Jede A-Funktion laBt sicb auf unbegrenzt viele Weisen als ein Quotient dar- 
stellen, dessen Zabler und Nenner die ersten Derivierten von zwei zu irgend einer 
Cbarakteristik geborigen Funktionen W sind, und man kann, wenn es sicb um die 
Bildung eines solcben Quotienten bandelt, die Derivierte einer beliebigen Funktion W zum 
Nenner nebmen. Eine ausgezeicbnete Darstellung von dieser Art erbalt man, wenn 
man speziell die Derivierte irgend einer allentbalben endlicben Funktion u zum Nenner 
nimmt. Zur Gewinnung dieser Darstellung soli bier ein Yerfabren angewendet werden, 
das aucb im allgemeinen Falle zum Ziele fiibrt. 

Gegeben sei eine Funktion A[s), welcbe das den Punkt »?.^-mal 

entbaltende Punktsystem • • •, • • •, Tf‘\ • • • •, • • •, if"'^ als System der cx)^-Punkte 

besitzen moge. Diese Funktion ist nacb Art. 1 durcb eine Gleicbung von der Form: 

0=1 ^ ^ 


+ ^0 2 ^ 




darstellbar, wobei dann zwiscben den Konstanten £ die p Beziebungen: 

A {2.1 (1^)0+ IT 2„s (^)„+ • ■ • + (sAi)T 8™.(4;5)o1 “ 0 ’ 


v—1,2, 


,P, 


besteben. Sollten von den Punkten of 


( 1 ) 


einer oder mebrere an der Be- 


grenzung von T’ liegen, so andere man das Scbnittsystem durcb Deformation so, daB 
die Punkte rj samtlicb in das Innere der Flacbe T* zu liegen kommen. ISTun verstebe 
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man unter o. eineu ini Innern von T goloixeiien. von don Piinkton ?■, a. vor-;rhipdpiiPn 
Punkt, bilde alsdann das Produkt: 

= Afs) P “ 

der Puuktion Af/j und der zur Charakteristik gehorigen, obeiifalls in T' ein- 

wertigen Elementarfunktion P ^ und bestimine den Wert J des init dieser Fimktion 

und irgend einer allentlialben endliclien Fimktion ic gebildeten, in positiver Piirhtung 
uber die von den beiden Seiten der Scbnitte a, h, c geliildete Begrenznng di der Flacbe T 
zn erstreckenden Integrals indem man in derselbeii Weise vorgelit, wie es 

im ersten Teile, in Art. 1 des siebenten Absclmittes, zu iihnlicliem Zwecke geschelien 
ist. Man erbalt dann filr J zunacbst die Gleicbung: 

und schlieBlicb, indem man beacMet, daB fiir v =^1,2, • ■p\ 
langs a,,{A(^)'''== A(zj~, P I^^P ! , 

langs Aid)-, P “ ■"-P “ 

langs cJ^A(py== A{ 0 )~, P 1^==P ? 

ist, und daB dalier die Werte von in je zwei zu einem der Scbnitte a, A c ge- 

borigen entsprechenden Punkten cP~ in der Weise verknupft sind, daB 

langs a,,{ fPizY == , 

langs 

langs *^( 2 )“ 

ist, die Grleicbung: 



Das Integral J ist aber ancb gleicb der Summe der auf die einzelnen in T 
gelegen^n Unstetigkeitspunkte •••, ct von (p(z) sicb beziehenden Integrate 

-p d" 

f<P>{z)du% a=i, 2 ,---,s, J'(f>(z)dw und kami daber ancb auf Grund der Gleicbimg: 

(5) 


• 24 ' 
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{a) 

ausgewertet werden. Zu dem Elide hat man das Folgeiide zu beachten. 

1 .) Ftir das Clebiet des Punktes 7{-°^ ( 0 = 1 , 2 ,-•-,*) gelten die Entwickliingen fvgl. Art. 7 
11 . Art. 2 des vorhergelienden x^bscbnittes): 


A(z] 


F 


Q 

am^ 

*^(7 

dP 

(} 

a 


d a 


+ 




-b Cno + + C„2^’‘ -}- C^3 2I -(- 


1 


d ii 

Ti 


1 da 
1 /d-u 


■^0 + T 


dP 



CL 


da 


+ 


dF 


(O) 


3 da 
1 /dhi\ 




± = (Ail) _t_ ± (AAi) « -l i. (AIl) +1 (Ah) .o ^ 


und es gilt daher fiir das Gebiet dieses Punktes anch die Entwicklung: 




wobei 


+ •••-!-T H-b <^„o + ^7.1 ^rr + Ca2 E ^[r + 

2„ " ZZ,- 




P. = 0,1, 2, • • •, m„— 1, 


ist. Daraus folgt danu weiter, daB in der durch Miiltiplikation dieser Entwicklung mit 
der Entwicklung der Punktion F “ sich ergebenden Entwicklung von <F (^) die 

I Z aZg 

Potenz ^7^ mit dem Koeffizienten: 




dP 


0 

Cl 


1 = m„—l 


cl 


\ n \ '“O “ 1 , a -L 

I " I I ^ J_ Q' _! 


dP 


?. 

€t 


da 


auftritt. Dieses Glied ist aber das einzige, welches bei der Auswertmig des auf den Pnnkt 
sich beziehenden Integrals in Betracht koinmt, nnd man erhalt dementsprechend: 


-r + I' 

J" <F(A)du^ = j* = 


dP 

^(<^3 

0 

a 


di 


?. = via-l dP 


;i=i 


da 


1 


(,jW) (,;W) 

2.) Fur das Gebiet des Punktes a gelten die Entwickliingen; 

— ^ ^ 71 = 00 j ^ n = oo 

1 , ’VH’ ^ / \n. dxt (l%t ft / \ji 

= ’ Tz^IP: P 2 > 


A{p) = A{a) P ^ c,(0~ ay, F 

n=l ^ 


7t = 0 


und es tritt daher in der durch Miiltiplikation dieser drei Entwicklungen sich ergebenden 
Entwicklung von die Potenz (^ —mit dem Koeffizienten A(a)^^ anf. Dieses 





l.K.S 


CTlied ist aber cla.s eiiizige, welches bei der Au^wertmiir dns aiit* Fiiiikt n si«'li be- 
ziehenden Integrals in Betraclit konnnt, mid man erhfili dt'iiieiitspr«^i‘lieial: 

J ^ „ -2^; .( a g:. 

(«) ‘A) 


Unter Benutzung der beiden soebeii gewoiinenen Kesiiltate erhillt man jerzt aiis der 
letzten fiir J aufgestellten Gleichimg die Gleichiing: 


s:,! 


d P 

rp‘ 

0 

a 


iht 


/. = 772 J ■ 

- V 


Q' 

~(T, 


<IP 


d a 


J- 9 


711 


'I u 
(I a 


Setzt man nnn die beiden fiir J erhaltenen Ansdriicke einander gleicii, liifit bei 
der entstehenden Gleicliung in neuer Bezeichnung ziiniiclist an Stelle des Biichstabeiis -r 
den Bucbstaben u, liierauf an Stelle des Buchstabens a den Buclistaben ^ treteii und lust 

alsdann die Gleiclinng nach A(/)~ anf, so erhillt man, wenn man sclilieClich nucb die 

£' durch die ihnen entsprechenden Ansdriicke ersetzt, die fiir jedeii von den Punkten 
7 ], a, oo verschiedenen inneren Punkt z der Fliiche T geltende Gleichung: 


s - - A' 

a = 1 


72 niQ 
.11=1 ' 


/ d'‘ U 

1) • /o. 


-] dP 

0 

jj(ff) 

d 

'z 


= m„-l 

y 

;. = i 


rti 

i X’ 

L u'= 1 



1 du 

Tti 

i' = i 


dz 


JM) 


cUi\ 


welche nacli Division dnrch ^ fiir die Fimktion A(z} die erwRliiite aiisgezeichnete 

Darstellung liefert. Trotzdem diese Gleicliung, zur Yereinfachimg der Untersucliuug. 
nur fiir den Fall abgeleitet worden ist, daB der Pimkt z ini Innem der Fliiche T' liegt, 
gilt sie auch nocli, wenn z der Begrenzung von T' angehort. Es andert sich namlich. 
die Differenz der linken und recliten Seite, als Funktion des in T frei beweglichen 
Punktes ^ betrachtet, stetig, wenn dieser Punkt durcli stetige Bewegung in eineii Pimkt 
der Begrenzung von T' iihergeht, und es kann daher diese Differenz, da sie der erhaltenen 
Gleicliung geuiafi immer den Wert Null besitzt, wenn z ini Iniiern der Ildche 1 liegt, 
nicht einen von Null verschiedenen Wert liaben, wenn z der Begrenzung von T 
angehort. 

Eine besondere Betrachtung verdient der 1 all, wo der Rang9ijijf.* 

des den Punkt ( 0 = 1 , 2 ,•••,«) w^-mal enthaltenden Systems •••, der 

oobPunkte der Funktion A{z) kleiner als j) ist, oder, was dasselbe, wo Funktionen 






Fiint’ter Abs'-buitt. 


existieren, Lei «lenen <las Puiiktsystem ^. —,7p, in flera System der 

charakteristisclien Punkte eiitiialteii ist. La6t man nilmlich in diesem Falle an Stelle 


der in der gewonneneii Formel vorkommenden allgemeinen Fiiuktion ^ eine der soeben 

d u 


genannteii speziellen Funktionen ^ treteu, so nimmt die Formel, da nach dem in 
Art. d Bemerkteii fiir jede derartige Fimktioii ^ die H- 

Or"' a.-"’ ■■■©.-»■ 


m, Gleichimgen: 


( 7 = 1 , 2 , 


))estehen, die einf’acliere Gestalt: 



Tci " ilz I 

I- = 1 t; 


)(lw 


an, und man erkennt nun, daB jede Fnnktion der inPede stebenclen Art sick als Quotient 
zweier Pnnktionen ^ darstellen laBt/Q Da andererseits aber aucli der Quotient irgend 
zweier nicbt nur durcb einen konstanten Faktor sicli uuterscheidenden Funktionen 

wie aus dem in Art. 6 beim ersten und zweiten Falle unter III.) Gesagten hervorgebt, 

eine Funktion A(^) der in Eede stehenden Art ist, so erkennt man schlieBlich, daB die 

Gesamtheit der Funktionen ^4(^), bei welcben das System • • •, • • • •, • • •, ?/"> 

der oo^-Punkte als Rang • • •, • • • •, ?/'■> • • •, eine unter iiegende Zahl be¬ 

lli 

sitzt, identisch ist mit der Gesamtheit derjenigen Funktionen, welche Quotienten zweier 
uicht nur durch einen konstanten Faktor sicli unterscheidenden Funktionen ^ sind. 


10 . 


Es sollen jetzt diejenigen ausgezeichneten Funktionen A( 0 ) untersuclit werden, 
welcben das den Punkt —l)-mal und den Punkt oo^ (>: = 1 , 2 , •••,,?) 

entbaltende Punktsystem «!, • • •, cc^, • • • •, cx^, • • •, oo^, • • ooj, • • • •, oo^, • • oder 
ancb nur ein Teil desselben als System der 00 ^-Punkte zukommt. Dabei bedeutet A eine 
Zabl aus der Reibe 0, 1,2, •••. Der in Art. 12 des vorhergebenden Abscbnittes auf- 
gestellten Formel (D.) gemaB ist jede derartige Funktion A( 0 ) = durcb eine mit kon- 




stanten, derBedingung ^ c,,o = 0 gentigenden GroBen c gebildete Gleicbung von der Form: 




dP 


0 

Z 


r = 1 


dz 


y. = q ;. = (A + 1)(;^ 

+ ^ A" <=. 

>!=i ;i=i 




dP 


X 

Z 


dz 


*) Vgl. E/iemann, B., Theorie der Abelsclien Funktionen. I, Art. 10. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 88—144; 
S. 117—118.) 
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Oder von der damit aquivalenten Form: 




H (U 




'■)^y 

^ >r = l 



darstellbar. Da aber ancli umgekebrt, wie aiis den in Art. 11 dt^s rajrhergelieudeu Ab- 
schnittes aufgestellten Formeln tDj.). (D,.), I'D;.), (D;.i folgt, diese Gleichnng, welche 
erte man auch den c im Rahmen der genaiinten Bedingung ziilegeii mag. — von 
dem Falle, wo 6q = --. = c^ = 0, c,,=-(), = • • • = = 6' ist, also die rectite 

Seite sicli wegen der nach Art. 12 des vorbergehenden Absclmitts bestelienden Relation 

y.=,dT 

-2-V- - = 1 auf die Konstaute G reduziert, abgeselien — stets eine Funktion der in 

y. = l 

Rede stehenden Art liefert, so stellt der auf ihrer rechten Seite stelieude Ausdriick ])ei 


unbestimmten, nur der Bedingung = 0 unterworfenen Konstanten c die allgemeinste 
Funktion dar. 

(> = r z = 

Die Ordnung einer Funktion A^^\ 0 ) llbersteigt niclit die Zabl B. ^ ^ ^ 

0=1 ' z =1 

== n + q 2^) — 2 -j- lin 1st die Funktion von der Ordnung H, ] 3 esitzt sie also 

das vorber cbarakterisierte Punktsj'Stem als System der oc^-Punkte, so kommen ibr 
aucb H 0^-Punkte e^, • • •, % zu. 1st die Funktion A^^\ 0 ) dagegen von der Ordnung 
B—t, besitzt sie also nur einen, H—t Punkte umfassenden, Teil des vorber cbarakteri- 
sierten Punktsystems als System der oo^-Punkte, so kommen ibr aucb nur B—t 0^-Pmikte 
£i, £o, • • •, zu. In diesem letzteren Falle erganze man nun das Punktsystein 
•••5 %-« dadurcb zu einem System von FT Pmikten, • • •, dafi man zu 

ibm dasjenige, t Punkte entbaltende, System, welcbes von dem zu Anfang dieses Artikels 
cbarakterisierten Systeme nacb Wegnabme der H—t c 5 o^-Punkte der Funktion 4r-(^) 
nocb nbrig bleibt, binzunimmt. In jedein der beiden soeben betracbteten Falle soil das 
zur Funktion Af^is) definierte Punktsystem • • •, Sj^, insofeme durcb dasselbe die 
Funktion bis auf einen von 0 freien Faktor bestimmt ist, das System der 

cbarakteristiscben Punkte der Funktion Af\ 0 ) genannt werden. 

Die Systeme der cbarakteristiscben Punkte der Funktionen Af\ 0 ) lassen sicb 
einbeitlicb definieren; man bat dazu nur die gegen Ende des Art. 2 angestellten Be- 
tracbtungen, speziell die Kongruenz (!'.), auf die Funktionen A^n\^) zu bezieben. Es 
ergibt sicb dann, daB die Gesamtbeit der den Funktionen Af\ 0 } zukommendeu Systeme 
der cbarakteristiscben Punkte mit der Gesamtbeit der Losungssysteme •••, der 
Kongruenz: 

/a = JI \ /9='^ >= = !? \ 

(^ - i)u' + h ^ i,vrA 

\a=l / \() = l z = i / 




• • •, ^,5 • • v 


identifef'li i^t. Dit der Kaiiir ^}l;r, • • •- • • ■ ■, a^, • • \ co^, • ■ •, oo^, • 

ui' 

des zii Aiitanii <liese< Artikels diarakterisierteii Punktsysteuis wegen E>2i)-2 gleich 
p ist, s<t kuiiii man. iiacli <lem in Art. 7 Bewiesenen, fiir die Bildung eines Systems 
fj. der rhamkteristiselien Fmikte eiuer Fimktion Af'H/) E — p Pimkte beliebig 

wahbm mid es siiid durcli die dValil von E-p Pimkten die p nocli felileiiden Punkte 
ini uligemeiueii eiinleutig bestimint. 

Mit A^iEj bezeicline man imterscbiedslos jede Fiiiiktion Aiz), welche das den 
Punkt a., v = in,, —I'l-nial entbaltende Pimktsystem «i, •••*, «,.,•••. «,• oder 

aiidi niir einen Teii desselbeii als System der oc^-Punkte besitzt, und bei welcber 
das den Punkt -,■■■,■!) i^-nial entbaltende Punktsystem oo^, • • •, co^, • ■ • oo^, • •oo,^ 

als Bestandteil des Systems der o^-Pimkte auftritt. Man erkenut dann, in alinliclier 
Weise wie vorher scblieBend, zmiacbst, daB die allgemeinste derartige Fimktion durcli 


die (tleii'iiiing: 


1=1 


d u, 

~d7 


■ y c. 


dp 


(h 


y=.q 

y' = l 


dp 


0 

z 

dz 


y = q 

geliefeit wird, weim man unter den c unbestimmte, nur der Bedingung J^Cj,o = 0 unter- 

y~l 


wolfene Konstaiiten versteiit, weiter auch, dafi die Ordnung einer Fimktion die 

Zalil h -t rj p 2p — 2 niclit ubersteigt imd daB zu jeder Fuuktion A^Aifz) eiu System von 
y + — 2 Pimkten fi, • • •, als Sj^stem der charakteiistisclien Punkte geliort, 

endiicli iiocb, daB die Gesamtbeit der den Fuuktiouen A^p\(z) zukommeuden Systeme 
der cliarakteristisclien Punkte mit der Gesamtheit der Ldsungssysteme 
der Kongruenz: 


2 

(1=1 





y.-q 

■2 


identisch ist und daB man fur die Bildung eines derartigen Piinktsysterns s^, • • •, £ 5 + 2^,-2 
gerade g+ii —2 Punkte beliebig walilen kann. 

Der zu Anfang dieses Artikels unter (I) fur die Fimktion AP{s) {/<= 0 , 1 , 2 ,...) auf- 
gestellte Ausdruck laBt sicli diirch eine lineare Verbindung der E—p + h + 2 spe- 
ziellen, im folgenden der Kiirze wegen als Fundainentalfunktionen zu bezeicknenden, 
Funktiouen: 






dP 



j r'=(j dP 


\ dp 

“Or 

z 

1 “ 

z 


Z 


' 'I'zz 1 


dz 


m = 0,l,2, 


»t = 0,l, 2, 

« = 1,2, •••,</, 


du,. 

IT' 

r=l. 2,...,p, 


nt=l, 3 , 


dz 
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von denen die an dritter Stelle anfgefQhrten durcli die Eelationen: 
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r = q 

r = 1 


'dP 

I°°* 

0 

1 ^ 

. d. 

z 


t ='l 
t '=1 


(jP 


J -0, 


Ui = Oj Ij -} • • •, /i "h 1 j 


veikniipft sind eisetzen. Die beiden hierzu notigeu Hilfsformeln erhalt man auf 
folgende Weise. Zunachst bezielie man die in Art. 12 des vorliergelienden Abscbnittes 
anfgestellte Formel (D.) anf die Fnuktion es ergibt sick dann 

die Gleichnng: 


1 >'- = Q 


d P 


"“y. 

Z 


m " dz 

y. = l 


dP 

°°r 


0 


1 


r = q 


clF 

0 


dz 


n -rr ^ dz 
r = 1 


Weiter beziehe man die Formel (D.) anf die Funktion W[ 0 ) = ^^‘ 

OS ergibt sicb. dann, wenu man nock die soeben ab, 2 ;eleitete Gleichung: be- 
riicksichtigt, eine Gleickung von der Gestalt: 


dP 


dz 


■J-v 


dP 


0 

z 

d 

z 


(GM.) 

?« = 1 , 2 , •••,//+• 1 


r = 1 ' 


, d u. 


y. = q 

2' 

y = l 


/dP 


dz 


1 

n 


X=q 

y.'=l 


dP 


y. = q X = mix~l \ ^ 

+J' 2 

X = 1 ;. = X 


dz 


m — 1 -i ^ ^ 

Z , 1 J/i 

—t; t 


m d z 


wobei die von den ganzen Zaklen m,r abkangige, der Bedingnng ge- 

y. = l 

nilgende Konstanten bezeicknen. Endlick bezieke man die Formel (D.) auf die Funktion 


dp 


(/ 

z 


dz 


= 2, ■■■, i \ 

a-i} '!-!/’ ei’gikt sick dann eine Gleickung von der Gestalt: 


dP 

“r 

a 

Z 


(GW.) 


r=l “ x=l 


1 


x'=2 


dP 


dz 


ti -f 




dz 


m = 1, 2, •••,;/ 

£; = l, 2, • ■ (j.-l 


y.=.q X — dP 

+ 2 2 


X = 1 1=1 


dz 



d p 


z 

G mi^ + a 

z 


_ y.=q^ 

wobei die von den ganzen Zaklen m, a, x abkangige, der Bedingung = 0 ge 

X=1 


nilgende Konstanten bezeicknen. 

P-E, II. 
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Fiir ji'drs r ;iu< dor lieilie 1, 2, ■■■,(]_ kiiun mau jetzt linear ausdriickeu: 


d P 

ih -r li (, 


mit 


it Hilfe der Ixleicliiiiig die Iruuktioii jz 


dP 


diirdi Fimduiiieiitalfiinktiuiien und die Fuuktioueii —^ = 

, O'= (,--1, •• ■,2, 1,0, 


d p 

“Or 

A /j + O' 

Z 


mit Ililfc der Gleicliiiiiiieii die Fimktioiieii 

dP 

durcli Fmidameiitcdfiiuktioiieii imd die Fuuktioiieu — j -_—, = 


mit Hilfe der Gleicliungeii i Ifv 0=1,-1, ■ • 2,1,0, die Fimktionen 

dP 

durcli Fimdamentalfiiiiktioneii und die Funktioueu ■—^ 


d P \ 


(1,-1)1,+ 11 


dz 


3: = 1, 2 , •••, 

1 9 



(r = (^-l, •••, 2,1, 0 


d P 


i,+ a 



, = 2.1,0, 


mit Hilfe der Gleicliungeu (G„F), 2 , 1,0 die Fuuktionen 

durcli Fundamentalfunktionen allein. 

Mau erkeuiit so, daB der zu Anfaug dieses Artikels uuter (1.) fiir die Fuuktion 
a= 0 , 1 , 2 ,..-; aufs^estellte Ausdruck sick in der Tat, wie bekauptet wurde, durcli eine 


>{=ij 

liiieare — mit konstanten, den Bedingungen 2 ,+ 1 , genugenden 

y. = l 

GroBen I gekildete — Yerbindung: 

»- = p , m = k ?yi = A +1 ^ = I? f d P 

r = 1 ^ 3/4 = 0 7H = 0 >! = 1 


^y 

(A. 

II 

=^y' 

\ Vl = h y=q ).=ilx — l dP 


Z 

L--!. y,,JL4 

Z 

• + 2 V 'S mr—. 

z 


dz 11 ^ dz 

y = 1 


7/4 = 0 >! = 1 /. = 1 


der AT—|?F/i + 2 Fundamentalfunktionen ersetzen laBt, und damit zugleick, nackdem 
man nock zur Abkurzung 


r/4 = A h 

2 = g(.z), 

III =0 


3/4 = A4-1 A + 1 


m = 0 


7/3= h 

7/4 = 0 

gesetzt kat, daB jede Funktion sick auck durck eine Gleickung von der Form: 


(n.j Af>(/) +1'/«.(F IHA - ~AyAP)+"M "A. 'aA) 


A 3! = 9 A +1 


/dP 


y'~H 


dP 


COy, 

z 


y‘=l 


■/. — q X — — l h dP 


y = l ;. = 1 


dz 
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^ A 4* 1 /i 

darstellen lafit, wobei gy_)(s) ganze rationale Fiinktioneii von z, dereii 

Grade die Zahlen beziehungsweise nicbt libersteigen, bezeiclineii mid speziell 

^'.+1 y. = Q 

die Funktionen g^oi/), wegen durcli die ideutisclie 

y. — q /i -f 3 

Gleichung = 0 verlmiipft sind. Die Gleichung fll.) gelit, von der Bezeicbniiiig 

y. = l ' ' 

der Konstanten abgeseken, in .die friiher aiifgestellte, die Funktion defiiiiereiide 

-1 -1 

Gleicbiing liber, wenii man li = — l setzt mid die dann aiiftretenden Zeicbeii gii), g-y-J.^) 
als init der Null identisch ansieht. 

Der auf der rechten Seite der Gleiciiung (II.) stehende Aiisdrnck kaiin diircb. 
eiiiep andern ersetzt werdeii, bei dem die aiiftretenden ganzen rationalen Finiktioneu 
keiner Bedingnng mehr iinterworfen sind. Man braucbt dazu nur in der bei ilini an 

y. = q -r 1 

dritter Stelle stelienden Sumine, unter Beaclitung der identiscben Gleicluing 0, 

Z=1 

/i + l y. = q-t /i + 1 

die Funktion durch — ^ g, o(js) zu ersetzen. An Stelle der Gleichung (II.) tritt 

z= 1 

dann die Gleichung: 


(ir.) = 


clti„ 



clP 


dz 


y.—qJ. — iy—X h d P 

+ ^ J gd^) ‘ 


y. = l X = 1 


di 


Nun liefert aber diese Gleichung (IF.), dein Yerhalten ihrer rechten Seite fur die Punkte 
a^, •, a,., ooj, • • •, oo,^ zufolge, welche Werte man auch den p Konstanten • • •, unci 

den {1i +1) + (g — 1) (Ji + 2) + (n — q) (Ji -{■ 1) E — 2p -{■ 1 in den ganzen Funktionen g(z) 
.vorkommenden Konstanten zulegen mag — von dem Falle, wo alle aufier noch 
vorkommenden Konstanten den Wert Null besitzen oder, was classelbe, die rechte Seite 
sich auf eine Konstante, recluziert, abgesehen — stets eine Funktion und 

man erkennt so schlieBlich, da6 der auf ihrer rechten Seite stehende Ausdruck bei uii- 
bestimmteii Konstanten I die allgemeinste Funktion darstellt. Dem in Art. 5 am 

Schlusse des ersten Falles Bemerkten entsprechend sind daher die in dem Ansdrucke 
vorkommenden E-ppl willkurlichen Konstanten I zugleich wesentliche willkurliche 
Konstanten oder, was classelbe, der in Eede stehende Ausdruck kann nur dann Mr 
jeden Punkt s der Flache T den Wert Null haben, wenn die E— p + 1 Konstanten I 
samtlich init der Null zusammenfallen. Da hierbei h irgend eine Zahl aus der Eeihe 
0, 1, 2, • • • bedeutet, so kann auch eine Gleichung von der allgemeineren Form: 


r = ^ 




y. = q-X 


dP 



dP 


Z 

0 

z 


dz 


dz 


y. = q 

y. = X 1=1 


dP 

°^y. 


z 

d 

z 
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hei (ler /,/.••••/ Koosbiiiten. ganze rationale Fiiuk- 

tioneii vuii‘. I.ezeiclinen, niir dami ftii- jeden Punkt . cler Flaclie T besteken, wenn 
(lie Koiibtunten I iind die Fimktionen <j samtlicli mit der Null identisch sincl. 

Je.le J-Fiiiiktioii liiBt sick bei kinreickeiid groB gewaklter Zakl li (/<==-i.o,i, 2 , 
als (kiotient zweier Funktionen clarstellen. Ziim Beweise dieser Bekauptung 

nekiiie man an, daB die darzustellende Funktion A{_ 2 ) das Punktsystem ?7i, als 

System der oc^-Punkte besitze, und beackte, daB fiir die Bildung eines Systems der 
charakteristiscken Puukte einer Funktion p = n + ^ d-p — 2 +//w Punkte be- 

liebig gewiihlt werden konnen und daB daker, wenn man unter h die kleinste der 

Bedingung: 

H + qi-p ~2 + hn^m 

genugende Zakl aus der Beike — 1, 0 , 1, 2, • • • yerstekt, zu dieser Zakl li Funktionen (z'j 
existieren, bei deiien das System 7 / 1 , • • •, ni dem S 3 ^stem der ckarakteristiscken Punkte 
entkalten ist. Bildet man nun das ProduktN(Vj4r^(» aus der darzustellenden Funktion J_(^) 
und irijend einer dieser Funktionen so ist dasselbe eine N-Funktion, welcke fui 

/^ > — 1 das den Punkt a„ ( 0 = 1 , 2 , l)-mal und den Punkt 00 ^ (z=i, 2 , •••,(?) liL^-mA 

entkaltende Punktsystem a^, •••,«!, -, a^, • * *, oci, • • •, -• c>c 

eineu Teil desselben als System der 00 ^-Punkte besitzt, fiir li ^ 

Punkt ( 0 = 1 , 2 ,(po- Ij-mal entkaltende Punktsystem a^, • ■ a,, ■ ■ ■, a, oder 

einen Te'il desselben als System der (^^-Punkte und das den Punkt 00 ^ t^-mal 

entkaltende Punktsystem oo^, • • co„ • • • •, (X)^, • • •, 00 ^ als Bestandteil des Systems der 
O'-Punkte besitzt. Das Produkt A( 2 )Af'Hz) ist daker im einen wie im anderen Falle 
eine, mit Af>\z} zu bezeickiiende, Funktion oder, was dasselbe, es bestekt die 

Gleickung: 

4 “>« ■ 


2 ’ 


00 ^ oder 


1 dagegen das den 


Damit ist aber der Beweis fur die aufgestellte Bekauptung erbrackt. 


11 . 


Man bezeickiie zur Abkilrzung die n GrOfien: 


1 , 


dp 


dp 

OOj 

dP 


dP 


d p 


0 

z 

0 

Z 

1 

Z 


z 


2 


ds d 2 ’ ds ’ dz ’ ’ dz 

z = l, 2 , y. = l,2, ■ ■ ■, q, 


in der vorliegenden Eeikenfolge mit A^, A 3 , A„. Jede ^.-Funktion laBt sick dann als 

komogene lineare Funktion dieser n GroBen mit rationalen Funktionen von z als Koef- 
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fizienten darstellen und zwar nur anf eine Weise. Die rdclitif^dveit dieser Beliauptimg 
erkennt man folgendermaBeu. 

Die daizustellende Fimktioii jL — Aizj moge das Pimktsystem • • •, als 

System der oo^-Punkte besitzeu, imd die Bezeiclmung sei so gervahlt, daS 
(/(<r«) die iin Endliclien gelegeneu Pimkte des Puiiktsysteins •••, sind. Bildet 
man alsdann. das Piodukt aus der Piiiiktion A imd der ganzen rationalen Fiinktion 
^ —?/j) (^ —‘— von 0 , so ist dasselbe, wenn man uocli in clem Falle, wo 

keiner der Punkte im Eudlichen gelegen ist, imter g die Eins verstelit, 

eine J.-Fnnktion, welche .fur keinen im Endliclieii gelegenen Piinkt der Flaclie T un- 
endlich wircl, also eine Funktion A^\ 0 ) von spezieller Art. Das Prodnkt gA liiBt 
sick daker auf Grand der Gleickung (IP.) des Art. 10 darstellen durck eine Gleicknng 
von der Form: 


a =1 f = 1 


wobei • • •, Ip Konstanten, g^, •-•,g„ ganze rationale Fimktionen von s bezeicknen. 

Man beackte jetzt, daB die Funktion •—eine Funktion A^q \^) ist, 

bei der das Pnnktsystem oo^, • •oo^ als Bestandteil des Systems der 0^-Pimkte auftritt, 
und claB infolgedessen fiir diese Funktion, der Formel (L) des Art. 10 gemaB, eine 
Gleicknng von der Form: 


(1=1 


>! = q 


dz 


dz 




dP 


dz 



li 


Z 

i_A y. Aij 

1 ^ 


y.' = l 


dz 


y. = l / = 1 


^y.7. 


dP 


dz 


y.-q 

l3estekt, bei der die 6 -^'^ der Bedingung ^ cS = 0 geniigende Konstanten bezeicknen. 

y.-\ 


z = -/-l 

Ersetzt man dann nock auf der reckten Seite dieser Gleicknng dnrck — ^ 

y = l 

und fukrt die GrOBen A 2 , A^, • • ein, so erkennt man, daB sick die Funktion 
(q=i, 2 ,--;p) durck eine Gleickung von der Form: 


dti^ 

dz 


ff=l v=2 


bei der die Konstanten bezeicknen, darstellen laBt. 

Die oben fur gA gewonnene Gleickung fasse man nun mit den p aus der letzten 
Gleickung fur Q = kervorgekenden Gleickungen zu dem Systems von 4-1 

Gleickungen: 


Fiinftf-r Ahsclmitt. 


if ‘8 


,L\ — 


/ ■ 

it: ■ 

h 

d Up . 

IT ~ 

',1 = 1 

i) = 0, 


-1- 

dUp , 

1 =2 

= 0, 

p: d ih 1 
‘ dz ‘ 

• • -r 

dup , 
dz ‘ 

i' = n 

==0 


zusammeiL Da diese CTleichungen in bezug auf die + 1 GroBen , • • •, 1 homogen 

linear sind, so muB die Deterniinante des Systems verschwiiiden. Es besteht also die 
Gleiclinng: 




4‘' 




y 17, A, - gA 

v=l 








iind damit aucb, wenn man noch die aus der Determinante nach Wegnabme der ersten 
Horizontalreihe nnd der letzten Vertikalreihe iibrig bleibende Determinante Grades, 
die eine ganze rationale Funktion der Veranderlicben z youi Grade ist, mit g' be- 
zeicbnet, die Gleicbung: 


r = 7i 



h • 

■h 

A.. 




1=1 

A=^-r 

99 

d-p—S • 

■ cf 

T = 2 


cP 

■ 4 '”- 

-2 

r = 2 


Oder, was dasselbe, nacbdem man nocli zur Abkiirzung 







r 

1 g ) 

II 

cP—S • 






■ Y/>-a 

(*</> 


v=2,3, •••,«, 





gesetzt hat, die Gleicliimg: 
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welche die Funktion A = A{z) als homogene lineare Fimktion der n Grofien A.,--, A,, 
mit lationalen Funktionen r^, •••, von z als Koeffizienten darstellt. 

Die so fiir die Funktion A erhaltene Darstellung ist ziigleich die einzige dieser 
Art. Gabe es namlich fiir die Funktion A noch eine zweite deraidige, etwa durch 
die Gleichung A = + ^ 2^2 + • • • + r;,reprasentierte Darstellung, so wiirde durch 

Subtiaktion diesei Gleichung von der zuerst erhalteuen, wenn man noch das System 
der dann auftretenden rationalen Funktionen 9 \ — r[, n — A, • • •, r„~ r', in ein System 

Quotienten ganzer Funktionen mit gemeinschaftlichem Kenner liber- 

fiihit, die Gleichung 0 = A < 72^2 + • • • + entstehen, bei der, da die rationaleii 
Funktionen ri — r'l, r 2 — r'a, • • •, - jy der Voraussetzung gemah nicht samtlicli mit der 


Null zusammenfallen, wenigstens eine der ganzen Funktionen g nicht mit der Kull 
identisch ware. Das aber ist nach dem in Art. 10 auf Seite 195 Bewiesenen nicht moslich. 
Es laBt sich also in der Tat, wie zu Anfang dieses Artikels behauptet wurde, eine 
A-Funktion immer und nur auf eine Weise als homogene lineare Funktion der n GroBen 
A 5 ^ 2 ? •••5 3iiit rationalen Funktionen von z als Koeffizienten darstellen. 

Man verstehe jetzt unter z irgend einen nn Endlichen gelegenen Punkt der 
Z-Ebene, fiber dem kein Windungspmikt der Flache T sich befindet, bezeichne die n 
ihm entsprechenden Punkte der Flache T in irgend einer Beihenfolge mit ^ 2 . • • ^ 
die zugehorigen Werte der Grofie A,, y= 1 , 2 , •••,«) mit A,(zi), A^(z2), - A,(^„) beziehungs- 
weise, bilde die Determinante: 


IAWI = 


• • * AW 

A,(zJ ■ • • A^(zJ 


und stelle sich die Frage, ob diese Determinante vielleicht fur jeden der gestellten 
Bedingung genfigenden Wert von z mit der Null zusammenfallen kann. Zur Be- 
antwortung dieser Frage nehme man an, dafi die Determinante fur einen solchen 
Wert z von z verschwinde, also |A„W| = 0 set Dann lafit sich ein von 0, 0, •••, 0 
verschiedenes Konstantensystem , K von der Art bestimmen, daB die Funktion 

\A^ + ]c^^A^-\ - \-KA,^ ffir jeden der Punkte s[, z'^, ■ •^'n den Wert Null besitzt. 

Infolgedessen wird der mit dieser Funktion als Zahler und der Funktion z — z' als 
Nenner gebildete Quotient ffir keinen der n Punkte z[, z^, • • •, z'^ unendlich, besitzt 
also ausschlieBlich das den Punkt (^.=i, 2 ,..,r) —l)-mal enthaltende Punktsystem 

• • • -5 Oder riur einen Teil desselben als System der cx)^-Punkte. Da 
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(fie^^pr ^iuotiPiit zudprn iilipr uiicii <.la.s <Ieii Piinkt <> = 1 , 2 ,•••, 5 ) i^-roal entlialteiicle Punkt- 

systeoi cc^. • •• • • •. cc . • • •. :x^ als Bestandteil cles Systems cler 0^-Punkte besitzt, 
St) ist er eioe Fmiktioii .C, ~ - umi man erhalt dalier, wemi man den in Art. 10 ftir 
die allgemeinste Funktiun gewonuenen Ausdruck, nnter gleichzeitiger Ersetznng 


/ 'V ' 


mid der dann auftretenden q — l Fnnktioneu 


dF 



dP 


Z 

U 

Z 


dz 


dz 


h:=i. 2 , -i-i, durch die ihuen bezielmugsweise entsprechenden GroBeu A.^, A.^, ■ A,^, 

lieriibernimmt, ziinaclist die CTleicbuns:: 


l\ A, LA. 


l-.A. 


du 

'V f 

■ dz 

0 = 1 


+ 

r = 2 


• 1,0 


A,., 


bei der die c von ,r freie GruBen bezeicbnen. Mnltipliziert man nun linke und recbte Seite 
dieser Gleicbiiiig niit 2 — /, ersetzt die jj dann auftretenden GroBen,^^, 0 = 1 , 2 , . . auf 
Grund der vorber gewonneneii Gleicliuug: 


z 


du^ 

d: 


i‘ = p j 

’V A") ^ 
dz 

(1 = 1 


+ 




dm-cli die ihuen entsprechenden Ausdrflcke und orduet nach den GroBen 4^, 

^ dz ’ dz ’ ’ dz ’ 

Ai, A. 2 , ■ • A,^, so erhalt man weiter, wenn man noch beachtet, daB A^ = l ist, die 

fur jeden Punkt ^ der Flache T geltende Gleichung: 


fF= P 
0 = ^ 


Lo = 1 


du 


Q-P 


Cr - 1, 0 ~ ^) A ^ C - k 


v=n no=p 
)'=(i+iLo = i 


A,. 


Besteht aber diese Gleichung fiir jeden Punkt der Flache T, so miissen nach dem in 
Art. 10 auf Seite 195 Bewiesenen die Koeffizieiiten der GroBen 4^, 4^,..1 A. ■■■A 
samtlich mit der Null identisch sein, oder, was dasselbe, es muB 


Q=p 

1 -) ^ 




2.) k, = 0 


3-) G-l,O = 0, ^■=2,8,-,9, 


4.) ^ — k^, — 0, r=2, 3, • ■ , }i , 

0 = 1 


sein. Beachtet man nun, daB die Konstanten k^, k.T, • • •, k^, der zu Anfang gemachten 
Festsetzung gemS.B, nicht samtlich mit der Anil zusammenfallen, so erkennt man aus 
den Gleichungen 2.) und 4.), daB auch die GroBen c^, •••, nicht samtlich mit der Null 
zusammenfallen konnen, und weiter aus den p nnter 1.) stehenden, in bezug auf die 
GroBen (h,'--,Cp homogenen linearen Gleichungen, daB die Determinante dieser Glei¬ 
chungen den Wert Null haben muB. Damit ist aber bewiesen, daB die Determinante 
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I1 einGD. dei gGstellten Bedingung gGiitigenden Wert z = z niir dann Ter- 
sciLwinden kann, wenn die Determinante: 


J{z)- 


.( 1 ) 

''1 


.( 1 ) 


c?) 

— z 


fur z — z verschwindet. Die aufgeworfene Frage ist also in verneineudem Sinue zu 
beantworten. Die Determinante kaun niir fiir eine endliche Anzahl you Punkt- 

systemen z,, ■ ■ ■, z„ der Flache T den Wert Null besitzen. 

Ein System von n ^-Funktionen soil ein Basissystem genannt werden, wenii 
sich jede ^-Punktion als homogene lineare Funktion der n Funktionen des Systems 
mit rationalen Funktionen von z als Koeffizienten darstellen la6t. Nach dem zu An- 
fang dieses Artikels Bewiesenen ist ein solches System. Wie man alle 

uberhaupt existierenden Basissysteme erhalten kann, zeigd die folgende Untersuchung. 

Man verstehe unter A[, • • - , A'^ ein System von irgend n M-Funktionen und denke 
sich die n Grleichungen: 

<7= 71 

(1.) A:,=^r,^A„, r=i.2, 


gebildet, welche diese Funktionen als homogene lineare Funktionen der n GroBenMi, A„ 
mit rationalen Funktionen v,ff=i, 2 , •••,«, von z als Koeffizienten darstellen. Verschwindet 
dann die Determinante des Systems dieser Grleichungen nicht identisch, so ist 
M'l, ein Basissystem, da die Auflosung des Dleichungensystems fiir jede der 

Funktionen und damit zugleich auch fiir jede beliebige Funktion A^ A{z) 

— insoferne eine M-Funktion mit den GrOBen A^^ immer durch eine Grleichung 

von der Form M == H-+ mit rationalen Funktionen r von ^ als Koeffizienten 

verkniipft ist — eine homogene lineare Funktion der GroBen M'l, •••, mit rationalen 
Funktionen von z als Koeffizienten liefert. Ist umgekehrt das System Ai,---,A,, ein 
Basissystem, besteht also ein Gleichungensystem von der Form: 


(!'•) 


r = « 

A,-= 2 A,, 


r = 1 


;< = 1, 2j •••j n, 


mit rationalen Funktionen A, von z als Koeffizienten, und tragt man als- 

dann in dieses System an Stelle der GroBen A^ die ihnen auf Grund der Gleichungen (1.) 
entsprechenden Ausdrticke ein, so miissen in dem dadurch entstehenden Systeme: 


ozxn /v^n 


0 = ^(^r^v^vo-<^>cc)A: 
(T = l \a' = l 


z = 1, 2, • • •, J!, 


die in runde Klammern eingeschlossenen rationalen Funktionen von z nach frilber 
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Bewieseiirtii saiiitlich niit der Null islentiscli luicl es kanii clalier, wegen der hieraus 

sich ergelieiiden Bezieliuiig |/\„| = 1 zwisclien dea Detenninanteii die 

Determinaiite iiiclit ideiitiscli ver.^cliwiuden. Man erkennt so, daB das System 

-I'i,-*-, danii. aber auch nur dann ein Basissystem ist, weun die ilim entsprecliende 
Determinaiite niclit ideiitiscii verscliwindet, und daB man alle iiberliaupt existierendeii 
Basissysteme ■■■, A', erhiilt, wenn man in dem Gleicbungensysteme (1.) an Stelle 

des Systems der ^r'Koefiizieuten »■. 0 = 1 , 2 , , ein jedes System von u' rationalen Funk- 

tionen treten UlBt, fur welches die Determinante niclit identisch verschwindet. 

Zwisclien den Funktionen A[, ’ • A'^ besteht nur dann eine Eelation von der 
Form j/'i A[ ~ ~A', = 0 niit ganzen rationalen niclit samtlich mit der Null iden- 


r = n 


tischen Funktionen von als Koeffizienten, wenn die aus der Gleichung 

v= 1 

durch Elimination der GroBen A[, • • •, A', verniittelst der Gleichnngen (1.) liervorgehende 

^ ;i / r = 72 \ 

Gleichung ^’1 /V„) = (J oder, was nach frilher Bewieseiieni auf dasselbe hinans- 


(J = l \v = l 


kommt, das G leichungeusystem ^g, r ,„ = 0, o= 1 , 2 , • •.,«^ sich durch ganze rationale nicht 

I =1 

samtlich mit der Null identische Funktionenbefriedigen laBt. Dieses aber ist 
nur dann der Fall, wenn die Determinante \}\.^\ identisch verschwindet, oder, was das¬ 
selbe, wenn A^,-’-,A^ kein Basissystem ist. Daraus folgt insbesondere, daB die Dar- 
stellung einer beliebigen Funktion A = A{/j durch die n Funktionen A[,---,A'^ eines 
Basissystems in der Form A =/^Al+ A'„, bei der die r' rationale Funktionen 

von ^ bezeichneii, nur auf eine Weise moghch ist. 

Mit Hilfe der Gleichungeu (l.j soil jetzt noch ein drittes Kriterimn zur Ent- 
scheidiing der Frage abgeleitet werden, ob die Funktionen N;, •••, Ml ein Basissystem 
bilden oder nicht. Zu dem Ende bezeichne man mit -^j,, •••, die irgencl einem Werte 
von entsprechenden n ubereinander liegenden Punkte der Flache T, mit Xfe,) 

ta=i, 2 ,die Werte der Funktionen A„ A', fiir den Punkt und setze zur Abkiirzung 


M^)\ = 

Ai>i) 


’ lAWI- 


•• a„m 


A,(0„) ■ ■ 

■ AM 


■ 



Beachtet man dann, daB zwischeu den auf irgend einen Wert von 0 bezogenen Deter- 
minanten |N„( 0 ^)|, und der Determinante |r„„| des Gleichungensystems (1.), wegen 

^ die Glcichung: 

\M^)\ - I'Gal I A(^^)| 

besteht, und daB nach fruher Bewiesenem die Determinante nur fiir eine end- 
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licli6 Anzah.1 von Punktsystemen der Flaclie T den AYert Xull besitzen kann. 

so erkennt man, daB die Determinante dann aber aucb iiur daun nicht fiir jedes 

Punktsystem • • •, der Flache T den Wert Xull besitzt, wenii die Determinante |r,.„j 
nicht identisch verschwindet, oder, was dasselbe, wenn A[, ■ • A',^ ein Basiss 3 "stem ist. 

Die in diesem Artikel erhaltenen Resultate kann man jetzt schlieBlich dahin zu- 
sammenfassen, daB die vier Anssagen: 

1. ) Die FunUionen Mlden ein Basissysteni; 

2. ) Die Determinante |r,,„| clcs die FunUionen • • •, A'„ durcli die FunUionen • • •, .1,, 

(7 = W 

darstellenden Gleiclmngensystems A\. = ^ r^.^A„, r=i, 2 , verschwindet nicht ideyitisch; 

0 — 1 

?j.) Zwischen den FunUiomn A[, • • •, A'^ hesteht keine Delation von der Form 
fj[ A[f • ■' + d'n = d mit (janzen rationalen, nicht sdmtlkh- mit der Xull identischen Fiink- 
tionen (/ von z als Koeffizienten; 

4.) Die Determinante | hesitzt nicht fiir jedes Punktsystem z^, ■ • der 

Flache T den Wert Null; 

gleichwertig sind, insoferne aus irgend einer von ihnen als Yoraussetzung jede der drei 
anderen abgeleitet werden kann. 


12 . 

Nach den im vorhergehenden Artikel dnrchgefiihrten Untersuchungen stellt der 
Aiisdruck: 


=S|y +W,Mei+--- + 


gA^) 


G{z) 


fiM 

G{s) 




bei dem A^(z), • • •, A^^) die zn Anfang des Artikels definierten Fnnktioiien, 

• • n On{^), Gr{^) nnbestimmte ganze rationale Funktionen von ^ bezeichnen, 
die allgemeinste A-Funktion dar. Es soil jetzt gezeigt werden, daB man bei diesem 
Ausdrucke die Funktionen y auf nnbegrenzt viele Weisen so bestimmen kann, daB die n 
aus ihm durch Potenzierung sich ergebenden A-Funktionen: 

1, A(z), A\z), ■■■, 

ein Basissystem bilden, einerlei welche ganze rationale Funktion von z man aucli unter 

G[z) verstehen mag. _ _ 

Da zugleich mit 1, 1(a), A\0), immer aucb die n aus der Funktion: 

^(a) ~ d“ 9 ^ (^) "t ■''"t '^«(^) 

durch Potenzierung sich ergebenden A-Funktionen: 

A[(0) - 1 , a;(0) - A(^), j;(^) - A\^), a:(^) - ^”-‘( 2 ) 
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^.nii Basissy.steiii bildeo, wie iimL'-ekphit. so koiumt es nur darauf an zu zeigen, daB 
man die Funktiontm // aiif iiubegi‘eiizt viele Weisen so bestimmen kann, daB die n Funk- 
tionen x , • • •, -I,’.-in eiu Basissystem bilden. Zu dem Ende beackte man, daB 

naeh dem am Scliliisse des vorhergelienden Aidikels aufgestellten Satze die Funktionen 
J'l J'j'X;, • • •. A’/x^ daim aber aucli nur dann eiii Basissystem bilden werden, wenn 
iiicht fur jedes System ubereinaiider liegender, also demselben Werte von x entsprecliender, 
Punkte x^, x., • • •, x,, der Fliiche 1’ die Determinante: 


A'jxj! = 


1 ! • 

■ ■ 

1 A\Z.2^ • 

■ • A-Az.) 

1 Aix,}- 

• • A-As) 


f-l) = U [A(,.) - A(z,)] 

tf ^ 

i<k 


den Wert Xull hat oder, was dasselbe, unter den GroBen: 


A(x,\ ^ <fjz] A^ix,) g.{z)AAx^) + • • •g^{x)A„{x^, 
- (hi^) A(h) oJaMa) + • • ■-^gn{d)A,{xA 


Mh) = + oA^)A(A} + • • • + gn{^)A,{x,) 

gleiche sick befinden. Um ein Basissystem der in Rede stehenden Art zu erhalten, geniigt 
es also, nach Wahl eines Punktes x-=x der Z-Ebene die Funktionen g 2 (^), g„{x) 

so zu bestimmen, dafi fur x = x keine zwei der GroBen (^ 2 ), ■■■,A{x„) denselben 

Wert annehmen. Als Punkt x wahle man nun einen im Endlichen gelegenen Punkt 
der Z-Ebene, hber dem n getrennte PunMe x[, 4, .••, < der Flache T sich befinden 
und fur den zugleich die Determinante: 


\AA) 


A,(x,) ■.. A,(x,) 
A,(x„) ■ ■ • A„(x„) 


die nach dem im vorhergehenden Artikel Bewiesenen nur fur eine endliche Anzahl 
\ on Punkts} stemen x^, X 2 , ••*, x„ der Flache T verschwinden kann — einen von Null 
verschiedenen Wert besitzt. Versteht man alsdann unter a^, a.^, • • •, 
irgend 2w durch die Gleichungen: 


— a^^Ayix-^ -f a^A^ix^ + • * • -f 
&2 = a^A-^{x^ + a2Z2(4) d-h 

hn == a^A^{x^ + a^A^ix^ + • • * + a^A^(x^ 
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verknupfte GrOBen, unter g,{^),g,{0), unbestimmte gauze rationale Fuuktioueii 

und setzt: 


SO wild die iiiit diesen Fuuktiouen g gebildete Fuuktioii! 

^ W - 0i W A{^) + fh(s) A,Xz) + --- + nX^} AA 
fiir die Punkte 0 i, ^2, < die Werte; 


fF— 


^1(^1) = b^, A(d) = bo, ■ ■ ^( 4 ) = b„ 


annehmeii, imd es werden daher die aus ilir durch Potenzierung entstehenden Funktioiien 
1 , A(0), A^(0), ■ und damit auch die Funktionen 1 , A(^), A"(0), •••, 

innner ein Basissystem bilden, wenn man nur die GroBen Gj, do, • • •. ci,^ so wablt, daB 
keine zwei der ihnen entsprechenden GroBen b^,b^,---,b^ einander gleich werden. 

Durch das im Yorstehenden anseiiiandergesetzte Yerfabren kann aber aiicli jede 
Funktion: 


A{£}- 


iAd 

G{z) 


A{is) 


fk (.2) 
G{z) 




iAd 

G{z) 


A(^), 


dereii Potenzen 1, A(0), A^(0'), •••, A'~^(0) ein Basissystem bilden, erhalten werden. Um 
dies einzuseben, beacbte man, daB zugleicb mit 1 , A(0), 2 ^ 0 ), • • •, auch die 

Potenzen 1, A(0), A.\0), -A^~^(0) der Funktion: 

A 2 ^) + ---i- g 2 ^) AW 

ein Basissystem bilden, und daB daher diese Funktion A(0) fiir unbegrenzt viele Systeme 
von getrennten iibereinander liegenden Punkten 0^, 0^, • • 0,, der Flacbe T Werte 

J.W), A( 0 o), • • •, A(0,,) besitzt, von denen keine zwei einander gleich sind. Aus diesen 

Systemen kann man also auch ein, etwa dem Punkte 0 = 0' der Z-Ebene entsprechendes, 
System 0 [, 02, •••, 0', herausgreifen, fiir welches nicht nur das zugehorige Wertesystem 
b^ = A( 0'2 &2==A.(4), '■■, b„ = A(0j der Funktion A(0) keine gleichen GroBen enthalt, 
sondern auch die Beterminante |A.,,W)| von Null verschieden ist. Setzt man alsdann 
noch .{/i(F)==»i, g 2 ^) = 0'2y • • g,i{^) definierten GroBen a^, %, • • •, a„, 

Z^i, 62? • • - j &nj durch die n vorher aufgestellten Gleichungen: 

5 „ = AW) + ^2 AW') ^-+ ’' = !> 2 , n, 

verkniipft, und der Quotient ist eine ganze rationale Funktion von 0. 

Man nehme jetzt eine Funktion A(0), deren Potenzen 1 , A(0), A\0'), • • •, 
ein Basissystem bilden. Irgend eine M-Funktion laBt sich dann immer und nur anf eine 
Weise durch eine Gleichung von der Form: 

A{0) = ro W + 2(0) + faW A W H-h (0) 
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(larstelleii, wobei die r rationale Funktioneii von z bezeiclmen. Daraus folgt speziell, 
da6 z\vi>rhf‘n (hm Potenzen 1 . Iz . A'- z , ■ ■ A'^-'tzi, >(V) der Funktion Ifzj eine imd 

iiiir eine Fleichiing von der Form: 

4- P^zjli'z! -f rJzjl-fzj A ■ ■ • + 

mit ratioiialen Funktioneii r als Koeffizienteii besteht, und diese Gleiclimig besitzt als- 
dann fur irgend einen Wert von z die zu den n entspreclienden Punkten z^^, Zo, ■ • 
der Fliiclie T gehorigeii Werte A'Z^.. Aiz.^, ■ Aiz^j der Funktion A(z) als Losungen.*) 
Damit ist aber die Moglichkeit gegeben, allgemein den Punkt cP der Flacbe T durcli 
Angabe des ihm entspreclienden Wertepaares fz. A) zu fixieren — eine Aufgabe, die 
der Algebra zuflillt und ftir deren Beliandlung auf das vorztigliclie Werk der Herren 
K. Hensel und G. Landsbero ,,Tlieorie der algebraisclien Funktionen einer Yariabeln 
und ihre Anwendung auf algebraisclie Kurven und Abelsche Integrate (Leipzig, Teubner, 
lp(j2r' verwiesen werden muge. 


V^l. Kikm.vxn, B., Tfaeorie Jtir ALekchea Fuakfcioaen. I, Art. 5. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 88 — 144; 

S. 107—109.; 
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Tlieorie der i^-Firnktionen. 


1 . 

Es sollen jetzt die am Encle von Art, 7 des zweiten Absclinittes definierten, mit 
bezeichneten, speziellen zii irgend einer gewobnlicben Charakteristik gehorigen 
Fimktionen W zugleich mit den am Ende von Art. 7 des dritten Abschnittes definierten, 
ebenfalls mit bezeichneten, speziellen zn irgend einer gemiscMen Charakteristik 
gehorigen Eunktionen W einer genauen Betrachtung unterzogen werden. 

Man verstehe unter (^5) = 5irgend eine von ^ ^ J) verschiedene Charakte¬ 
ristik, bei cler • • •; eigentliche, A^^^^ - 1, B^^^^ = 1; • • •; = 1, B^,^ = 1 

uneigentliche Faktorenpaare sein mogen. Dabei bezeichnet p eine Zahl aus der Eeihe 
1, 2, • • •, nnd • • •, Xp eine Permutation der Zahlen 1, 2, • • •, p, 1 st 

p eine Zahl aus der Keihe 1, 2 , • • •, jp — 1 , so ist die Charakteristik eine gemischte; 

ist dagegen p so ist die Charakteristik eine gewohnliche. Nun fixiere man in 

der nrspriinglichen Flache T' irgend s Punkte rf^, die nur der Bedingung 

zu genugen haben, daB sie als Punkte der Flache T betrachtet getrennt liegen, und 
ordne ihnen die positiven ganzen Zahlen beziehungsweise zu, Ftir den 

Fall, daB irgend welche dieser Punkte an der Begrenzung von T' liegen, fiihre man 
am Schnittsystem bei diesen Punkten, ohne jedoch den Charakter des Schnittsystems 
zu andern und ohne einen Schnitt iiber einen der Punkte rj hinuberzuschieben, eine 
solche Deformation aus, daB die samtlichen Punkte ij im Innern der dadurch entstehen- 
den neuen Flache T' liegen. Nach dem im dritten Abschnitte zu Anfang des Art. 7 
Bemerkten ist dann in dem mit den ■willkiirlichen Konstanten £, G gebildeten Ausdruck. 
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bei dem ilie V ziir Chamkt(?rij;tik gehurige Elementarfunktionen bezeicbnen, jede zur 
Charukteristik (^.) gehurige Funktion TT' enthalten, welche in der Flache T einwertig 

ist. ill je zwei zu einem der Schnitte C;._, •••, gehdrigen entsprechenden 

Piinkten cP"", cd“ denselben Wert besitzt, fiir jedeii von den Pnnkten rj verschiedenen 
Punkt 2 der Flache T stetig ist und fur den Punkt (0=1,2,-- .j) hochstens von der 
(Jrdnung m,, iinendlich wird. Auf Grund der Gleichungen ( 2 „;.), ( 3 „.), {J\,) von Art. 3 
des dritten Abschnittes siiid die Werte dieser Funktion in je zwei entsprechenden 
Punkten cP~ der Begrenzung voii T in der Weise verkniipft, daB 


kings rt,,{ WUf == A,W{z) + (1 — A-) 
langs h, [ JVfzr = J5,, Wlz)- + (1 - J5,) , 

langs c, { Wizr = 

langs fl,, ( Wuf = TF (z)~, 

langs h,{W{zr= W(zy + ^,., 

langs = W( 0 )~, 

ist. Dabei vertritt den durch die Gleichung: 


a — s /. = in 




V — ).i j ^*2 > * * ’> » 


^ + 1 J + 2 j * * * ) S 


{v=l, 2 , •••,^ 7 ) 


bestinnnten Ausdruck, bei dem, der einfacheren Schreibweise wegen, z,.^a^ durch ersetzt ist. 
Sollen nun fflr die Flache T' zur Charakteristik gehorige i^-Funktionen existieren, 

die fiir jeden von den Punkten 7] verschiedenen Punkt z dieser Flache stetig sind und 
fur den Punkt (a-=1,2,...,.) hochstens von der Ordnung m.„ unendlich werden, so muB 
sich das Gleichungensystem = ^2 = 0 , • • = 0 oder, was dasselbe, das System 

der p Gleichungen: 


n ^8 4 = 1n^ 

-2A A 


(1 - 1 )! 



v = l,2, • • ■,p, 


duich GroBen £, welche niclit samtlich den Wert Null besitzen, befriedigen lassen, da 
nur in diesem Falle der fur FF (z) aufgestellte Ausdruck eine P^-Funktion mit den ge- 
nannten Eigenschaften liefert. Beachtet man aber, dafi durch Addition der p Glei¬ 
chungen, welche aus der vorstehenden, auf beliebiges v sich beziehenden, Gleichung 
hervorgehen, wenn man darin der Reihe nach an Stelle von y die Zahlen X,, • 

treten lafit, wegen ^ = 0, ^ = die Gleichung Op = 0 folgt, so erkennt 
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man, daB P-Funktiouen der genannten Art dann, aber aucli nur daiin existieren, wenn 
sicli das System der Gleicliungen: 


(1-) 


I + h 2- ©)„+ • • ■ + sAiyr 8.,. - 0, 


durch GrdBen £, welche nicht samtlicli den Wert Xull besitzen, befriedigen lafit, und 
daB zugleich die zu einem solchen Systeme von GroBen S geliurige eiuzige Funktion 
F(0) der genannten Art dnrcli die Gleictiung: 

( 2 .) 

geliefert wird. 

Betrachtet man bei einer Funktion F{z) der in Rede stehenden Art den Pnnkt 
(a=1,2,...,4), fur den sie unendlicli von der Ordnung werden moge, als 

aquivalent mit m„ oo^-Punkten, so kommen der Funktion F[0) im ganzen - 

oo^-Punkte zu, und die Zahl m soil dann die Ordnung der Funktion F(z") genannt 
werden. Um die Frage zu entscheiden, ob die in der Flacke T' einwertige Funktion 
F{z) aucli fur Punkte dieser Flache den W'ert Null haben kann, nekme man — 
indem man beacktet, daB solcbe Punkte, wie aus dem Verbalten der Funktion F(s) in 
den Punkten rP , • • •, p'' folgt, nur in endliclier Anzahl auftreten konnen, und daB jedem 
solclien Punkte eine gauze Zahl als Ordnungszahl fur das Nullwerden zukommt — an, 
daB F{z) fill’ die Punkte fP, • • •, der Flache T' null werde und s^ieziell fiir den Punkt 
(r = i,2,...,o null von der Ordnung F^( 0 "^), sodaB ihr also, wenn man den Punkt g^^^ als 
aquivalent mit 0 ^-Punkten betrachtet, im ganzen « = + • • • -f- nt 0 ^-Punkte zukommen. 

Andert man alsdann, wenn notig, das Schnittsystem durch Deformation so, daB die Punkte 
?/, g samtlich im Innern der Flache T liegen, und erstreckt das mit der Funktion F{p und 

ihrer Derivierten F'{z) gebildete Integral in positiver Eichtung tlber die ganze 

Begrenzung der Flache T, so erhalt man als Wert dieses Integrals das eine Mai, indem man 
beachtet, daB die Funktion in je zwei entsprechenden Punkten der Begrenzung 

denselben Wert besitzt, die Null, das andere Mai durch Eeduktion auf die, samtlich ini 
Innern der Flache T' gelegenen, Punkte g, t] die Differenz Ti — m und erkennt so schlieB- 
lich, daB die Gleicliung n == m besteht, oder, was dasselbe, daB bei der Funktion F(£) 
die Anzahl h der 0 ^-Punkte sich mit der Anzahl m der oo^-Punkte deckt. Dem Vor- 

stehenden entsprechend soil nun das Punktsystem rp, • • •, rP, p, • • •, p, -, p, • * p, 

welches allgemein den Punkt w„-nial enthalt, das System der oo^-Punkte, das 
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Punkt>ystem . ^ 6-. ^ A • • o welches allgemeiii den Pimkt 

enthalt, diis Svstem der n^-Punkte von F(z) geiiaunt werden. 


Die iiii vorhercfehendeii Aidikel betrachtete Grruppe von zui Chaiakteristik 

gehurigen P-Funktionen ist durch die in T fixierten s Pnnkte 7 f und die ihnen 

beziehungsweise ziigeordneteii positiven ganzeii Zahlen 'Mi, • • •> 7 )1^ vollstandig bestinimt. 
Die notwendige und zugleich hiureichende Bedingung fiir ihre hixistenz ist die, claB das 
vorher aufgestellte Svstem der j) Gleichiingeu ( 1 .) sich durch GrroBen B, die nicht samtlicb. 
den Wert Xull besitzen, befriedigen laBt. Es soil jetzt gezeigt werden, dafi diese Be¬ 
dingung durch eine andere ersetzt werden kann. 

'"Man Ijilde das Punktsystem if, • • •, if, • • •, if, ■ ■ ■ ; if\ • • welches all- 

gemeiii den Piinkt rf w^,-mal enthalt, bezeichne seine m = H-h m, Punkte ohne 

Eiicksicht auf die Beihenfolge durch ?/i, •• •, ?/„, und verstehe unter s^, •••, eiu System 
von irgend w Punkten der Flache T'. Bestimmt man nun fur ?/= 1 , 2, • • •, jp, indem 
man beachtet, dafi die BroBen A,., den Modul 1 besitzen, reelle GroBen a,., im 
Rahmeii der Bedingungen — l<aj.^ 0 , 0 ^&,. <1 durch die Gleichungen: 

A,. = v=i,2,--.,p, 

und setzt, iiachdem man zuvor noch, wenn nOtig, das Schnittsystem durch Deformation 
so geandei-t hat, dafi die Punkte ij, s samtlich im Inneni der Elaclie T' liegen, aus 
den den Punkten •••,£,„, 7 ]i, •• •, r],n entsprechenden, in Art. 2 des vorhergehenden 
Abschnittes definierten Funktionen 0 unter Benutzung der soeben eingefuhrten GroBen 
«!,•••, Up und der unbestimmten Konstanten gx,"’,(jp, C, c+o, den Ausdruck: 


0 

z 

0 

g, 

z 

... 0 


0 

z 

0 

% 

z 

... 0 

fim 

Z 


zusammen, so ist, wie mit Hilfe des Fundamentalsatzes leicht erkannt wird, in diesem 
Ausdruck, wenn man ihn als Funktion des Punktes s von T' betrachtet und die 
Punkte s unbestimmt lafit, jede in T einwertige Funktion von z enthalten, welche das 
System oder auch nur einen Teil desselben als System der oo^-Punkte be- 

sitzt, fflr jeden nicht in dem Systeme der oo^-Punkte vorkommenden Punkt stetig ist, 
gleich oft 0^ wie cc^ wird, und in je zwei zu einem der Schnitte a, h, c gehorigen ent¬ 
sprechenden Punkten Werte annimmt, die sich nur durch einen langs des be- 

treffenden Schnittes konstanten Faktor, den sogenannten Schnittfaktor, unterscheiden. 
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Beaclitet man dann noch, daB das System der oo^-Punkte eiiier jecleii i'-Fuiiktion, 
welclie del in Rede stehendeii Gruppe angehort, in deni Punktsysteine 7/3, • • •, ent- 
hcilten ist, und daB eine -P-Piinktion, als Fiiuktion des Pnnktes x von T hetraclitet, 
fill V 1 , 2, • • •,p langs eg, die GroBe e langs die GroBe langs die Eins 

als Sclinittfaktoi besitzt, so erkennt man weiter, daB der aufgestellte Ausdruck aiicli 
jede der in Rede stehenden E'-Funktionen enthalt. Nun wird aber dieser Ausdruck, der 
fiir jeden Sebnitt c die Fins als Sebnittfaktor besitzt, nur dann fur r = l, 
langs eg, die GroBe langs die GroBe als Sebnittfaktor besitzen, wenii 

die GroBen ^1, • • •, samtlicb ganze Zablen sind und auBerdem noch fiir q = 1, 2, • • •, 
das Aggregat: 

/; = ?« v = p 


/< = ! 


/( = 1 


sich von nni ein gauzes, etwa mit zu bezeiebnendes, Vielfacbes von 27ii 

untersebeidet, also die p Gleicbungen: 


,(! = m v = v 



besteben, oder, was dasselbe, wenn die Kongruenz (s. Seite 89 ): 


(1') 


=m 




/e = m 


./i = l 



(•• = li 2, • • ■ ,p. 


ni = wt 

— bei der ^ -mV + 

\,((=1 

vertreteii soil 


f.1 = VI 


r = p 


f.1 = VI 


das System 2 | * ■ • | 2 

/( = 1 I' = 1 p —1 V = 1 

erfiillt ist. Daraus folgt dann schbeBlich, daB jF-Funktionen, welcbe das 
Punktsystem %, • • •, oder aucb nur einen Teil desselben als System der co^-Pnnkte 
besitzen, dann, aber aucb nur dann existieren, wenn sich die Kongruenz (1'.) durcb ein 
Punktsystem Si, befriedigeu laBt, und daB die allgemeinste zu einem solcben 

Punktsystem • • •, s,,, geborige Funktion F(x) der genannten Art durcb die Gleicbung: 


( 2 ',) 


F(^)=C 


9 

h 

s 

e 

s 

... 0 

p 

0 

Vi 

s 

0 

g 

... 0 

7]m 

g 


v = p 

-2 2J (c^v + 0^)u^ 
■ r = l 


bei der die g die durcb die Kongruenz (!'.) als Faktoren der eindeutig bestimmteii 
ganzen Zablen sind und G eine willkiirliche Konstante bedeutet, geliefert wird. 

Hat ein der Kongruenz ( 1 '.) genugendes Punktsystem g^, • • •, mit dem Punkt¬ 
system ?]i, • • •, keinen Punkt gemeinsam, so ist das Punktsystem tji, • • •, rj,,, das System 
der 00^-Punkte, das Punktsystem gi,---,g„3 das System der 0^-Pimkte der zugeborigen 
durcb die Gleicbung ( 2 '.) bestimmten Funktion F{x), und diese Funktion ist dann voii 
der Ordnung m. Hat dagegen ein solcbes Punktsystem mit dem Punktsystem • • •, 

27* 
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riiien etwu )h — m Puiikte enthalteiKlen Teil gemeinsam, so bilclen, wie aus der &lei- 
ehim£r fol"t, die iiach Entferniiiig dieses gemeinsaiueii Teiles noch iibrigen b/ Punkte t] 
das Svsteni der -Punkte, die uocdi tibrigeu m Punkte e das System der 0^-Pimkte 
dtu’ zugeliOrigeii Funktitm jT*'* , und diese Funktiou ist dann \on dei Oidnimg 7)1. 

Das Hauptresultat der in diesem Abscbnitte bis jetzt durcbgefuhrten Untersucbimgen 
kano man nun in tulgender Weise ausspreclien: 

.,Z« eiuem helkhhj in der Fldclic T' angenommenen PimMsysteme 7?i, •••, ri„ = Tf^\ ■ ■■, 

^- 2 ;^ jy-^ _^ cJas den FiinU (a=i, •••,«) ni^-mal enthalten nidge, existiere^i 

zur OharakfcristiJc Q gehdrige F-FunMimien, welcheoi das FmiMsgstem %,•••,?/« oder auck 

niir ehi Teil desselhen als Sgstem der oF-Punkte zukomnif, dann, aber aucli 7mr dami, uwn^i 
sick das Sgstem der ]) Gleickungen (1.) durck Gro/^en Q, ivelcke 7iickt sdnitlick de^i Wert 
Full hesitzen, befriedigeu Id/^f, oder, teas auf dasselbe kinauskommt, weim sick die Ko7i- 
gruenz iT.i durck ein Punlisgsteni Zi, ■ ■ befriedigen laf]tP 


3. 

Die Dutersuchungeu des Art. 1 baben ergeben, daB die Derivierten derjenigen 
allentbalben endlicben Funktiouen w, welcbe zu der zur angenommenen Cbarakteristik 
reziproken Cbarakteristik geboren, fur die Tbeorie der zur Cbarakteristik ge- 

hdrigen jP-F unktiouen von fundamentaler Bedeutung sind. Mit Kiicksiebt bierauf sollen 
zunaebst die genannt-en Derivierten, die nacb dem am Ende von Art. 1 des dritten 

Absebnittes Bemerkten zur Cbarakteristik geborige F"-Funktiouen sind, einer ein- 
gebenden Betraebtung unterzogen werden. 

Die allgemeinste zur Cbarakteristik geborige Fimktion w wird nacb Art. 2 
des dritten Absebnittes durcb die Gleicbnng: 


w= = 4 Fc^wlF c. +-h Cp 

geliefert, wenn man dabei unter Cq, c^, • • unbestimmte Konstanten verstebt. Der 
durcb • • • = = C ;.^^2 = 0, ■ • C;_^ = 0 ebarakterisierte Grenzfall w = Cq 

ist im folgenden immer ausgescblossen. Da die Fimktion w' sicb infolge ibrer Stetig- 
keit ffir das Gebiet irgend eines Punktes ri von T' durcb die Gleicbnng: 





darstellen laBt, so ergeben sich, wenn man in bezug auf die Lage des Punktes r], inso- 
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feme dieser Punkt ein von den Punkten oo, a verscliiedener Pimkt i] oder ein ft —1 -faclier 
Windungspnnkt oo oder em_(,n-l)-faclier Windungspunkt « sein kann. dreiVall^ nntei- 
scheidet, fiir die Fimktion ty- mid ilire Derivierte die folgenden Darstellim^eu: 

1.) fur das Gebiet eines von den Punlrben cx), a verscliiedenen Pimktes \ ist 



=>“''+ (PL 

p-v) 

J_/^\ 
^ 2! \dzp 




• , 

did 

dz 

/d'W\ 

~ \dzl2 = 

'! 

^ ii\dzy 

+¥;( 

'cZ® w\ / - .1 


’ ? 


2.) fiir das 

Gebiet 

eines (t- 

- l)-fachen Windungspunlvtes 

CSD 

ist 


—00 , 

\ 1 , 

1 /d^w\ 

1 , 1 /d^u'\ 

1 



w’ 

= “ + w. 

t a + 

21 

^ + IT (P)o 

-y -j-^ 

Z ‘ 



dw 

1 /did' 

\ J_ 

1 /d^w\ 

1 1 /fZ® w\ 

1 



dz 

”” t. V dz^ 

Jo nt-L 
z ‘ 

1! t \dzl)o 

^ “ 277 llil/o 

£+a ' ‘ ' y 

z ' 




3.) fiir das 

Gebiet 

eines 

— l)“fachen Windungspunktes 

a 

ist 

W-- 


— c:)'" P 

' P-i)i 

fdf^~^n\ / dL 

[dzppl^ 


P 

a)f‘ 


did 

1 /dw\ 

1 

. 1 


, 1 fd^'-vj\ 



dz 

P \^Jo~ 

^£-1 P-' 

•a') 


, .-j 

(z-uy 



P ■ 




,t£ -4- 1 


{z—aY P- 


Diese Darstellungen lassen erkemien, da6 die in T einwertige Funktion: 


(liO 

W 


dtL\ 

ds 


P C; 


d u\, 
dz 


P- --pc 


dwi 


P dz 


welche infoige der vorher tiber die Konstaiiteii c gemacbten Festsetzmig uicbt allent- 
halben denselben Wert besitzen kann, nur fiir die im Endlichen gelegenen Windungs- 
punkte a.,, • ■ a,, nneiidlich werden kann iind zwar algebraisch unendlich, nnd daB 

sie speziell fiir den Punkt (^=i, 2 , - ^r) hdcbstens von der Ordnimg fz^—1 unendlich. werden 
kann. Beachtet roan dann noch, daB nach Art. 3 des ersten Abschnittes die Beziehimg 

Q = 7' ^ ^ j 

2 K-1) =7^PgP2j> —2 bestelit, so ergibt sich zunachst, daB ^ eine zur Charakteristik (k) 

^j_l \-o/ 

gehorige A'-Punktion ist, deren Ordnung die Zahl n fj + 2p — 2 nicht ubersteigt. 

Ist die Funktion ^ von der Ordnung n -p — 2, besitzt sie also das den 

Punkt l)-inal enthaltende Punktsystem ••••, a,., •••, als System 

der oo^-Pnnkte, so kommen ihr auch n q^2p — 2 0^-Punkte zu. Unter diesen Punkten 

tritt, wie man auf Grund der unter 2.) fiir ~ aufgestellten Entwicklung erkennt, der 
Punkt 00 ^ (x=i, 2 ,..., 2 ) mindestens (fc^pl)-mal auf, nnd es setzt sich daher das System der 
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'Ip - 2 <)’-Punkte der Fiiiiktioii ^ aiis dem den Piinkt = (A^ + l)-inal 

enthcilteiiden Svsteme • • •. • • • •. "^on + = n -{- ([ Punkten und 

y = l 

einem Systeme e^, a-• • '2p-2 Punkten zusammen. 

1st dtiirejzeii die Funktion von der Ordnung n-{-^-{-2p 2 t, besitzt sie 

also nnr eiiien, yi ~r 't 2p — 2 — t Punkte unifassenden, Teil des den Punkt 

_ 1 ,_xtial entlialtenden Pnnktsystems a^, •••*, a,., •••, a, als System der oo^-Punkte, 

so' setzt sicli das, ebeiifalls « -f ^ d- 2p -2~t Punkte entbaltende, System ilirer 0^-Pnnkte 
aiis dem den Punkt oc^, 2 . ••,v) (i^4“l)"mal entbaltenden Punktsystem 00 ^, • • 00 • • • - , 

oc^., • • •, oc,^ und einem, mit e^, Eo, * • E2j,_2_^ zu bezeichnenden, Systeme von 2p — 2 — t 

Punkten zusammen. Im vorliegenden Falle erganze man nun das Punktsystem 
•••* f 2 p- 2 -i dadurcli zu einem System von 2p — 2 Punkten e^, • • •, E 2 p_ 2 , da6 man zu 
ihin dasjenige, t Punkte entbaltende, System, welches von dem oben aufgestellteii System 

a,,.• • • • - , a,., • • •, a, nachWegnahme der n ~\-g^+2p-2-t oo^-Punkte der Funktion ^ 

noch ftbrig bleibt, hinzunimmt. 

In jedem der beiden soeben betrachteten Falle soli nun das zur Funktion 
definierte Punktsystem e^, • • *, £ 2 ^_ 3 , insoferne durch dasselbe die Funktion-^ bis auf 
einen von freien Faktor bestimmt ist, das System der charakteristischen Punkte 
der Funktion ^ genannt werden. Wie die zu Anfang fiir ^ aufgestellten Entwick- 

lungen zeigen, werden die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafur, dafi ein 
Punkt 7} der Flache T’ — einerlei ob dieser Punkt ein von den Punkten 00 , a ver- 
scbiedener Punkt oder einer der Punkte 00 oder endlicli einer der Punkte a ist — in 

dem Systeme der charakteristischen Punkte einer Funktion ^ zum mindesten m-mal 
vorkommt, durch die Gleichungen: 



dargestellt. 

Nach den vorstehenden Untersuchungen gehoren die Funktionen ^ zur Gruppe 
derjenigen auf die Charakteristik sich beziehenden P-Funktionen, welche das den 

Punkt ( 0 = 1 , 2 ,. ^r) —Ij-mal entbaltende Punktsystem a^, • • •, ixi, • • • •, a^, • • •, cc,. oder 

aucb nur einen Teil desselben als System der 00 ^-Punkte besitzen, und zwar geboren 
sie speziell zu jener IJntergruppe, die von denjenigen Funktionen der Gruppe gebildet 
wil’d, bei welchen das den Punkt cx)^ 2 . ■••, 2 ) (<;,,-{-l)-mal entbaltende Punktsystem 

• • A coi,-, 00 ^, •••, ooj als Bestandteil des Systems der 0^-Punkte auftritt. Be- 

acbtet man dann nocb, daB das mit irgend einer zur definierten Untergruppe gehorigen 
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Fuiiktioii gsbild-Gte, iihGi GiiiGii gunz in T VGrlaiifGndGii eg GrstrGcktG IiitGi^ral 

^^F{z)dz eine in T einwGrtigG iind stetigG, zur Charakteristik gGhorigG Fnnktion TF 

dGi komplGXGn VGiSjndGrlichGii z nnd zwar einG Fnnktion ir ist, so erkGnnt man 

scliliGfilick, dafi dio soobon dofinicrtG UntGrgmppG auBcr don Fimktionen ^ keiiiG 
WGitGi’Gn Funktionon iiiGhr Gnthalt. 

NaclidGin jotzt Grinittolt ist, wGlcbo Stellung dio Funktionon untor den ziir 
Gliaraktoristik gehorigen i^-Funktionen GinnohniGn, lassGii sick die Systeme der 
charakteristischen Punkte der Funktionen ^ aucb einheitlicli definieren; man hat dazu 
nnr die gegen Ende des Art. 2 angestellten Betrachtnngen, speziell die Kongrneuz i I'.l 
auf die Funktionen ~ zu bezielien. Es ergibt sick dann — wenn man nock fiir 
v=^l, 2 , unter die im Rahmen der Bedingungen — l<a,^0 , 0 £\<1 

durch die Gleichungen J.,,= = bestimmten reellen GroBen versteht —, 

dafi die Gesamtkeit der Systeme der charakteristiscken Punkte, welcke den auf die 

Ckarakteristik sick beziehenden Funktionen ^ zukommen, mit der Gesamtkeit der 
Losungssysteme s^, •••, e2p~2 cler Kongruenz: 




a=l 


(} = r 



.(J = l 



Oder der mit ikr aquivalenten Kongruenz: 


a-= 2 ^ — 2 
a = l 


identisch ist. 

Bilden zwei Punktsysteme s^, • • *, e,„; 


^ {j^n — 1) ~ 1) "h 

^=1 >«=1 


•, (m+m'=2i)-2) zusammeu das System 


der charakteristiscken Punkte einer Fnnktion so soil jedes der beiden ein zii dem 


anderen gekdriges Restpunktsystem einer Funktion ^ genannt werden. 


4. 

Nack dem am Ende des Art. 2 ausgesproclienen Resultate existieren zu einem 

beliebig in T' angenommenen Punktsysteme = • * *, -» <^ 3 -^ 

den Punkt (0 = 1,2, •••,«) mo.-mal entkalt, zur Ckarakteristik gekbrige P'-Funktionen, 

welcken das Punktsystem • • •, oder auck nur ein Teil desselben als System der 
cxj^-Punkte zukommt, dann, aber auck nur dann, wenn sick das System der^ Gleichungen. 
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U _ 

ItL-i /o ' 


" ^ ^ "4 d ^T- /O ‘ ‘ \ /o ^ ^ ' »b -1)! \ dz"‘^ y0 ^ 




\ d~ 


-i.:''i'-‘i \dz\‘^ /o 


. JL Q , (—P 
‘ \dz 


)o+ 


+ 




d"‘® ic 

sin, \ 


?) =0 
* /o 


/o ■ - /U (w,— 1)! 

— bei (lein der eiufacheren Sclireibweise wegen fiir a = l, 2 , •••, s durch ei’setzt 
ist — durch GruBen 2 , welclie iiicht samtlich den Wert Null besitzen, befriedigen laBt. 
Dies ist iiach dem in Art. 4 des vorhergebenden Abscbnittes aufgestellten Hilfssatze 
daim. aber aucli nur daun moglich, wenn der. mit 9 tu|( 7 /i, • • •, zu bezeichnende, 
Rang der Matrix: ^ 


/du\\ 


/du\\ 

/if \ 

XcIz^Iq 

1 dzT^ jo 

" Us Jo ■ 

\ jo 

/dii-pX 

/d"‘> Wf,\ 

/drrp\ 


\dzJo" 

\ dzr^ Jo 

■ ■ [dz, jo ‘ 

V dzT^ lo 


— uder, wie im folgenden der Kilrze wegeu, in Ubertragimg des Begriffes von 

der Matrix auf das ilir zu Grimde liegende Punktsystem rj^, • • gesagt werden soil, 

der Rang des Punktsystems 7 /i, •••,??,„ gegenilber der Charakteristik — der 

weder Tiber m nocb, wegen der durch die Gleichung + - -j-= 0 cliarakte- 

risierten Lineambhangigkeit der Fuuktionen u\, • • Wj,, ilber — 1 liegen kaun, kleiner 

als 7)1 ist. Ftir >h =y;, y; 1 , • • • ist immer 9 t|j|( 7 /i, • • wie auch das Punkt- 

U 1 

system 7 /,, •••,?;,„ von Aiifang an gewalilt sein mag; fiir ■ 7 )i<p dagegen wird, wie die 
spatere eingehende Uutersuchung zeigt, durch die Forderung, daB der Rang 9 i|.,|( 7 /i, •••, 

kleiner als 7 )i sei, zugleich eine Beziehung z^vnschen den Pnnkten des Punktsystems 
gefordert. 

Die samtlichen zu dem Punktsystem 7 ^ 1 ,* ••,7/^ etwa existierenden Funktionen 
F( 8 ) der in Rede stehenden Art werden nach Art. 1 durch die Gleichung: 




+ 


+ • 

Q 


+ m, F 


geliefert, wenn man darin an Stelle von ..., S,,, ein jedes von 

0 , •••, 0 , , 0 , •••, 0 verschiedene, das Gleichungensystem (Gj.) befriedigende GroBensystem 

treten laBt. Irgend Jc dieser Funktionen F(is): 



^(1) 

z 

+ ---- + SSP 

7]W 

z 

+ • • • + Sfi, P 

z 

-ssi-piyi+.-.+s^p! 

^(1) 

Z 

+ -'-- + S!?P: 

z 

+ --- + SS.P 







Tbeorie dpr i^-Funktionen. 


217 


sollen linear unabliuiigig geiiannt wercleii, wenii der Ausdruck: 

-f 4-... 4- 

fur kein von 0 , • • •, 0 verschiedenes Ivonstanteusystem • • *, in T' alientlialbeu den 

Wert Null besitzt. Existiert dagegen ein von 0, • - 0 verschiedenes Ivonstantensj'stem 

•' •, fiir das der soeben anfgestellte Ausdruck in T' alientlialbeu den Wert Null 
besitzt, sodafi also die Grleichung: 




besteht, so sollen die h Funktionen linear abhangig heiBen. Aus diesen Definitionen 
folgt, daB die h Funktionen dann, aber auch nur dann linear unabhiingig sind, wenn 
die /c bei ihnen auftretenden Konstantensystenie • • •, —, Slf, • • t, 

im Sinne der in Art. 4 des vorhergebenden Abschnittes gegebenen Definition linear un- 
abhangig sind. 

Da die Funktionen ~ nach den Dntersuchungen des Art. 3 zur Grnppe derjenigen 
anf die Charakteristik sich beziehenden N-Funktionen gehoren, bei denen an Stelle 

des allgemeinen Punktsystems t]^, • • •, ?/„, das spezielle den Punkt (^=1,2, —l}-mal 

enthaltende Punlvtsystem a^, • ■a^, • • •a^, ■ • a^. steht, so konnen die soeben auf- 

gestellten Definitionen nnmittelbar auf die Funktionen ^ iibertragen vzerden. Ans 
diesen Definitionen folgt hier, daB die m mit irgend welchen Konstanten c gebildeten 
Funktionen 


dz 




dwj^ 

dz ‘ 




d ICr, 

IT ’ 


dio^rn) ^ ^ 

'TT ~ dz ^ dz 

jedenfalls dann linear abhangig sind, wenn die m bei ihnen auftretenden Konstanten- 
systeme • • •, 2,linear abhangig sind. 

Nach diesen Yorbereitungen soil jetzt das Gleichungensystem (Gi.) unter der 
Voraussetzung diskutiert werden, daB der Eang •••, r]^ des Punktsystems 7^1, ’“, 7 }^, 

der weder fiber p — 1 noch fiber m liegen kann, kleiner als 7 H ist, da nur dann, wie 
schon vorher bemerkt wurde, das Gleichungensystem (Gi.) sich durch GroBen 2 , die 
nicht samtlich mit der Null zusammenfallen, befriedigen laBt. Dabei soil der Fall, wo 
• • •, Vm) = P - 1 ist, von dem Falle, wo 9 t|^|(?/i, • • *, 7/J <p-l ist, unterschieden 

werden. 


P-K, II. 
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Erster Eall: JDt r .11 (%,*••, 7 ?,,,) Furdcfsystems gleicli p — 1. 

iisl 

Dieser erste Fall kaun, da die gemachte Voraussetzimg liier 

in i;-l<w iibergeht, nur fur ?h +1, • • • auftreten; er liegt, wie aus dem im 

folgeiideii unter III"? Gesagten liervorgelit, immer vor, wenn m > 2jp — 2 ist, also unter 
alien Umstaiideii = 

In dieseni ersten Falle ergibt sich nun durcF Anwendung des in Art. 4 des 
vorhergeiienden Absciinittes aufgestellten Hilfssatzes auf das Gleicbimgeusystem (G^.), daB 
die folgenden filnf Aiissagen gleicliweidig sind, insofern aus irgend einer von iiinen 
als Toraussetzung jede der vier anderen abgeleitet werden kann. 

I.) iJer Bang 91|.4j(%, •••, des Punkfsystems 7 / 1 , • • •, rj„, ist yleicli p — 1. 

II.) T)as Gleichungensysfem (Gj.) lesitzt m —p +1, von 0, • • 0, —, 0, • • •, 0 verscliiedene, 
linear unaUuingige Lusiingssysfeme • • •, 2^,,? • • • •» SS, • • •, = und das 

alhjemeinste Losungssysteni la/Sf sich aus ihnen mlt Hilfe wn m—p-\-l tinbestimmten Kon- 
stanten linear zusammensetzen: odet\ icas dasselhe, es giU m-p-^l linear unahJidngige zur 

(liarahteristiJc gehorige FunJdionen F(z): 


V + ---+sap 


+ 




z = 1, 2, • • •, m—p + 1, 


icelclien das Fiinktsystem • • •, g„^ oder aiich nur eiii Teil desselben als System der 00^-Punkte 
zukommt, und die allgemeinsfe derartige Fmiktion F{z) Id/St sich aus ihnen mit Hilfe von 
HI — p -f -1 unbestimmtcn Konsianten • • •, linear zusammensetzen in der F'orm: 


F{z) = )f^F^\z) + X^^F^-Hz) + ... -I- 

III.) J)as Gleichungensystcm: 


f dwj^ \ 
[ ds, ) 

O+Co 

f dic^ 

1 dz, ) 

,0-1-.. 



/(T'oT-A 
\ds'p ) 

0+C, 

(dr^wA 

[dzf^J 

o+" 

• + c 

^ P \dz^p /( 


(4I-] 

'0 + 

/ d Tc^ ' 
\ dzs / 

)o+ 

■•+<=44?), 

.“0, 

\dsT‘) 


/d'”‘wr 

(dzT’, 

)o+ ■■ 

• • 4- C 

^ * V dzT‘ ) 

= 0 

0 


kann nur durch 


— Gy+i — == 0 befriedigt loerden, oder, was dasselhe, 
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es fjibf keine zur Gharakteristik geliorigc Fiinktion ^, hei dcr das Ihmktsystem 7 ^ 1 , • 
ill dem Systeme der cliarakferistisclien Punkfe cndlialfen ist. 

IV.) Ans den GlekFmgen (G-i.) lassen sick jg ~1 lieransgreifen, die voneinander iin- 

ahlidngig sind, und die eine dann nocJi iibrlge Gleickung ist eine Folge derselhen. 

V.) Aus den Gleiclmngen (G,.) lassen sick — 1 keraiisgreifen. die voneiiiander un- 

ahkiingig sind, und jede der m — p + 1 iibrigen Gleickungen ist eine Folge derseTben. 

Die allgemeinste zu dem Punktsystem 7 / 1 , • •gehorige, aiif die Charakte- 
ristik sick bezieheiide Punktion F(z) enthalt nacli 11 .) ni -p-j-l wesentliche will- 

kiirliche Konstanten linear homogen. In Uhereinstimmnng hiermit folgt aus IV.), daB 
sich von den ni GroBen S m —p +1 aiigeben lassen, die von Anfang an willkiirlich 
gewahlt werden konnen und durch die dann die p — 1 ubrigen GroBeii S eindeutig 
bestimmt sind. 


Zweiter Fall: Fer Bang • • •, 7]„^ des Funkfsgstems 7 ^ 1 , • • ist kleiner 

als p — 1. 

Dieser zweite Fall kann, \vie aus dem im folgenden unter III.) Gesagten hervor- 
geht, nur dann auftreten, wenn ni'^2p — 2 ist, also unter keinen Umstanden fiir p=l‘, 
er liegt fur p>l, der gemachten Voraussetzung • • •, < 7)7 zufolge, immer 

vor, wenn m<p ist. 

In diesem zweiten Falle ergibt sich nun durch Anwendung des in Art. 4 des 
vorhergehenden Abschnittes aufgestellten Hilfssatzes auf das Gleichungensystem (Gi-), 
daB die folgenden funf Aussagen gleichwertig sind, insofem aus irgend eiuer von ihnen 
als Voraussetzung jede der vier anderen abgeleitet werden kann. 

I.) Fer Bang (tji, • ••, des Bunktsystems • • •, ist gleicli r. 

II.) Fas Gleichungensystem (G^.) kesitzt m — x, von 0, •••, 0, •••*, 0, 0 verscMedene, 

linear unabkdngige Loswigssysteme Sf'], • • •, • • • •, • • •, und das all¬ 

gemeinste Losungssystem ld(3t sick aus ihnen mit Kilfe von m — r unhestimnifen Konstanten 
linear zusammensetzen; oder, was dasselhe, es gilt m — r linear unahhdngige zur Gharakteristik 

(^) gehorige Fimktionen F(z): 


F^%z)^mp^'^ + + 


(«) 


;f = l, 2, 


ivelchen das Punktsystem • • •, g,n e>der auch nur ein Teil desselhen als System der 
co^-Punkte zukommt, und die allgeyneioiste derartige Funktion F(z) ld/3t sick aus ihnen mit 
JSilfe von m — i unhestimmten Konstanten linear zusammensetzen in 

der Form: 


F{z) = k^^F^^\z) + r^^F^^\z) + • • • + A'’^-^'^F^^--^\z). 
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III.; Dus Ghklmngensusteni (Cl..) hesitzt au(3er deni Losungssijsteme • > • = 1, 

c-^ _ 0 , • • •, c ■ = ( I -1 - r , von 0, • • •, 0 versch ieden e Losu ngssysfem e cp, • • •, ^=i. 2 , • • •, p -1 - r, 

die zusiinuneii nilt Hun cine CTCSundlielt von p — t linear unahlicingigen Ldsungssystenien hilden, 
iind das ulhjenieinsfe Losiingssysteni Idfit sicli cius diesen niit Milfe von p t wnbestimniten 
Konstcuden linear zusaniinensctzen ^ oder, was dasselhe, es gild P — 1 t linear unablicingige 

ziir CharakferisfiJc gtdiorige Funldionen 


d __ .-r) d u\ rt) £^2 J_ I jt) 

~Tz dz ' " ds ' ■ dz ^ 


t = ■ ■ ■, p-l-X, 


hei welclien das Pankfsystem 7]i, rim In- dem Sijsteme der cJiarakteristiscJien Bunkte ent- 
lialten ist, and die allgemeinste clerartige Funkfion ^ Id/St sicli aiis ilinen mit Hilfe von 
p-l-x unbestimmten Konstanten A'-\ • • *, linear zusammensetzen in der Form: 


div I , 

11^ ~dr ■ ~dr 




dz 


IV.) Ans den Gleiclningen (Gj.) lassen sicli r lierausgreifen, die voneincmder unab- 
Idingig sind, and jede der p — x Ubrigen Gleiclningen ist eine Folge derselben. 

Y.) Aus den Gleiclningen (G,.) lassen sicli r lierausgreifen, die voneinander unah- 
Juingig sind, und jede der m — r ubrigen Gleiclningen ist eine Folge derselben. 

Die allgemeinste zu dem Punktsystem geiiorige, auf die Ciiarakte- 

listik sick beziehende Fiinktion F{z) enthalt nach. 11 .) m — r wesentlicke willkurlicbe 

Konstanten linear liomogen. In Ubereinstimmung iiiermit folgt aus IV.), daB sick von 
den ni GroBen S m —x angeben lassen, die von Anfang an willktlrlick gewaklt werden 
kOnnen und dm’ck die dann die r ubrigen eincleutig bestimmt sind. 

Setzt man in den letzten fiinf, unter der Voraussetzung x<p ~1 gemackten, 
Aussagen r==i) — 1 , so gelangt man bei ricktiger Interpretation wieder zu den fdnf auf 
den ersten Fall sick beziekenden Aussagen. 


5. 

Von besonderem Interesse sind diejenigen zur Ckarakteristik gekorigen 
P-Funktionen, welcke nur fur einen einzigen Punkt rj der Flacke T' unendlick werden, 

also das den Punkt rj tn-mal entkaltende Punktsystem rj, rj, - ‘, g oder auck nur einen 
Teil desselben als System der 00^-Punkte besitzen. Kack den Untersuckungen des 
vorkergekenden Artikels existieren Funktionen F{z) von dieser Art dann, aber auck nur 

dann, wenn der Eang f) des aufgestellten Punktsystems eine unter m 
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liegeucle Zalil r ist, unci zwar gibt es claun irnmer m ~ r linear unabhiingige Fiink- 
tionen F{z)\ 

= £(^) p ^ P + • • • + P ^ I 

^ I z - i 2 ' • m zV 


y. = \. 


welclien das Punktsystem if, •• •,?] oder auck nur ein Teil desselben als S3’stein der 
cx) -Punkte zukommt, und die allgemeinste derartige Funktion F(z) laBt sicli aus ihnen 
mit Hilfe you 'iu x unbestimniten Konstanten ?S^\ • • •, linear zusammensetzeii 

in der Form: 


Aus dem soebenaufgestelltenSysteme derj^. —r linear unabliangigenFunktionenP'‘^(^), 
. . p("' erbalt man wieder ein System von m — x linear unabhangigen Funktionen F(z) 

der in Rede stebenden Art, wenn man darin, nnter /li, v irgend zwei Zalilen aus der Reilie 
1 , 2 , ■ • •, m ~ r, unter c eine beliebige Konstante verstehend, F^'\z) durcb F^^\z) + cF^'Hz) 
ersetzt, und man kann dann fur den Fall, daB die Funktionen F^\z), F^''^z) dieselbe 
Ordnung m < m liaben — also die GroBen von Null verschieden sind, die GroBen 

• • •, dagegen den Wert Null besitzen — die Ordnung von 
cF^'^\z), indem man c durcb die Gleicbung = 0 bestimmt, kleiner als 

m macben. Von dem urspriinglicben Systeme F^^^(z), • • •, ausgebend kann man 

nun durcb wiederbolte Anwendung dieses Reduktionsverfabrens, indem man zunacbst 
bei den Funktionen von der bocbsten Ordnung beginnt, zu einem Systeme F^^\z), •••, 
p(«i-r)(^) ^;^ — r linear unabbangigen Funktionen F(z) der in Rede stebenden Art gelangen, 

bei dem keine zwei Funktionen die gleicbe Ordnung besitzen. Haben aber die so ge- 
wonnenen Funktionen F die — jedenfalls der Reibe 1 , 2 , • • •, m angeborigen — Ord- 
nungszablen • • •, beziebungsweise, so muB aucb die Ordnungszabl Wi ngend 
einer Funktion F[z) der in Rede stebenden Art, da ja jede solcbe Funktion sicb aus den 
Funktionen F mit Hilfe von m — r passend gewablten Konstanten • • •, linear 

zusammensetzen laBt in der Form: 


sicb mit einer der Zablen decken, oder, was dasselbe, es gibt unter 

den Zablen 1, 2 , • • •, w gerade r = 9tM|(^7, • • •, ^) Zablen, die nicbt als Ordnungszahleu 

bei den Funktionen F(z) der in Rede stebenden Art auftreten konnen. 

Eine positive ganze Zabl n soil gegeniiber der Cbarakteristik eine zum 
Punkte 7} der Flacbe T' geborige Luckenzahl genannt werden, wenn unter den nur im 
Punkte 7/ unendlicb werden den zur Cbarakteristik gehorigen P-Funktionen keine 
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von clei* Ordnimg n sich betiiKleu. also keine, die im Punkte t] oo‘ wird. Eine Zahl n 
ist iiur daiin gegeiiiiber der (_’harakteiistik eiue zum Punkte t] gehorige Liickenzahl, 

wenn die Differenz iifij, •••• j — ^ )? die der Definition des Begriffes ,,Tlang“ 

\it\ ' \b\' 

ziifolge nur den Wert 1 oder den Wert 0 liaben kann, den Wert 1 besitzt, da nach 
dem soeben Bewiesenen Sti .j i (^, • • rj') die Anzahl der in der Keibe 1, 2 , • • •, vorkommenden, 


zuni Punkte rj gehdrigen Liickenzablen ist. BeacMet man nun, daB 2^ — 1 der groBte Wert 

1 

ist, den die mit wachsendem u niemals abnehmende GroBe St. 41(7?, • • 7/) annebmen kann, 


nnd daB diese GroBe, nacb dem im vorbergebenden Artikel beim ersten Falle Bemerkten, 
jedenfalls fur ^ — 227 — 1 den Wert ^7 -1 besitzt, so erkennt man scblieBlicb, daB 

es im ganzen gegenuber der Charakteristik — 1 zum Punkte ?] geborige Lilcken- 

zablen gibt, daB diese samtbcb in der Beibe 1, 2 , • • •, 2 ^ - 1 entbalten sind, und daB von 

1 

ihnen in der Beilie 1, 2, • • •, jli, gerade ‘ v) vorkommen. 

\b\ 


6 . 


Die in Art. 4 fur die Diskussion des Gleicbungensystems (G^.) gemacbte Voraus- 

setzung, daB der Bang ,|(7;i, • • •, 77J des Punktsystems • • •, rj,,, eine nnter m liegende 

|b| 

Zabl r ist, deckt sicb nacb dem am Ende des Art. 2 ausgesprocbenen Kesultate mit der 
Forderung, daB die Kongruenz: 


(C.) 


fz = m 


/fi = m 

V=1 


sicb durch ein Punktsystem e^, befriedigen laBt. 

Um die samtlicben der Kongruenz (C.) geniigenden Punktsysteme e^, • • •, 6 „, zu 

erbalten, bat man nur fur jede zu dem Punktsystem • • *, ri„, im Sinne des Art. 1 

gebSrige Funktion F(g) das System der 0 ^-Punkte aufzustellen und zu ibm dasjenige 

Punktsystem hinzuzufQgen, welches von dem Punktsysteme • • •, nacb Wegnabme des 

S3’'stems der 00^-Punkte der Funktion F(/) nocb ubrig bleibt. Man erbalt auf diese Weise 

die samtlicben in Bede stebenden Punktsysteme, und aucb jedes nur einmal, wenn man 

bei der Durchfubrung des angegebenen Verfabrens jede Funktion F(z) ausscblieBt, die 

sicb von einer scbon in Betracbt gezogenen Funktion F(£) nur um einen konstanten 

Faktor unterscbeidet. Ist speziell 9flui(7ji, • • •, 7?J = w - 1, so unterscbeiden sicb, wie 

Isl 

aus dem in Art. 4 nnter I.) und 11 .) Gesagten zu erseben ist, je zwei zu dem Punkt¬ 
system geborige Funktionen F[z) nur um einen konstanten Faktor, und es 
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gibt claher in diesem Falle iiur ein einziges der Kougi-uenz (C.) genfigeudes Punktsystem 
bur die folgenden Untersiicliungen soli dieser spezielle Fall aiisgeschiossen 
sem also vorausgesetzt werden, daB der Eang 8},eine miter -1 liegeiide 
ZaM r ist. ° 

Die notwendigen und hinreicheuden Bedingiingen dafiir, daB ein Pnnkt e der 
B lache T emerlei ob djeser Pnnkt in dem Punktsysteme , t?,, entlialten ist oder 
me m emem der Kongruenz (C.) geniigendeu Punktsysteme s„, zum niin- 

desten r-nial vorkommt, werden durch ein System von v liomogenen linearen Gleicdiungen 
zwischeii den in der allgemeinsten Funktioni^ (^) = -f- H_|- 

auftretenden m-x Konstanten dargestellt. Dementsprecliend kann 

man fur die Bildung eines der Kongruenz (G.) geniigenden Punktsystems • • •, die 
m —r —1 Punkte £i, • ■ beliebig wahlen; denn diese Wahl zieht nach dem 

soeben Bemerkten ein System von nur m — r — 1 homogenen linearen Gleichuugeii 
zwischen den m.~x Konstanten • • •, nach sick Die r-f-1 noch fehlenden, 

das gewahlte System e^, • • •, zu einem der Kongruenz (C.j geniigenden Systeme 

eiganzenden Punkte • • •, b,^ werden aber nur dann eindeutig bestimmt sein, wenn 
durch das erwahnte System von m — x —1 Gleichungen die m~x GroBen X^^\ X^-\ • • •, 
bis auf einen alien gemeinsamen Faktor bestimmt sind, oder, was dasselbe, wenn die 
Matrix der {m-x~l){m-x) in diesen Gleichungen als Koeffizienten der X auftretenden 
GroBen den Kang '}n — x ~ 1 besitzt. 

Es soil jetzt bewieseu werden, daB durch die Wahl der Punkte £i, • • •, £,„_,_i 
die r + 1 noch fehlenden Punkte • • •, im allgemeinen eindeutig bestimmt sind. 
Zu dem Ende grenze man in der Flache T' wz — r — 1 keinen der Punkte • • •, ?]„, ent- 
haltende Bereiche • • •, ab und bilde mit Hilfe der >« — t — 1 sdion benutzteii 

linear unabhaiigigen Fuiiktionen ■ ■ •, die Determiiiante; 


F^'\s,) 






Durch dieselbe SchluBweise, die in Art. 7 des vorhergehenden Abschnittes an der ent- 
sprechenden Stelle angeweiidet wurde, erkennt man dann zunachst, daB die aufgestellte 
Determinante nicht fiir je m —r —1 den Bereichen beziehungsweise an- 

gehorige Punkte £i, • • •, wie Mein diese Bereiche auch sein mogen, den Wert 

Null besitzen kann. Wahlt man jetzt m — r — 1 den Bereichen B^, • • *, beziehungs¬ 

weise angehOrige Punkte ■ • •, £m_r_i von der Art, daB die aufgestellte Determinante 
nicht verschwindet, wenn man gleichzeitig £i = Si, • • •, £,«_r_i == £„i_r-i setzt, so lassen 
sich, da dieselbe, als Funktion der m — x~l Veranderlichen £i, • • •, £,„_r_i betrachtet, 
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fnr r. stetif*- ist, in T' m-t-l diese Pimkte beziehungsweise 

entlialtcmde Gebiete fr,,--, ^4-r-i abgrenzen, dab die Deternimante tiir 

je diesen Gebieten beziehungsweise angehorige Punkte Ci, •••, emen 

von yull verschiedeiien Wert be.sitzt. Beachtet man dann noch, daB durch die auf 
irgeiid ein solches Punktsystem • • •, bezogenen m-x-1 Gleichungen: 




die GroBen ?F\ F'-', bis auf einen alien gemeinsamen Faktor bestimmt siud, 

so erkeinit man die Riclitigkeit der aufgestellten Behanptung, daB durch die Wahl der 
Punkte fj, • • •, die r + 1 noch fehlenden, das angenommene System s^, • • •, 

zu einem der Kongrueuz (C.) gemigenden Systeme erganzenden Punkte im 

allgeineineu eindeutig bestimmt sind. 

Ximmt man jetzt zu dem Pesultate der vorstehenden, unter der Yoraussetzung 
r < ?«~ 1 durchgefuhrten Uiitersuchungen das schon vorher fur den Pall r = m — l 
erhalteiie Resultat hinzu, so erkennt man, daB die beiden Aussagen; 

a. ) JJas PimMsystem • • •, lesitzt als Bang 9t|^|(??i, •••, ?/,„) die unter ni 
liegemle Zald r; 

b. j Die auf das Punktsystem • • •> hezogene Kongruenz (C.) ld( 3 t sick dmxli ein 
Punktsystem hefriedigen; fur die BU-dung eines derartigen Punktsysiems konnen — r — 1 
Punkte heliehig geu'dldt tverden und es sind durch die Wahl von m — r — 1 Pmikten die r + 1 
nodi fehlenden Punkte im ollgemeinen eindeidig bestimmt; 

gleichwertig sind, insoferne nicht nur, vrie schon bewiesen, aus der ersten als Voraus- 
setzung die zwelte folgt, sondern auch umgekehrt aus dieser jeue. Denn, bes^Be 
das unter b.) charakterisierte Punktsystem rj^, •••, r]^ eine von r verschiedene, wegen 
der Losbarkeit der Kongnienz (C.) jedenfalls unter m liegende, Zahl r als Rang, so 
kSnnten, im Widerspmche mit dem ttber das Punktsystem Vorausgesetzten, ftlr die 
Bildung eines der Kongruenz (G.) geniigenden Punktsystems m — x~l, die r + 1 noch 
fehlenden Punkte im allgemeinen eindeutig bestimmende Punkte beliebig gewahlt werden. 

1 st der Rang tjJ eine unter m liegende Zahl x, so existiert mindestens 

iBl 

ein Punktsystem e^, • • •, s„,, welches der auf das Punktsystem %,•••, bezogenen Kon- 
gi'uenz (C.) genugt. Jedes weitere dieser Kongruenz etwa noch gentlgende Punktsystem 
fcl, • • •, ist dann auf Grund der im vorhergehenden Abschnitte zu Anfang des Art. 7 
gegebenen Definition ein mit e^, • • •, a,quivalentes Punktsystem wie umgekehrt, sodaB 
also die Gesamtheit der die Kongruenz ( 0 .) befriedigenden Punktsysteme — auch wenn 
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cliese Gesaintlieit fiir x ^ m ~1 nur aus clem eiiizigen Systeuie fj, • • 8,„ bestelit — mit 

der Gesamtheit der mit ej,, • • •, ac^uivalenten Punlctsysteme identiscli ist. Nacli clem 
am Schlusse des genamiten Art. 7 Bewieseueii besitzen daher die d^r Kongrueuz (C.) ge- 
niigenden Punktsysteme samtlich deii gleicken, mit x' zu bezeiclmenden, Rang i (ei, • • •, 

Zur Bestimmung dieser Rangzahl x liat man nur zu beachten, claB nacb dem vorlier 
ausgesprockeuen Resultate fur die Bildung eines der Kongrueuz (C.) gentigenden Punkt- 
systeins m — x — I Punkte beliebig gewablt werden kdnneu und daB durck die Wabl 
von on — r — 1 Puukteu die r -f 1 noch felilenden im allgemeinen eindeutig bestimmt 
sind. Es ergibt sick dami aus der im genamiten Art. 7 bewiesenen Gleickwertigkeit 
der ebendort geinackten Aussageii a.) und b.), daB jedenfails fiir r< w —1 die Glei- 
ckung = bestekt. Diese Gleickuug gilt aber auck nock fiir x = o)i — l, da sie 

dann, der Nicktersetzbarkeit des Puuktsysteins • • •, eiitspreckend, fiir x den Wert m 
liefert. Es bestekt also fiir je zwei durck die Kongrueuz (C.) verkniipfte Punktsysteme 
^1, ■■ ^m', Vi’ ■■ Vm tlie Beziekung: 

11 (^1 > ■ * ‘j ~ A I {p]l 5 ■ ■ ■? ”b 1 • 

kl |b| 


7. 

Mit Riicksickt auf die Ausnakniestellung, welcke die in Art. 4 betrackteten zum 
zweiten Ealle gekorigen Punktsysteme, nack dem clort unter HI.) Gesagten, gegenilber 
den zum ersten Ealle gekorigen Punktsystemeu einnekmen, sollen in diesem Artikel 
die zum zweiten Ealle gekorigen Punktsysteme nock einer besoncleren Betracktung unter- 
zogen werden. 

Zu clem Elide nekme man an, daB das den Punkt (a = i,2. ?>i^-mal entkaltencle 

Puuktsy stem • • •, tj,,, = of \ • • •, of\ -, of\ • • •, if zum zweiten Ealle gekore, oder, was 

dasselbe, daB sein Rang Sflui (%,•••, eine unter on und p — l liegende Zakl r sei. 

Ul 

Die Zakl m kann dann nack dem beim zweiten Fake Bemerkten nickt groBer als 2^9 — 2 sein. 

Ist zunackst w = 2 ^ — 2 , so muB - 1 — r = 1 sein, da sonst nack dem beim 
zweiten Ealle unter III.) Gesagten zum mindesten zwei linear unabkangige Funktionen 
^ existieren wiirden, denen das Punktsystem tix, • • •, 7]2^_2 System der ckarakte- 
ristiscken Punkte zukame, wakrend dock nack clem in Art. 3 Bemerkten zwei Fimk- 
tionen denen dasselbe Punktsystem als System der ckarakteristiscken Punkte zu- 
kommt, sick nur um einen konstanten Faktor imtersckeiden konnen. Ein zum zweiten 
Ealle gekoriges System von 2j9 - 2 Punkten besitzt daker stets den Rang p - 2 . Auck 
erkennt man okne Milke, daB die Gesaintkeit der den Funktionen zukommenden 

29 


J>-B, II. 




22C .Seeli'ta’ Absclinitt, 

Svsteme <lei' cliarakteristisclien Pimkte iiiit der Gesamtlieit der gegeniiber der Cliarakte- 


rif^tik deu Rang - 2 besitzendeu Systeme von 2 i ?-2 Punkten ideutiscli ist, mid 

daB dalier. weil je zwei der zuerst genannten Puuktsysteme, wie ein Blick auf die am 
Ende von Art. 3 aufgestellte Kongruenz zeigt, iiquivalent sind, aucli je zwei der zuletzt 
genannten Puuktsysteme Equivalent sind. 

Fttr die ganze nock folgende Untersuckung soil jetzt vorausgesetzt werdeu, da 6 
m <’ 2 }} —' 2 , also etwa m = 2 j) — 2 - m >sei. Es gibt dami nack dein beim zw^eiten Falle 


unter III.) Gesagteii — 1 — r, dort mit 


d 

d: 


d w 


.{p-l-z) 


di 


bezeicknete, linear miabkangige 


zur Ckarakteristik gekorige Funktionen bei welcken das Punktsystem •••, 7;^ 
einen Bestandteil des Systems der ckarakterisierten Punkte bildet, und die allgem einste 
derartige Funktion ~ setzt sick aus iknen mit Hilfe von p ~1 — t unbestimmten Kon- 

stanten 1 '^-, • • •, zusammen in der Form ~ = ~—\— • -f- - 1 st 

’ ' dzdz dz 

- da sick dann die soeben fill’ die allgemeinste kier in Be- 
trackt kommende Funktion ~ aufgestellte Gleickung auf ^ ;w ipLl reduziert — das 


speziell t = — 2 , so ist 


di 


dz 


von der Funktion kerkommende, mit , • • •, zu bezeicknende, Restpunktsystem 
(sieke die Definition am Scklusse von Art. 3 ) das einzige zu , 7]^,, gekorige Rest- 

punktsysteni einer Funktion ^ und folglick ein nickt ersetzbares Punktsystem, oder, was 
dasselbe, ein Punktsystem vom Range • • •, = m. Ist dagegen r <p — 2, so gibt 

kl 

es aufier dem Systeme 7 jk--,i'j tvelckes von der ersten der vorker aufgestellten Funktionen 
~jj-} “’f —— kerkommt, nock unbegrenzt viele zu 7/^, ••gekorige Restpunktsysteme 
von Funktionen ein jedes dieser Restpunktsysteme ist auf Grund der am Scklusse von 

Art. 3 aufgestellten Kongruenz ein mit ri[, • • •, 7/^.. aquivalentes Punktsystem, wie umge- 
kekrt, sodaB also die Gesamtkeit der zn ?/i, • • •, gekorigen Restpunktsysteme von Funk¬ 
tionen mit der Gesamtkeit der mit aquivalenten Puuktsysteme identisck ist. 

Nack dem im vorhergehenden Abscknitte am Scklusse von Art. 7 Bewiesenen besitzen daker 
die zu 7/i, • • •, 7 ]^ gekdrigen Restpunktsysteme von Funktionen — samtlick den gleicken, 
mit r zu bezeicknenden, Rang 91 |i|( 7 /i, • • •, Zur Bestimmung dieser, jedenfalls unter m' 
liegenden, Rangzakl r kat man vor allem zu beackten, daB ein zu 7]^, • • •, gekoriges 
Restpunktsystem einer Funktion , der Definition gemaB, erst dann festgelegt ist, wenn 

man bei der aufgestellten Funktion ~ = -^ (jie _p —1 —r 

willkilrlicken Konstanten ?. bis auf einen alien gemeinsamen Faktor bestimmt kat. 


?i'i 
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unci daB man dementprecliend fiir die Bildung eines zu t/i, gehOrigen Rest- 

piinktsystems einer Funktion ^ jedenfalls _2J> — 2 — r Punkte beliebig wablen kaim, da 

diese Wahl ein System von nur — 2 — x homogenen linearen Gleichungen zwischen 
den y? — 1 — r Konstanten A nach sich zieht. Das zu bildende Restpunktsystem wircl 
aber durch Wahl von — 2 — r Punkten nur danii eindeutig bestimmt sein, wenn die 
Matrix der (i^ —1 —r) Q; — 2 —r) in-diesen Gleichungen als Koeffizienten der A auf- 
tretenden GrbBen den Rang p ~ 2 —x besitzt. DaB dieses im allgemeinen der Fall ist, 
erkennt man, wenn man dieselbe SchluBweise anwendet wie in Art. 6 an der entsprechen- 
den Stelle. Fur die Bildung eines zu 7/^, • • •, 7/„, gehorigen Restpunktsystems einer 

Funktion oder, was dasselbe, eines mit 7^', • • •, aquivalenten Punktsysteins kbnnen 
also p — 2 ~ x = ni — (^m —-fr+ 2 ) Punkte beliebig gewahlt werden, und es sind durch 
diese Wahl die m — p -l- r + 2 noch fehlenden Punkte im allgemeinen eindeutig bestimmt. 
Das aber ist nach clem in Art. 7 des vorhergehenden Abschnittes ausgesprochenen Resultate 
nur mbglich, wenn die dem Systeme • • •, 7;',/ zukommende, mit p bezeichnete, Rangzahl 
9^111 (%5 • * '^m) sich mit der Zahl m —p + r P 2 deckt, sodaB also r' == m —p p t + 2 

Oder auch, da die Beziehung m= 2 p — 2 — m besteht, r'== jp —-Ja-P r ist. Trotzdein die 
letzte Gleichung unter den Voraussetzungen x<m< 2 p — 2 , x<p — 2 . abgeleitet worden 
ist, gilt sie auch noch unter den Voraussetzungen x<m< 2 p — 2 , t==y) — 2 , da sie dann, 
in Ubereinstimmung mit dem vorher Gefundenen, filr x den Wert 2 p — 2 — m=m liefert. 
Unter Benutzung der Relation m-{-on= 2 p — 2 kann man ihr die drei Formen: 

m — x=p — 2 — x, m — x=p~x!, 

on — 2 x =on — 2 r — 2 

geben. Es besteht demnach fur jedes zu 771, • • •, 77,,^ gehbrige Restpunktsystem 77!, • • •, 77L' 
einer Funktion ^ die Gleichung: 

on- 2 91 |i| (77;, • • *, 77^') = on -2 “ 2 . 

Aus den vorstehenden Untersuchungen ergibt sich jetzt schlieBlich als Resultat, 
daB unter der Voraussetzung on< 2 p — 2 die drei Aussagen: 

a. ) Das Punktsysteooi lesitd als Bang |(?7i, • • •, ??,„) die. unter on und 

p — 1 liegende Zahl x; 

b. ) Die auf das Punktsy stem 771, • • •, 77,„ hezogene Kongo'uenz (C.) ist losbar und es geJiort zu 

mindestens ein Bestpuoiktsystem einer Funktion jedes derartige zu 
geJwrige Bestpunktsysteon tjP • • •, 77 ',.- besitzt als Bang 9ftji|('i7i, • • •, die Zahl p — on p r; 

c. ) Die auf das Punktsysteon 71 j_, • • •, 77,„ bezogene KongruenziG) ist losbar uotd es gelwrt zu 

29* 
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mhidf:. 4 tifS tin lltsfpunhistjsfcm ehicr Fiinliiou fiir die. Bildung eines der- 

artigtn zu • • •. i]„, gt'JiM'igen litsfjniyilisgsk'nis jp, • • ip- Jidnnen ]) — i — 2 Pimkte heliehig 
geirahlt Ktrdfu iind es sind durch die WaM von p — t —2 Punkten die p — mpt nock feldenden 
Punkte im (dlgerncinen eindeutig hesiimnif; 

gleichwertig sind, insofern aus irgend einer von ilinen als Voraussetzung jecle der beiden 
anderen abgeleitet werden kann. Da, wie sebon bewiesen, ans a.) als Yoraussetznng 
jede der beiden Aiissagen hd und c.) folgt und diese letzteren nach dem in Art. 7 des 
vorhergebenden Absebnittes ansgesproebenen Eesultate gleicbwertig sind, so bat man 
zum Yollstandigen Beweise der aufgestellten Bebauptung niir uocb zu zeigen, daB ans 
c.) als Yoraussetzung die Aussage a.) folgt. Dieses aber ist der Fall; denn, besaBe das 
unter c.) ebarakterisierte Punktsystein eine von r verschiedene, wegen der 

Losbarkeit der auf dieses Punktsystein bezogenen Kongruenz (C.) jedenfalls unter m und 

wegen der Existenz von mindestens einem Eestpunktsystem einer Funktion ^ auch 

unter p — 1 liegende, Zabl r als Rang dti., i (//i, •••, ?/„,), so kdnnten, im Widersprucb mit 

Is r 

dem uber das Punkts3'stem Yorausgesetzten, fiir die Bildung eines zu ibm geborigen 
Restpunktsystems einer Funktion — p — x — 2 , die p — m px noch feblenden Punkte im 
allgemeinen eindeutig bestimmende Punkte beliebig gewablt werden. 


8 . 

Jede i>^-Funktion laBt sicb auf unbegrenzt viele Weisen als ein Quotient dar- 
stellen, desseu Zabler und Nenner die ersten Derivierten von zwei zu passend gewablten 
Cbarakteristiken geborigen Funktionen W sind, und man kann, wenn es sicb um die 
Bildung eines solcben Quotienten bandelt, die Derivierte einer beliebigen Funlction W zum 
Nenner nehmen. Eine ausgezeicbnete Darstellung von dieser Art erbalt man, wenn 
man speziell die Derivierte Rgend einer allentbalben endlicben Funktion, deren Cbarak- 
teristik zur Cbarakteristik der darzustellenden jF-Funktion reziprok ist, zum Nenner 
nimmt. Zur Gewinnung dieser Darstellung soli bier ein Yerfabren angewendet werden, 
das aucb im allgemeinen Falle zum Ziele ftibrt. 

Gegeben sei eine zur Cbarakteristik geborige Funktion F{^), welcbe das den 
Punkt (0=1, 2. • ••,») w^-mal enthaltende Punktsystem 7]'^\ ■ ■■, 7f\ 7f\ • • •, 7f\ • • • •, 

als System der oo^-Punkte besitzen mdge. Diese Funktion ist nacb Art. 1 durcb eine 
Gleicbung von der Form: 

0=1 ^ 1 
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d3iist6llbcLi, wobsi daun zwisclisii d6n Koiist3.ntt*ii Q diG BcziGliuiii^Gii i 




"f- 




1 )! 


A /ol ~ 


r=:l, 2, 


bestehen. Sollten von den Punlvten • • •, 7 /""^ eiuer oder mehrere an der Be- 
grenzung von T liegen, so andere man das Sclinittsjstem durcli Deformation so, da6 
die Pniikte rj samtlicb. in das Innere der Flache T' zu liegen kommen. Nun verstehe 
man unter a einen im Innern von T' gelegenen, von den Punkten ?/, a, 00 verschiedenen 
Pnnkt, bilde alsdann das Produkt: 




a 

z 


der Funktion F{z) und der znr Charakteristik gekorigen, ebenfalls in T' ein- 

wertigen Elementarfunktion pM nnd bestimme den Wert J des mit dieser Funktion ^{z) 


und irgend einer, zu der zur angenommeuen Charakteristik reziproken Charalvte- 
ristik gehorigen, alienthalben endlichen Funktion w gebildeten, in positiver Rich- 
tung liber die von den beiden Seiten der Schnitte a, 1), c gebildete Begrenzung SfJ; der 
Flache T' zu erstreckenden Integrals f<P(z)dw% indem man in derselben Weise vor- 
geht, wie es im ersten Teile, in Art. 1 des siebenten Abschnittes, zu ahnlichem Zwecke 
geschehen ist. Man erhalt dann fur J zunachst die Gleichung; 

_ + + + 

^ A,, {z)~^ ciw^ -f- ^ (^)+—Bk ^ (A~) + J* } 

< fit ot 

und schliefilich, indem man beachtet, daB fiir r = 1, 2, 


langs = A,F(z)~, 

langs { F(zy = B,.F(zy, 
langs c^^F{zy= 

ist, und daB daher die Werte von <T>(z) in 
hdrigen entsprechenden Punkten cP~ in 


F 

a 

p 

a 

1 

z 

1 

z 

P 

a 

P 

a 

1 

z 

1 

z 

P 

a 

P 

a 

1 

z 

1 



je zwei zu einem der Schnitte a, h, c ge- 
ler Weise verkniipft sind, daB 


langs ^{zy = {z) , 

langs 6, {(,y F^.y, 

langs c„ {{zy = {zy. 


v = l, 2 , 
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ist, die Gleichimg: 


-r 

jF(z)dw\ 


Das Integral J ist ai^er auch gleich der Suniine der aiif die einzelnen in T 
gelegenen Uustetigkeitspunkte a Yon sich beziehenden Integrale 

<1=1,2, f‘<PUidF iind kann daber auch auf Grund der Gleichung: 

U'’. {a> ^ ^ 

J = 2 J ^i^}du:r+ J <P(z)dw^ 

ausgewertet werden. Zu deni Ende hat man das Folgende zu beachten. 

1 .) Far das Gebiet des Punktes r/'^^ ((7=1,2,...,.) gelten die Entwicldungen (vgl. Art. 7 
des vierten iind Art. 2 des dritten Abschnittes): 

J^l Sj = 4 _ . . . O- Z-— g- I)- \- -f F F • ■ ■ ■, 

zy z,, z„ 


F 

1 


, dp 



Tj^') 


1 

7j(<7J 

^ (1 P 



a 

.a. i ^ 

a 

■ d 

a 

0,1 » 

a 





dw / dic\ , 1 /d- u'\ I 1 /d^i€\ o , 1 /d^w\ 3 , 

= (—).+ T] ^ + i; [jXjX + ■■■■’ 


dz,j \dz„jo 

und es gilt daher fur das Gebiet dieses Punktes auch die Entwicklung: 




wobei 


O' Ka+fi (d^To\ 


;. = 0 , 1 , 2 , 


sich ergebenden Entwicklung von <F{z)^ die 


ist. Daraus folgt dann weiter, daB in der durch Multiplikation dieser Entwicklung mit 
der Entwickluns: der Funktion F 

1 

Potenz mit dem Eoeffizienten: 

dF 
Q' ~ 

'V'(7l 



2. = mg — X 

dP 

7j(<7) 

a 

■+ 2 4-S 

i' ^ 

'n ; a. 1 1 

a 


;t=i 


auftritt. Dieses Glied ist aber das einzige, welches bei der Auswertung des auf den Punkt 
sich beziehenden Integrals in Betracht kommt, und man erhalt dementsprechend: 


+ + / 
f<P{,)dw-^fcPi,)^^d 0 „- 27 tih 

m (?“i) " I 


dP 


0 

a 


da 


X = ma-i ^ 

+ J" T^M + 1 


;=i 


dP 

^(■7) 

X 

a 


da 
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2 .) Far das Grebiet des Punktes a gelten die Entiricklungen: 


F{i)-=F{a)+2c.{^-aY, 



7 h.+Tc'.{^ 


a)" 


d ic 

~dF 


d ir^ 
d a 


+ ^c:( 0 -a^f 


unci es tritt daher in der durcli Multiplikation dieser drei Entwicldungeii sicli ergebenden 
Entwicldung von die Potenz (0 —mit clem Koeffizienten F(ci)^^^^ auf. 

Dieses Dlied ist aber das einzige, welches bei der Auswertung des auf den Punkt. a sicli 
beziehenden Integrals in Betracht kommt, und man erhalt dementsprechend: 


J 0(2) dw -J ^ dg - 2 ni F(d) ^ • 

(a) (a) 

Unter Benutzung der beiden soeben gewonnenen Eesultate erliiilt man jetzt aus der 
letzten fur J aufgestellten Gleichung die Gleichung: 


J-= 27 rz 2 " 

a —1 


dF 

7 j(<j) 

0 

O/ 


I = — 1 


d a 


+ ^ is; 


;. = i 


A -j-1 


dF 

7j((7) 

X 

a 


da 


+ 27 ii F(a) 


dvf' 
d a 


Setzt man nun die beiden filr J erhaltenen Ausdrncke einander gleich, laBt bei 
der entstehenden Gleichung in neuer Bezeichnung zunachst an Stelle des Buchstabens s 
den Buchstaben 'Q, hierauf an Stelle des Buchstabens a den Buchstaben z treten und 

lost alsdann die Gleichung nach ^’(,0) ^ auf, so erhalt man, wenn man schlieBlich noch 

die S' durch die ihnen entsprechenden Ausdrucke ersetzt, die ftir jeden von den Punkten 
1], a, 00 verschiedenen inneren Pimkt z der Elache T' geltende Gleichung: 




V' = W(T 


1 )! 


d'^ w 
“2(7 /OJ 


dF 

^(( 7 ) 

0 

z 


dz 




X — Q \ J 

^ T 




dF 

}. 


1 dU„ PI 
dz 

r = l 


jF(Q)dw\ 


welche nach Division durch ^ filr die Funktion F{z) die erwahnte ausgezeichnete 

Darstellung liefert. Trotzdem diese Gleichung, zur Vereinfachnng der Untersuchuug, 
nur fur den Fall abgeleitet worden ist, daB der Punkt z im Innern der Flache T’ liegt, 
gilt sie auch noch, wenn der Begrenzung von T' angehort. Es andert sich namlich 
die Differenz der linken und rechten Seite, als Funktion des in T' frei beweglichen 
Punktes ^ betrachtet, stetig, wenn dieser Punkt durch stetige Bewegung in einen Punkt 
der Begrenzung von T' tibergeht, und es kann daher diese Dilferenz, da sie der er- 
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lialtwieii ({leicliiiiis gtaiuiB iiiiiii0r dan Wert ^iill hesitzt, weun z ini Innern der Fliiclie T 
liegt, niclit eiiien von Xiill verscliiedeneii Wert baben, wenn z der Begrenznng von T 
angeboid. 

Eine besondere Betrac-htmnr verdient der Fall, wo der Rang 

" Ul 

deri den Puiikt ■,*) /«.,.-mal entbalteiiden Systems •••, der 

-x^’-Punkte der Fimktioii F'.z. kleiiier als — 1 ist, oder, was dasselbe, wo Funk- 

tioneii “ existieren, bei deiieii das Punktsystem -in dem 

System der cbarakteristisclien Punkte eiitbalten ist. Lafit man namlich in diesem Falle 
an Stelle der in der gewomieneii Formel vorkommenden allgemeiuen Funktion ^ eine 


der soebeii geiiamiten speziellen Funktionen — treten, so nimmt die Formel, da nacli 


dem in Art. d Bemerkten fiir jede derartige Fnnktion ^ die + 


+Grleiclimigen: 


a = l,2, •••,«, 


bestebeii, die einfachere Grestalt: 





an, und man erkennt nun, daB jede Funktion F{z) der in Rede stehenden Art sicli als Quotient 
mit einer Funktion ~ als Zahler und einer Funktion 4 - als Nenner darstellen laBt. 


Da andererseits aber aucb jeder derartige Quotient, wie aus dem in Art. 4 beim ersten 

und zweiten Falle unter III.) Gesagten unniittelbar hervorgeht, eine Funktion F[z) 

der in Rede stebenden Art' ist, so erkennt man schlieBlicb, daB die Gesamtheit der 

Funktionen F{z), bei welcben das System • • •, • • • •, der 00^-Punkte als Rang 

-7/"^) eine unter j; — l Regende Zahl besitzt, identisch ist mit 

1b| ' 

der Gesamtheit derjenigen Funktionen, welche Quotienten mit einer Funktion ^ als 
Zahler und einer Funktion 4 ^ als Nenner sind. 

az 


9 . 


Es soUen jetzt diejenigen ausgezeichneten zur Charakteristik gehOrigen Fnnk- 

tionen F{z) untersucht werden, welchen das den Punkt (e=i,2,..,r) (^^-l)-mal und 
den Punkt 00^ {x=i,2,...,5) Zii^-mal enthaltende Punktsystem a^, •••, a^, —, a„ •••, 

Oder auch nur ein Teil desselben als System der 00^-Punkte 


00, 


00. 


00, 


zukommt. Dabei bedeutet h eine Zahl aus der Reihe 0 , 1, 2, •••. Der in Art. 7 des 




Theorie cler JP-Fanktionen. 


233 


dritten Abschnittes aufgestellten FormelfD.) gemiiB ist jede derartige Fiiiiktion F(s) = 
durch eine Gleicbung von der Form: 


(I-) 


r = l 


dio. 


y.z^q ;. = (A + 1),^ clP 

n . _:_ 

dz 


Z=1 


;. = o 


bei der die c Konstanten bezeichnen, darstellbar. Da aber aucb umgekehrt, wie aus 
den in Art. 6 des zweiten Abschnittes aufgestellten Formeln (D^.), (D-.), (Di.) 

folgt, diese Gleichnng, welche Werte man anch den c zulegeii mag, — von dem Falle, 
wo C;.^ = • • • = = •' • = = 0 C;,;. = 0, J"?’,ist, also dlc rechte 

Seite sich wegen + •• • + = 0 auf die Null reduziert, abgesehen — stets eine 

Funktion der in Dede stehenden Art liefert, so stellt der auf ihrer rechten Seite steliende 
Ausdruck bei unbestimmten Konstanten c die allgemeinste Funktion F\f^{i) dar, und 

diese Eigenscliaft wird wegen + •' •+~^ = ^ nicht aufgehoben, wenn man eine 


der b Konstanten • • •, mit der Null zusammenfallen laBt. 

q — r y. — q 

Die Or during einer Funktion F^f^ii) iibersteigt nicht die Zahl jff=^ 1) + 7 i ^ 

X =1 

= — 1 st die Funktion Ft\^) von der Ordnung H, besitzt sie also das 

vorher charakterisierte Punktsystem als System der oo^-Punkte, so kommen ihr auch S 
0 ^-Punkte £i, fo, • • •, zu. Ist die Funktion Fj-f^(s) dagegen von der Ordnung H—t, 
besitzt sie also nur einen, S—t Punkte umfassenden, Teil des vorher charakterisierten 
Punktsystems als System der oo^-Punkte, so kommen ihr auch nur H— t 0 ^-Punkte 
• • *, zu. In diesem letzteren Falle erganze man nun das Punktsystem s^, go? * • %-f 

dadurch zu einem System von AT Punkten, Ci, • • •, daB man zu ihm dasjenige, 
t Punkte enthaltende, System, welches von dem zu Anfang dieses Artikels charakteri¬ 
sierten Systeme nach Wegnahme der H— t cx3^-Punkte der Fuuktion F}^\0) noch ribrig 
bleibt, hinzunimmt. In jedem der beiden soeben betrachteten Falle soil das zur Funktion 
F,j:"\^) definierte Punktsystem a^, • • •, e^, insoferne durch dasselbe die Funktion Ff^^) 
bis auf einen von ^ freien Faktor bestimmt ist, das System der charakteristischen 


Punkte der Funktion Ft\£) genannt werden. 

Die Systeme der charakteristischen Punkte der Fimktionen Ft\^) lassen sich ein- 
heitlich definieren; man hat dazu nur die gegen Ende des Art. 2 angestellten Be- 
trachtuugen, speziell die Kongruenz (!'.), auf die Funktionen Ft\^) zu beziehen. Es 
ergibt sich danii, daB die Gesamtheit der den Funktionen F^^ (<e) zukommenden Systeme 
der charakteristischen Punkte mit der Gesamtheit der Losungssysteme e^, • • •, der 
Kongruenz: 


a = E 


y.=il 




(J=l 


P-E, II. 


30 
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oo, 


oo 




oo 




1>34 

ideiitiscli ist. Da tier Rang «i.- 

des zu Aiilang dieses Artikels charakterisierteu Punktsysteiiis wegen II> 2 p -2 gleicb 

p _1 so kaiiii man. nacli tleni in Art. 6 Bewiesenen, fiir die Bildung eines Systems 

Ej,---, % der cliarakteristisclieii Puukte eiuer Funldion F}f^{z) -l=-S-p 

Piinkte lieliel)ii£ walileii und es sind durcli die Walil ^ou II p Punkten die p nocli 

fehlendeii Pimkte im allgertieiiieii eindeutig bestimmt. 

Mit F'Sx^'zj bezeiclme man unterschiedslos jede ruiiktion F{z), welcbe das den 

Pimkt a„ (--=1.3, fu„ —li-mal eiitbaltende Punktsystem a^, a^, a,, ■ ■■, oder 

aiicli iiur eiiien Teil desselbeii als System der oo^-Pimkte besitzt, und bei welcber das 

den Pmikt u = i,2, - ,7} t^-mal enthaltende Punktsystem ooj, • • •, ooj^,-, oo^, • • •, oo,^ 

als Bestandteil des Systems der O'-Punkte auftritt. Man erkennt claim, in ahnlicher 

Weise wie vorber scblieBend, zunacbst, dafi die allgemeinste derartige Punktion durcb 

die Gleicbung: i 

, z=2 dP 


dz 


Oder aucli, wegen 


dlC; 

_^ 

dz 



durcb die Gleicbung: 


v = p 



die-. 

dz 




y. = l 


dp\ 
0 1 

1 ^ 

d 



geliefert wird, wenn man im einen wue im anderen Falle unter den c unbestimmte 
Koustanteii verstebt, welter aucb, daB die Ordnung einer Punktion Flf(z) die Zahl 
H-{-q + 22 J — 2 niebt iibersteigt und daB zu jeder Punktion FI"l(z) ein System von 
qp 2 p — 2 Punkten •••, als System der ebarakteristiseben Punkte gebort, 

endlicb nocb, daB die Gesamtbeit der den Punktionen Fti{^) zukommenden Systeme der 
ebarakteristiseben Punkte mit der Gesamtbeit der Losungssysteme • • •, £,^+2^-2 der 
Kongruenz: 


0 = 5-}-2p —2 \ /p = r y, = q 


0 = 1 


identiscb ist und daB man fur die Bildung eines derartigen Punktsystems £1, • • •, £^+2^-2 
gerade (jPp — 2 Punkte bebebig wablen kann. 

Der zu Anfang dieses Artikels fiir die Punktion Ft\z) (a= 0,1,2,..-) aufgestellte Aus- 
druck laBt sicb durcb eine bomogene lineare Yerbindung der II—p -\-2 speziellen, im folgen- 
den der Kurae wegen als Pundamentalfunktionen zu bezeiebnenden, Punktionen: 


dw^ 

V 

dz ’ 

» = 1 , 2 ,- 


dP 


vtn <* 



dP 


Z 


z 


m = 0,l,2,- • -jA + l, 


m = 0,1,2, 


f = l,2,- • ■,(/ 


* = 1,2,--•,9, 
fr=l,2,.-.,;j.-l, 




Tlieorie cler J^-Funktionen. 


235 


von donen die an erster Stelle aufgefuhrten dnrch die Kelation ^ ~ verkniipft 

sind ersetzen. Die beiden hierzu notigen Hilfsformeln erhiilt man anf folgende 
Weise. Zunacbst beziehe man die in Art. 7 des dritten Abschnittes anfgestellte 


Formel (D.) anf die Fniiktion T'F(^) = 
Gleiclinng von der Gestalt: 


dp 

0 

°°r 

d 



es ergibt sicb danii eine 


(Oi'F) 


dP 

°°r 

0 

Z 


2 


fZio, 

dz 


x = f/ /.= m 

X = 1 / = 0 


•1 (ZP 


-f 


d r 

30 

7H 



dz 


wobei die von den ganzen Zahlen m, x abbangige Koiistanten bezeicbnen. Weiter 

dP ^ = • ■,// \ 

’f J’ ^Fgibt sicli 

dann eine Gleicbung von der Gestalt: 




dT 


m = 1,2, • • A 
fr=l, 2 ,.. 


dz 







00.^! 

dP 

y 1 

X 

Z j 


y. = X ?.-Q 


dz 


-f 


d P 


m tf^ci 

z 


dz 


wobei die von den ganzen Zablen in, o, x abbangige Konstanten bezeicbnen. 

Fiir jedes x ans der Reibe 1 , 2 , ^ kann man jetzt bomogen linear ansdrncken: 


mit Hilfe der Gleicbung (Gf+^t) die Fnnktion 


d p 


(h + 1 ) ir 

z 

dz 


durcb Fnndamentalfunktionen nnd die Funktionen 


dV 




dz ^ ^ I ^3 * * 'j C' "i"1 ■ 

1 ^ I 

d P 


mit Hilfe der Gleichnngen (Gj't), 2,1,0, die Funktionen 


/f /y -P fT I ^ 

dz 




dnrch Fundamentalfunktionen nnd die Funktionen 


dP 


z 1 z = l, 2, •••,«/ 


dz ’ = 'x> 'x + 1) • • • 1 — 1 ’ 

l„ I 

d P 


mit Hilfe der Gleicbnngen (GJ die Fnnktioiien 


dp 

dnrch Fnndamentalfnnktionen nnd die Fnnktionen — 


{h-l ),r + o\ 2 

dz 


x = i, 2, •••,«/ 


■.,• 2 , 1,0 , 


dz ’ /. = /x, 'x+l,---, (A-l)'x-l’ 


mit Hilfe der Gleichnngen (G?.), ••.2,1,0, 

durcb Fnndamentalfnnktionen allein. 


die Funktionen 


d p 



z 


dz ’ 


a— — 1 , 


30 ^ 


• 1 0 
f -) -LjU y 




Seelister AliSclmitt. 

iliin frlii'imt s", ilaB der zu Aufang des Artikels fur die FuDktion Fr'{^) ■) 

elite Ansdruck dcIi in dev Tat, tvie Iteliauptet ’n-iirde, durcli eine homogene liueare 

Yer])iii flung: 

dP 


1 = jj j 1 ;t = V 

7 ’ V X’7''e' 

S -jr - — ^ f;<0 * 

, = 1 ...=0 y. = l 


d: 


1V 

m =zh y.—q f.-= tx — ^ ^ ; 

+ y y ^yl^" ' 

m = 0 y = l 7. = 1 


dz 


if-pj-'i Fundumeiitalfuiiktiouen ersetzen lilfit, und dainit zugleich, nachdem man 
nocli zur A.bkiirzuiig 

h 


.. = 7.4-1 


xO 




rn — h 

77( = (J 


£j6sctzt litit, diiB jBdn Fuiiktion. sicli auch. durcli ©iiiG Gloicliung \on dci Foiiu, 

ill) 


r = p j y. — q h + i dP 


,.=1 .=1 


y = g /. = iy — l h dP 

y <JyM 

z=l 7=1 


dz 


7 -fl h 

darstellen iaSt, wobei gji], g.^Jz) gauze rationale Funktionen von deren Grade 
die Zahlen/i + l, li beziebmigsweise nicht ubersteigen, bezeichnen. Die Gleichung (IL) 
geht, von der Bezeichnimg der Konstanten abgesehen, in die fruher aufgestellte, die 

Funktion F^yjz) definierende Gleicbung nber, wenn man /6 = -l setzt und das dann 

-1 

auftretende Zeiclien gy_x{z) als mit der Xull identiscb ansieht. Nun liefert aber die 
Gleichung (11), dem Yerhalten ilirer rechten Seite fur die Punkte a^, • • •, a^, oo^, • • •, co^ 
zufolge, welche AYerte man auch den ]) Konstanten und den g(/7 + 2) + ('77 —g)(/i + l) 

= 11—2^; +2 in den ganzen Funktionen g(z) vorkommenden Konstanten l^'"^ zulegen mag — 
von dem Falle, wo ^ 7 , = -'- = ^ 7 s ist und alle auBerdem noch vorkommenden Konstanten 

den Wert Null besitzen oder, was dasselbe, die rechte Seite sich auf die Null reduziert, 
abgesehen — stets eine Funktion Fp(z), und man erkennt so schlieBlicli, daB der auf 
ihrer rechten Seite stehende Ausdruck bei unbestimmten Konstanten I die allgemeinste 
Funktion 1^1“^ (.?) darstellt. Die in diesem Ausdrucke vorkommenden + 2 willkiir- 

lichen Konstanten mussen sich daher, dem in Art. 4 am Schlusse des ersten Falles Be- 
merkten entsprechend, auf H—jii-l wesentliche willkiirliche Konstanten reduzieren 

lassen. In der Tat kann man, da die Funktionen 1 , 2 ,•••,?, durch die Gleichung 

d Wx d Wi d icx 

~dr + ~df ^-^ ~dr ^ ^ verknupft sind, eine der 'vvillkurlichen Konstanten , 

ohne die Allgemeinheit des Ausdruckes zu beschranken, mit der Null zusamnienfallen 
lassen. Zugleich erkennt man, daB der in Kede stehende Ausdruck nur dann fur jeden 
Punkt ^ der Flache T den Wert Null haben kann, wenn ... =ist und die 
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H + 2 ilbrigen Konstanteii I samtlich niit der Null zusammenfallen, oder aucli, 
da liierbei li irgend eine Zabl aus der Eeibe 0 , 1 , 2 , • • • bedeutet, dafi eine Gleichung 
von der allgemeineren Form: 


i'=p 




y. = q 


dF 


dz 


y = q /. = 1 (I P 

z = 1 ;. = 1 


di 


bei der Konstanten, <jy.}.{^) irgend welche ganze rationale Funktioneii 

von ^ bezeicbnen, nur dann fiir jeden Punkt 0 von T bestelien kann, wenn = 

ist mid die ilbrigen — b Konstanten I sowie die Funktionen g samtlich mit der Null 
identisch sind. 

Jede zur Charakteristik gehorige K-Funktion laBt sicli bei binreicbend groB 
gewablter Zabl h {a=-i, 0,1,2, •••) als Quotient mit einer Fnnktion als Zabler nnd 

einer Fnnktion als Nenner darstellen. Zum Beweise dieser Bebauptung nebine 

man an, daB die darzustellende Fnnktion F(z) das Punktsystem rj^, • •als System 
der 00^-Punkte besitze, nnd beacbte, claB fiir die Bildung eines Systems der cbarakte- 
ristiscben Pnnkte einer Fnnktion H — 2:) = n F q. Fp —F hn Pnnkte beliebig ge- 

wablt werden konnen nnd daB daber, wenn man unter li die kleinste der Bedingung: 

n q Fp ~ F 


geniigende Zabl aus der Keibe —1, 0 , 1 , 2 , • • • verstebt, zn dieser Zabl Ji Funktionen 
existieren, bei denen das System 7 ]i_, ■ ■ •, 7 ]„, in dem System der cbarakteristiscben Pimkte 
entbalten ist. Bildet man nun das Produkt F(z)A^^\0) aus der darzustellenden 
Fnnktion F(z) und irgend einer dieser Funktionen so ist dasselbe eine iP.punktion, 

welcbe fiir ]i> — l das den Punkt (51=1,2,...r) — l)-mal und den Pimkt 00^ (x=u2.•••,?) 

hiy-mdl entbaltende Punktsystem a^, - • * *, a^, ■ ■ 00^, • • •, cx)^, • • • *, 00^, • • *, 00,^ 

Oder einen Teil desselben als System der 00^-Punkte besitzt, fiir Ji = — 1 dagegen das 
den Punkt (5=1,2,•••,0 —l)-mal entbaltende Punktsystem ofi, •••, %, • • • •, a^, a^ 

Oder einen Teil desselben als System der c»^-Punkte und das den Punkt 00^ (;;=i,2,•••,?) 
V^ial entbaltende Punktsystem oo^, • • •, cx)^^, • • • •, oo^, • • •, als Bestandteil des Systems 
der 0 ^-Pimkte besitzt. Das in Bede stebende Produkt F(z)A^P‘\0) ist daber im einen 
wie im anderen Falle eine, mit Fjp\z) zu bezeicbnende, Fnnktion Ft\z), oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, es bestebt die Gleicbung: 

4r'(») ’ 

Damit ist aber der Beweis fur die aufgestellte Bebauptung erbracbt. 
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Sechster Abschnitt. 


10 . 

Man bezeichne ziir Abkiirzung die n GroBen: 



dp 


d p 


z 



'x-1 

Z 


— Tz —’ dz ’ dz ’ " dz ’ 

* = $, 2 ,•••, 7 , = 1 ) 2 | ■ ■ ■) 2 ? 

in der vorliegenden Reihenfolge mit F^, • • •, F^. Jede zur Cbarakteristik ge- 

liorige P-Funktion laSt sich dann als homogene lineare Funktion dieser n GroBen mit 
rationalen Funktionen von ^ als Koeffizienten darstellen und zwar nur anf eine Weise. 
Die Richtigkeit dieser Behauptnng erkennt man folgendermafien. 

Die darzustellende Funktion iP= FU) moge das Punktsystem rji, • • als System 
der oc^-Punkte besitzen, imd die Bezeicbnung sei so gewahlt, daB 7]^, 7 ]^^, - ■, 
die im Endlichen gelegenen Punkte des Pimktsystems sind. Bildet man als- 

dann das Produkt gF aus der Funktion F und der ganzen rationalen Funktion 
^ ••• (-S'—7/,,) von 2, so ist dasselbe, wenn man nocli im dem Falle, wo 

keiner der Punkte ?;« im Endlichen gelegen ist, unter g die Fins versteht, eine 

zur Chai-akteristik gehorige F"-Funktion, welche fur keinen im Endlichen gelegenen 

Punkt der Flache T unendlich wird, also eine Funktion von spezieller Art. 

Das Produkt gF lafit sich daher auf Grund der Gleichung ( 11 .) des Art. 9 darstellen 
durch eine Gleichung von der Form: 

a=X t’=l 


wobei /i, ’ ”,lp Konstanten, gi, • • gn gauze rationale Funktionen von 2 bezeichnen. 

Man beachte jetzt, daB die Funktion eine Funktion ist, bei 


der das Punktsystem cx)^, • • •, als Bestandteil des Systems der 0 ^-Punkte auftritt, 
und daB sich infolgedessen diese Funktion, der Formel (I.) des Art. 9 gemaB, durch eine 
Gleichung von der Form: 


dz 


a=:p 


dw 




<;=:1 


darstellen laBt, bei der die Konstanten bezeichnen, und bei der auch, wegen 

dwi 

~df -^ ~d^ ^ Konstante cif der Null gleichgesetzt werden darf. 

Die oben fflr gF gewonnene Gleichung fasse man nun mit den p aus der 
letzten Gleichung fflr ^ = 1, 2, hervorgehenden Gleichungen zu dem Systeme von 
^ +1 Gleichungen: 
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= 0, 




V =1 

= 0, 

d0 


■ • + (c</'> 

-4-^ + Se’J’,. 

J'= 1 

= 0 


zusammen. Da diese Gleichungen in bezug auf die p + l GroBen 1 homogen 

linear sind, so mufi die Determinante des Systems verschwiiiden. Es besteht also die 
Gleichung: 

1 * = 1 


.(1). 

'i. 


.(1) 




d^^R, 


= 0 


4 ^ ... 4 ")-^ 


nnd damit auch, wenn man noch die ans der Determinante nach Wegnahme der ersten 
Horizontalreihe nnd der letzten Yertikalreihe hbrig bleibende Determinante Grades, 
die eine ganze rationale Funktion der Yeranderlichen ^ vom Grade ist, mit g be- 
zeichnet, die Gleichung: 

k --h ^ 9rRv 

v — 1 

v — 1 


(-I)P 

99 


n{p) 

'I 




v = n 




Oder, was dasselbe, nachdem man noch zur Abldirzung 


*1 • 

••4 

0, 

■ ■ 

■ • 

df 

•>(rf 

'1 


di-^ 


— J. , - , f . 


^ + ^2^2 H-+ ^nR» , 


gesetzt hat, die Gleichung: 
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welt”he* <11*^^ Fiuiktit)!! i'’= J' z fils lioiuogen© liii 0 are Fuiiktion dei ‘}i GioBeu F^, F^, •••, F„ 
init nitionaleu Fiiiiktionen r,, r,. •••, r„ vou ^ als Koeffizienten darstellt 

Die ?>n fiir di0 Fiiiiktiou F 0r]ialtGUG DarstGllung ist zuglGicli die Ginzig© diesGr 
Art. Gal)e 0s niUiilich fiir di0 Funktion F noch eine zweite derartige, etwa durch die 

Gleicliimg -f rli'lH-reprasentiGrte Darstelluug, so wilrde durch Sub- 

traktion diosor Gleicliuntr vou dor zuerst erlialtouen, weun man noch das System der dann 


auftretendeii rationalen Funktioneii rj — r^— n, • • •, r„— in ein System ‘^ 

von Qiiotienten ganzer Funktioneii mit gemeinscliaftlichem iSTenner uberfiihrt, die 

Gleichung 0 = .^11"! +-entstelien, bei der, da die rationalen Funktionen 

G—G’G—G —4 der Yoraussetzung gemaB nicht samtlich mit der Null zu- 
sauimenfallen, wenigstens eine der ganzen Funktionen g nicht mit der Null identisch 
ware. Das aber ist nach dem in Art. 9 auf Seite 237 Bewiesenen nicht mbglich. Es 
laBt sich also in der Tat, wie zu Anfang dieses Artikels behauptet wurde, eine zur 
Chai-akteristik gehorige N-Funktion imnier und nur auf eine Weise als homogene 

lineare Funktion der n GroBen F-^, Fo, •••, F^ mit rationalen Funktionen von z als 
Koeffizienten darstellen. 

Man verstehe jetzt unter z irgend einen im Endlichen gelegenen Punkt der 
2 ^-Ebene, uber dem kein Windungspunkt der Flache T sich befindet, bezeichne die n 
ihm entsprecheiiden Punkte der Flache T in irgend einer Reihenfolge mit ^2, •• o 
die zugehorigen Werte der GroBe F^ (»•=!,2,-••,«) mit F,.(z^, F^(z^^ - •F^iz^ beziehungs- 
weise, bilde die Detei’minante; 

F,{z,) ... F^{z,) 


i-f.wi 


W • ■ ■ F,{^n) 


und stelle sich die Frage, ob diese Deteiminante vielleicht fiir jeden der gestellten 
Bedingung genugenden Wert von z mit der Null zusammenfallen karm. Zur Beant- 
wortung dieser Frage nehme man an, daB die Determinante fiir einen solchen Wert 
z von z verschwinde, also \F,.iz^)\ = Q sei. Dann laBt sich ein von 0 , 0 , • • •, 0 ver- 
schiedenes Konstantensystem • ■,'k^ von der Art bestimmen, daB die Funktion 

li^F^i-FF^F - r'knF^ fur jeden der n Punkte • • o 4 den Wert Null besitzt. 

Infolgedessen wird der mit dieser Funktion als Zahler und der Funktion z — z als 
Nenner gebildete Quotient fur keinen der n Punkte z\, z\^, • ■ ■, z^ unendlich, besitzt 
also ausschlieBlich das den Punkt ((>=1,2, •••,0 —l)-mal enthaltende Punktsystem 

-, a,., Oder nur einen Teil desselben als System der co^-Punkte. 

Da dieser Quotient zudem aher auch das den Punkt 00^ t^-mal enthaltende 

Punkts3^stem oo^, als Bestandteil des Systems der 0 ^-Punkte 
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besitzt, so ist er eine Funktion F^l(/), und man erhalt daher, wenn man den in Art'. 9 
fiir die allgemeinste Funktion F!lI(/) gewonneneii Ansdruck heruberiiimmt, zunaclist 
die Grleichung: 


+ - \-J:„F„ _ 


y _ f a W2 ^ — 't 


bei der die c von ^ freie GroBen bezeichnen. Multipliziert man nun linke und reclite 

Seite dieser Gleichung mit z — z, ersetzt die^?—1 dann aufbretenden GroBen z ?=2,3, 
auf Grund der vorber gewonnenen Gleichung: 


dz 


a—p 




(o = l, 2, 


durch die ihnen entsprechenden Ausdrucke und ordnet nach den GroBen 

F^^, F^, • • •, F^, so erhalt man weiter die fiir jeden Punkt z der Flache T' geltende 
Gleichung: 


a =p 


(7 = 2 Lo = 2 


Q-P 




dw. 


dz 


-+2 


V= 1 






V = n 

F,+ 2 

V = 2+ 1 




F^. 


Besteht aber diese Gleichung ftir jeden Punkt z der Flache T, so miissen nach dem in 


Art. 9 auf Seite 237 Bewiesenen die Koeffizienten der GroBen 


dwi^ dwj 


dz ^ dz ’ 

samtlich mit der Null identisch sein, oder, was dasselbe, es muB 


d 

dz 


, F„F,,--,F„ 


(}=p 


1-) 


() = : 


2.) C,o=0, r = 


Q=P 


3 .) ^G;_dy-K= 0 , V=l,2. 
? = 2 


sein. Beachtet man nun, daB die Konstanten A\, hi, ■ • •, der zu Anfang gemachten 
Festsetzung gemaB, nicht samtlich mit der Null zusammenfallen, so erkennt man aus 
den Gleichungen 3 .), daB auch die GroBen C;.^, C;^^, nicht samtlich mit der Null 

zusammenfallen konnen, und weiter aus den j; —1 unter 1.) stehenden, in bezug auf die 
GroBen C;„, • • •, homogenen linearen Gleichungen, daB die Determinante dieser 

Gleichungen den Wert Null haben inuB. Damit ist aber bevdesen, daB die Deter¬ 
minante fiir einen der gestellten Bedingung genhgenden Wert z^z' nur dann 

verschwinden kann, wenn die Determinante: 


J(e) = 


0 . . . 

Ap Ap 


P-E, II. 


31 
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far z = z verschwindet. Die aufgewoifene Frage ist also in vemeinendem Sinne zu 
beantworten. Die Determinante kann nur fur eine endlicbe Anzabl von Punkt- 

systenien z^, •••, z^, der FlS.che T' den Wert Null besitzen. 

Fill System von n zur Charakteristik gehdrigen IP-Funktionen soil ein Basis- 
system genannt werden, wenn sich jede zur Charakteristik gehorige F'-Funktion 

als homogene lineare Funktion der n Funktionen des Systems mit rationalen Funktionen 
von z als Koeffizienten darstellen laBt. Nach dem zu Anfang dieses Artikels Bewiesenen 
ist , Fj, ein solches System. Wie man alle uberhaupt existierenden Basissysteme 

erhalten kann, zeigt die folgende Untersuchung. 

Man verstehe unter F^, • • •, F' ein System von irgend n zur Charakteristik 
gehorigen jp-Funktionen und denke sich die n Gleichnngen: 


( 1 -) 


F' — ^ r, 

a = l 




v = l, 2, • • •, n, 


gebildet, welche diese Funktionen als homogene lineare Funktionen der n GroBen 
•••, F„ mit rationalen Funktionen r,a=i.2,...,n, yon z als Koeffizienten darstellen. 
Verschwindet dann die Determinante \'t’va\ <f6s Systems dieser Gleichungen nicht identisch, 
so ist F[, ■ • F^ ein Basissystem, da die Auflosung des Gleichungensystems fur jede 
der Funktionen F^, ■ • F^ und damit zugleich auch fur jede beliebige zur Charakte¬ 
ristik gehOrige Funktion F=F(z) — insofeme eine Funktion mit den GroBen 

-P* immer durch eine Gleichung von der Form F^r^Fi-] - \-'^„F„ mit ratio¬ 

nalen Funktionen r von z als Koeffizienten verkniipft ist — eine homogene lineare 
Funktion der GrdBen F[, • • •, F' mit rationalen Funktionen von als Koeffizienten 
liefert. Ist umgekehrt das System F^, • • F^ ein Basissystem", besteht also ein Glei- 
chungensystem' von der Form: 


(!'•) 


y = 71 

i? = y/ F' 

-*• X ' XV v> 


X = 1,2, • • •, n, 


mit rationalen Funktionen >f,v=i,2,...,n, yon z als Koeffizienten, nnd tr^gt man als- 
dann in dieses System an Stelle der GroBen F^ die ihnen auf Grand der Gleichnngen (1.) 
entsprechenden Ansdrdcke ein, so mussen in dem dadurch entstehenden Systeme: 


a=n fv = n 
ff = l \i’ = l 




x = l, 2, 


die in runde Klammem eingeschlossenen rationalen Funktionen von z nach fruher Be- 
v?iesenem skmtlich mit der Null identisch sein, und es kann daher, wegen der hieraus 
sich ergebenden Beziehung |r',| |r„„| = 1 zwischen den Determinanten |r'J, die 
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DGtGrniinante j^raj nicht idGiitiscii verscliwinden. Man erkennt so, daB das SystGni 
• • •, Fn dann, abGr auch nnr dann Gin Basissystem ist, wGnn die iVim entsprecliendG 
Determinante nicht identisch verschwindet, und daB man alle iiberhaiipt existieren- 
den Basissysteme • • •, F^ erbalt, wenn man in dem Gleichungensy’steme ( 1 .) an Stelle 
des Systems der Koeffizienten r, 0=1,2,ein jedes System von rationalen 
Funktionen treten laBt, fiir welcbes die Determinante |nicbt identisch verschwindet. 

Zwischen den Funktionen F[, • • •, F^ besteht nur dann eine Relation von der 
Form -mit ganzen rationalen nicht samtlich mit der iSTull iden- 

tischen Funktionen von ^ als Koeffizienten, wenn die aus der Gleichung iP; = 0 

r = l 

durch Elimination der GroBen F[, • • •, F^ vermittels der Gleichungen (1.) hervorgehende 

a = 71 /y — n \ 

Gleichung ^ ^gv^va) F„ 0 oder, was nach frilher Bewiesenem auf dasselbe hinaus- 

a = l \v = l / 

!•' = n 

kommt, das Gleichungensystem = '^=1.2. sich durch ganze rationale nicht 

r = 1 

samtlich mit der Null identische Funktionen g[, • • •, befriedigen laBt. Dieses aber 
ist nur dann der Fall, wenn die Determinante identisch verschwindet, oder, was 
dasselbe, wenn FV, • • •, iPj kein Basissystem ist. Daraus folgt insbesondere, daB die 
Darstellung einer beliebigen zur Oharakteristik gehOrigen Fimktion F=^F(s) durch die 

w Funktionen F^, • • •, F^ eines Basissystems in der Form F=riF^-\ -bei der 

die r rationale Funktionen von ^ bezeichnen, nur auf eine Weise moglich ist. 

Mit Hilfe der Gleichungen ( 1 .) soil jetzt noch ein drittes Kriterium zur Ent- 
scheidung der Frage abgeleitet werden, ob die n Funktionen Fl, • • *, F^ ein Basissystem 
bilden oder nicht. Zu dem Ende bezeichne man mit - • *, die irgend einem Werte 
von z entsprechenden n ubereinander liegenden Punkte der Flache T', mit F„(z^), F^(z^) 
(//=1,2,•••,«) die Werte der Funktionen F„,Fli\n: den Punkt und setze zur Abkurzung 




• • F,{z^) 



■ 

-P.WI = 





• 



• • F,{z^ 



• KW 


Beachtet man dann, daB zwischen den auf irgend einen Wert von z bezogenen Deter- 
minanten \F^{Zf)\, \F^(Zi^\ und der Determinante |r„p| des Gleichungensystems (1.), wegen 

= die Gleichung: 

\F:M\ = K\\FaM\ 

besteht, und daB nach friiher Bewiesenem die Determinante \F^{z^\ nur fiir eine end- 
liche Anzahl von Punktsystemen • • •, der Flache T' den Wert Null besitzen kann, so 
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erkennt man, dafi die Determinante \F'(z^,)\ dann, aber aucb niir dann nicht ftir jedes 
Punktsystem der Fliiche T' den Wert Xull besitzt, wenn die Determinante 

nicht identisch verschwindet, oder, was dasselbe, wenn F^, • • •, F^ ein Basissystem ist. 

Die in diesem Artikel erhaltenen Resultate kann man jetzt scblieBlicb dahin 
zusammenfassen, daB die \der Aussagen: 

1 . ) Die FunJitiantn F[, ■ • •, F^ hilden ein Basissystem; 

2 . ) Die Determinante |r,„| cles die Fwiktionen F[,F^ durdi die BhmUionen B\, •••, F^ 

a= n 

darstellenden Gleichungensystems Fl ^ ■i\.„F'„, r= 1 , 2 , verscliwindet nicht identisch; 

a = 1 

3 . ) Zicischen den Funktionen F^, • • •, F^ besteht keine Belation non der Form 

d'lFi-l - hffnF^ = 0 mit ganzen rationalen, nicht sdmilich mit der Null identischen Ifunk- 

tianen g non z als Koeffizienfen; 

4 . ) Die Determinante \Fl(zj\ besitzt nicht fiir jedes Punktsifstem z., ■ •der 
FMche T den Wert Null; 

gleicbwertig sind, insofeme aus irgend einer von ibnen als Voraussetznng jede der 
drei anderen abgeleitet werden kann. 
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1 . 

Es soli zunachst die Frage beantwortet werden, ob die mit Hilfe eines beliebig 
angenommenen GroBensystems gebildete, auf die Flache T bezogene 

Kongruenz: 

(c.) ^ I 2 I • • • 1 ^ = ^ 1 1 ^ 2 1 • • ■ I 

/(= 1 /; = 1 /(= 1 

losbar ist oder, mit anderen Worten, ob ein diese Kongruenz beMedigendes Punktsystem 
^2? • • - j existiert. 

Zu dem Ende bringe man, nachdem man im Innern der Flache T irgend ]) Punkte 
Vi> V2>'' ’f Vp gewahlt hat, das GroBensystem - ■ ■\iVp in die durch die Gleichung: 




w. 


2 "h 2 (P'r 4- 9,') ^*1V + (&i + ^j)Tt'i 


t.L =p 


v=p 


2 + 2 {^v + V 4 " (pp 4 - 5 t i 

p=l V=1 


bestimmte Gestalt, bei der die a, b den Bedingungen — l<u,,^ 0 , 0 ^&,.<!, r=i,3,-..,p^ 
gentigende reelle GroBen, die 9', h' ganze Zahlen bezeichnen. Das ist nach Fruherem 
(vgl. S. 89 ) immer und nur auf eine Weise moglich. Ftihrt man alsdann die so fur 
die w gewonnenen Ausdrucke in die Kongruenz (C.) ein, so laBt sich dieselbe unter 
Benutzung der schon auf Seite 211 angewandten Bezeichnungsweise durch die Kongruenz: 


(O'.) 


fl=p 

^u’>‘ 

iit = 1 


/Ll=P 


/(=i 


ersetzen. Jetzt sind zwei Falle zu unterscheiden. Entweder fallen die 2 p GroBen 
K, ^=h%--;p, samtlich mit der Null zusammen, dann besitzt die Kongruenz (O'.) 
wenigstens die eine LOsung {s^, ' ■Bp) == {Vu ■Vp)i es fallen die GroBen a, h 

nicht samtlich mit der Null zusammen, dann ist fur = der Rang 
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- 1 und es besitzt die Kongi-uenz (O'.) nach dem auf Seite 224 auf- 


gestellten Satze wenigstens eine Losung (si, • • •, Damit ist aber bewiesen, daB die 
Kongruenz iC.i, wie aucb das GroBensystem beschaffen sein mag, immer 

wenigstens eine Losung (Ci, • • •, besitzt. 

Zwei Losungen der Kongruenz (C.), die sicb nur durch die Eeihenfolge ihrer 


Punkte unterscheiden, soUen als identiscb angesehen werden. Liegt von den Punkten 
einer LSsung der Kongruenz (C.) irgend einer an einem Schnitte a^, oder 
(r= 1,2, und ersetzt man alsdann diesen Punkt durcb den ihm entsprechenden, der 
anderen Seite des betreffenden Schnittes angehorigen, Punkt, so entsteht wiederum 
eine Losung der Kongruenz fC.); auch diese soil als identisch mit der ursprunglichen 


angesehen werden. 

Eine Losung (Vi, • • •, gp) der Kongruenz (C.) ist nun, wie nach den soeben ge- 

machten Pestsetzungen aus dem in Art. T des filnften Abschnittes erhaltenen Eesultate 

folgt., zugleich die einzige, wenn Stm fei, • • •, e^) =i) ist. In dem Fade Stiii (fii, • • •, fip) <1^ 

111 ' U1 

dagegen besitzt die Kongruenz fC.), wie ebenfalls aus dem in Art. T des fiinften Abschnittes 
erhaltenen Eesultate folgt, unbegrenzt viele Losungen, und diese werden durch die mit 
gi, • • •, gp aquivalenten Punktsysteme el, • • •, e' geliefert. 

Die auf der linken Seite der Kongruenz (C.) stehenden Funktionswerte 
lassen sich durch Integrate darstellen, indem man unter Benutzung von irgend p im 
Innem der Flache T gewahlten Punkten 


^ i-Jjdu^, ^ /.,^= 1 , 2 , 

setzt. Dabei soli der dem Integralzeichen beigefilgte Strich andeuten, daB der von 
bis gp sich erstreckende Integrationsweg die Begrenznng von T nicht schneiden darf; 
hierdurch ist dann zugleich die Dnabhangigkeit des Integralwertes vom Integrationsweg 
gesichert. Kahrt man nun diese Integrate in die Kongruenz (C.) ein, so nimmt dieselbe 
die Form; 

( fi=p H-=^p \ 

+^Jduj = (w) 
an. 

Unter der Yoraussetzung, daB (ci, • • •, Cp) eine Losung der Kongruenz ( 0 .) ist, 
Oder, was dasselbe, daB das Punktsystem ei,-'*,gp die Kongruenz (C".) befriedigt, soU 
jetzt bewiesen werden, daB man die von den Punkten -■,x^ bis zu den Punkten 
‘beziehungsweise sich erstreckenden, in der Fltlche T' verlaufenden Integrations- 
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wege durch andere, die Begrenzung von T' schneidende, von der Art ersetzen kann, 
daB die Gleichnng: 

(G-) + fdu) = (w) 

V=i u = i U J 

y.f, 

erfilllt wird. Zu dem Ende moge zunachst das Folgende festgesetzt werden. Geht man 
auf irgend einem Wege vom Punkte znm Punkte und libersclireitet man dabei 
irgend einen der Scknitte a, h m-mal von der negativen auf die positive Seite und m'-mal 
von der positiven auf die negative Seite, so soli die Differenz ni — m' die dem Wege 
in bezug auf den betreffenden Schnitt zukommende cbarakteristiscbe Zalil genannt 
werden. Nun beachte man, daB das GrOBensystem sick auf Grund der Kon- 

gruenz (C".) immer und nur auf eine Weise clurck eine Gleichung von der Form: 






^ P-=P ^‘=p M-P P~P /?“ '’-P 

/(=1 = v=l ,(i = l . U = l tJI V =1 


bei der die g, h ganze Zahlen bezeichnen, darstellen laBt. Man erkennt dann, daB die 
Gleickung (G.) immer dadurck, aber auck nur dadurck, befriedigt werden kann, daB man 
als Integrationswege solcke p, von den Punkten bis zu den Punkten Ci, • ■ 

beziekungsweise sick erstreckende, Wege waklt, deren ckarakteristiscke Zaklen allgemein 
in bezug auf den Scknitt a,, die Zakl in bezug auf den Scknitt die Zakl g^ als 
Summe besitzen. 

Nack dem soeben Bewiesenen ist eine Losung (ei, • • •, der Kongruenz (G".) 
immer auck eine Losung der Gleickung (G.). Da aber auck umgekekrt jede Losung der 
Gleickung (G.) die Kongruenz ( 0 ") befriedigt, so skid die Losungen der Gleickung (G.) 
identisck mit den Losungen der Kongruenz (C".). Verbindet man dieses Kesultat mit 
dem vorker fur die Losungen der Kongruenz (C".) oder (C.) erkaltenen, so ergibt sich 
scklieBlick als Eesultat der Untersuckungen dieses Artikels der folgende Satz: 

„Die Gleichung: 

( f,=p fl=p \ 

2 ^ J duj = (w) 


hesitst immer wenigstens eine Losung (e^, JDiese Losung ist siigleich die einzige, wenn 

9^111 dagegen existieren unbegrenzt viele Losungen der Gleichung (G), wenn 

9^|il(ei5 • •-5 Cj,) diese werden durch die mit aguivalenien PnnJctsysteme 

111 ^ 

^15' • 4 gdliefertP 
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«> 

Man botraclitG jotzt in dG-r GrlGicliung (G. i dGs vorhergehGiidGn Artikols, dei man 
auch. die Form: 

■^T+2 = 

((=11/ 
y-p 

geben kann, die GroBen u\, ?/•., • • •, als nnabhaugige komplexe Yeranderliclie und ordne 
zur Erzielung einer kiirzeren Ausdrucksweise dem Wertsysteme i, • ■ 

^ irfi denjenigen Punkt in-) ernes 2iJ-dimensionalen Eaumes W, der die 2 p reellen 
GroBen nf, iif; ■ • ■; iif, uf zii Koordinaten hat, als Korrespondenten zn. Der Gesamt- 
heit der Wertsysteme u\, - • •, iCj, entspricht dann die Gesamtheit der Punkte (iv) des 
Ilaumes TP. In diesem Eaume IT" fasse man nun diejenigen, mit (w) zu bezeiclinenden, 
Punkte ins Auge, denen mehr als eine Losung {£„--,Sp) der Gleichung (G.) entspricht. 
Die Gesamtheit dieser Punkte (Jv) wird durch die Gleichung (G.) geliefert, wenn man 
darin unter Beschrankung der Integrationswege auf die Flache T' an Stelle von • • •, ein 
jedes der Bedingung DtiijUi, • • *, e^j <p genilgende Punktsystem treten laBt und zu jedem 

so erhaltenen Systeme (up noch jedes System zusammengehoriger Periodizitatsmoduln 
hinzufugt. Da die samtlichen Punktsysteme Ci, • • •, der charakterisierten Art aber 
auch aus der Kongruenz (vgl. Seite 171 u. Seite 132 ;: 



u=p 




u = p fi = 2p-2 


fi = 2p-2 

p=p + 1. 


erhalten werden, wenn man darin an Stelle von • • •, eo^_2 ein jedes p — 2 Punkte 
enthaltende Punktsystem treten laBt, so bilden die definierten Punkte (w) in dem 2 p- 
dimensionalen Eaume W eine Mannigfaltigkeit W von nur 2 ^ — 4 Dimensionen. Yon 
jedem Punkte (ic) der nach Ausscheidung dieser Mannigfaltigkeit W tibrigbleibenden, mit 
IF — TP zu bezeichnenden, 2 j}-dimensionalen Mannigfaltigkeit kann man zu jedem andern 
Punkte (ic') derselben auf einem ganz innerhalb IF — IF verlaufenden Wege gelangen; 
auch kann man von jedem Punkte (w) der Mannigfaltigkeit IF zu jedem Punkte (tv) der 
Mannigfaltigkeit IF— IF auf einem Wege gelangen, der von dem Anfangspunkt {w) ab- 
gesehen nur Punkte von IF—IF enthalt. 

Nach diesen Festsetzungen soil jetzt die durch die Gleichung (G.) bestimmte Ab- 
hangigkeit der GrSBej^ei, • • •, von den GroBen • • •, Wp fur den Fall, daB der Punkt (w) 
dem Bereiche IF—IF angehSrt, naher untersucht werden. Zur Yereinfachung dieser 
Untersuchung denke man sich die in der Gleichung (G.) vorkommenden, bisher ganz 
willktlrlichen Punkte Xi, • • - , im Innem der Flache T so gewahlt, dafi •••, x^) =i9 
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ist und dafi zudem imter diesen Punkten weder zusammenfallende noch Punkte a, oo vor- 

koniiiiGn. Fiir Gin solchos PunktsystGin ist dann imniGr diG DGtGrminaiitG ^ 4 - 
von Null verschiGdGii, und dor dGm GroBGnsjstGniG: 


M=1 /(=1 


IV 


( 0 ) 

p 


GntsprGcliGndG Punkt gohort dom BorGictiG W-W an. 

Ein zwGitGi* Punkt {to ) dGs BGioicliGs IV — W wGrde dadurcli gewonnon, dafi man 
in T p dGr Bedingung 3t|j| (£ 1 , • • •, «^) gGnugcndo, vonGinandGr verschiGdGne Punkte 

‘ wahlt, diGse mit den Punkten beziehungsweise durcb Kurven 

verbindet und unter Benutzung dieser Kurven als Integrationswege 



setzt. Man grenze nun in der Placbe T allgemein zum Punkte das ihm entsprecbende 
Gebiet ab, verstehe unter irgend einen Punkt von G^, unter eine von tiber 
nach fuhrende, zwischen und mit sich deckende, zwischen und ganz 
in (t„ verlaufende Kurve und setze unter Benutzung dieser Kurven als Inte¬ 

grationswege 



Die p so definierten, von dem Verlauf des zwischen und liegenden Teils der 
Kurve k^^{n=i,2,-.;p) unabhangigen Grofien sind dann einwertige und stetige 

Funktionen der p in ihrer Bewegung auf die Gebiete • • •, Gp beschrankten komplexen 
Yeranderlichen £1, • • •, die zudem fur £1 = £1, • • £p = £^ die Werte tv I, " ‘,w'p annehmen. 

Auf Grund der aufgestellten, die GroBen w' und w definierenden Gleichungen 
lassen sich umgekehrt aber auch die GroBen e als Funktionen der GrSBen w darstellen. 
Zu dem Ende bilde man durch Subtraktion der vorletzten Gleichung von der letzten 
die neue Gleichung: 

fi=p p-p 

2 i • • • 1 -2' J dUp = tv^-tv[\ - - Wp — Wp ^ 


bei der der Strich am Integralzeichen andeuten soli, daB dem Integrationsweg von 
bis Bp die Bedingung auferlegt ist, ganz in G^ zu verlaufen, beachte, daB nach Art. 3 
des filnften Abschnittes fur jeden Punkt b^ des Gebietes G^ c«=i,2, •••,^) die Entwicklungen: 

P-K, II. 32 
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(;=1, 2, 


bestelien, wobei 4 oder «)’ oder endlich ^u —' ist, je naclidem 

6 iii gewolinlicbcr Puiikt d 6 r Fificht' T oder 6 in Puukt a iiiit der Oidnungszahl y 1 
odt?r Budlicli 0in Puukt oc init d 6 r OrduuDgszabl t 1 ist, und cisctzG di 6 gGwonnGiiG 
Gleichung nacli EinfilliruDg dieser Entwicklnngen durch das Gleichungensystem: 


d \ 
~^)o 


-f 


. . 4- 


d ii\‘‘ 

1 


(( =p n = » . 


P / O 


1.1 = 1 }i = 2 




/o 




did^ 


‘ 1/0 




W,,— W 


P ' 


Da 9 t|i|(fl, • • •, 0 ==P ist und ziideui keine zwei der Punkfce e'^, • • •, 4 ^i^i^ decken, so 
hat die aus den Koeflizienten von gebildete Determinante 

einen von Xull verschiedenen Wert, und es lassen sich daher nach bekanntem Satze die 
Grofien fur hinreichend kleine Werte der Moduln der Differenzen Wj_-w[, • • •, 

u'— ir' immer und nur auf eine Weise durch Gleichungen von der Form: 


ni =30 «« = oo 




«! = 0 7lj, = 0 


^,-2 ■■■'2 df '« Q *‘ • • • 

s, = 0 >ip=0 


darstellen, bei denen die Koeffizienten c nur von den Punkten *' ‘i 4 abhangen, 
speziell die p Koeffizienten • • •» 4 ^A.o samtlich den Wert Null besitzen und die 

Koefifizienten der linearen Glieder durch die Gleichungen: 


nip) 


a 


“f + i- 


C«) 

0 

2. ■ 


(«i = 


= n 1 = 0, n = 1, 


f + 1 ’ 


: n — 0 ) 


bestimmt sind, wenn mit die Adjunkte des Elementes 




dz 


/(= 1 , 2 , • • •, 
(>=1,2, 


in der Determinante 


/( /o 




dul' 

J 0 


du*p 


dz 


p / 0 


bezeichnet wird. Der Wert des aufgestellten, durch w„=l 
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charakterisierten, Koeffizienteii ist zugleich, wie ans ('(Mo ) fokH der Wert 1 ^-^) 

() Z '* 

der Derivierte fiir u\ I •.. I«; = u\ I... I w 

010 ^ "*^1 \ P 1 ] \ P‘ 

Die Darstellungen (^o-) gelten fiir alle Punkte (iv) des durch die Bedingungen: 
mod • • •, mod - iv'^] < M 

bestimmten Bereiclies, wenn niir die positive Zahl M so klein gewaMt i.st, daB keines 

der den Punkten (w') des Bereich.es eiitspreclienden Pimktsysteme Si, Bp die Bedingmig 

3^111 (^ij Sp) verletzt oder zusammenfalleiide Punkte euthalt, Man erkennt aus 
111 

diesen Darstellungen, daB jedem innerhalb des fiir sie festgelegten Bereiches von (w') 
nach {w) ftihrenden Wege ein bestimmtes System von 2^ in der Flache T von s[, ■ ■ Sp 
nach e^, Bp beziehungsweise filhrenden und punkWeise eindeutig einander zugeord- 
neten Wegen eiitspricht. 

Die vorstehenden Betrachtungen bleiben in Kraft, wenn man als Punkte • • •, 
die Punkte Xp wahlt und zugleich fiir ^ = 1 , 2 , • • ^ die von nach fiihrende 

Kurve k'^ sich auf den Punkt reduziert denkt, sodaB dann an Stelle der die GroBen 
io[, • • •, lu'p definierenden Gleichung die Gleichung: 


^ I • • • I ^ 1 • • • I 

/(= 1 /(= 1 

tritt. 

Fiir die soeben beendete Untersuchung v^ar das gewahlte Punktsystem e[, •••, Sp 
nicht nur der Bedingung 9 t|i|(£i, •••, 4 ) ""i* unterworfen, sondem auch noch der weiteren, 

daB keine zwei seiner Punkte zusammenfallen. Im folgenden soli nun diese Dntersuchung 
auf den Fall ausgedehnt werden, wo das im Eahmen der Bedingung * * •? 4 ) 

|i I 

gewahlte Punktsystem b[, • • Sp zusammenfallende Punkte enthalt. Man wird sich dabei, 
der einfacheren Darstellung wegen, auf den speziellen Fall beschranken, wo das Punkt¬ 
system e[, • • 4 6ine Gruppe zusammenfallender Punkte enthalt, und zudem diese 

Gruppe durch die Punkte b[, • • •, e' gebildet wird. 

Die durchzufiihrende Untersuchung deckt sich bis zur Gewinnung des Gleichungen- 
systems ((Mi.) vollstandig mit der fruheren. Die ^‘®Gleichung des so erhaltenen Systems ((Mi.) 
kann man aber, da im vorliegenden Falle die Punkte £3, • • •, 4 i^ait si identisch sind und 
infolgedessen fiir q = 1 , 2 , ■ • p und jede positive gauze Zahl n 


' <fuA _ [ ctul^ \ 

. / 0 \ Jo 


.dK‘Jo 


32 
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ist, aiicli in die Form: 




1 


II =: p n = cc 

^ j. 

I I ^ ,, I \ -7 g„ 

/i = 3 -rl n = l \ 


fi /O 


K = - w. 


bringen. Fiihrt man alsdann an Stelle der s GroBen z^,--',2^ s neue GroBen fi, 
vermittels der Gleidiun»en: 


(T.i 


~h • * • “T1! _j_... _}_ = 2! 


z^y = s\ 


ein, so erhalt man, wenn man iioch beacMet, daB dadurcb die Summe z'l+'-'i-z'^ 
{«=*+!,^+2,-. j in eine ganze rationale Funktion der s GroBen f^, • • •, iibergebt, an Stelle 
von ((^1.) das neue System: 




d’ . [du 

f,+ 




~s + l /0 


+1 + • • • + 




'(^ 'j V”''"! /O \ “*i /O \ /o 

+ •••, 2,^1, ■■■, H- rg^ifi, •••, ^, + u - =^iv^ — w[„ 

wobei for w = 2 , 3 , ••• ^,+u^p) eine bomogene ganze rationale Funktion 

Grades der 2^ Argumente bezeicbnet. Da 9 ft|i|(£;, • • •, £[, 4 ) =p ist und zu- 

dem die Punkte e[, •••, samtlicb voneinander verscMeden sind, so hat die 

aus den Koeffizienten von t^, ■ • •, 4, z,+^, ■■■,Zp gebildete Determinante . • • 

^)o(^f^)o”'(^)o verschiedenen Wert, und es lassen sick daher 

die GroBen • • •, Zg^^, • • •, z^, filr liinreichend kleine Werte der Moduln der Differenzen 

u\-ic[, •••, u'p~iv^ immer und nur auf eine Weise durch Gleicliungen von der Form: 

ni=oo «„ = co 


G -2" - 2 {iv^- w[y^ • •. {iVj,- Wpy>', 


«i = 0 »n = 0 


n,=:oo «„ = 00 


(®=-) 


ni = 0 »„ = 0 ^ f/ 


»! = 00 n„ = 00 


1 = 2 2 ' • {iVp-w'^Y^, 


H, =0 »>p=0 


»i = oo n„ = 00 


’*i=0 n„ = Q 


■p — ^ ^ (lL\— • • • (iVp— w'YY^ 
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darstellen, bei denen die Koeffizienteii c niir von den Punkten e\, • • •, Sp abhnngen, speziell 
die p Koeffizienten • • •> samtlicb den Wert Null besitzen und die Koeffizienten 
der linearen Glieder durcb die Gleicbungen: 


__ Q 

wpnp + l T ’ 

"o 

{”i = •' • = ’*(>— 1 = 0, >ip = 1, Wp + 1 = • • • = = 0) 


j« = l, 2 , •• ,i 3 , 

e = l, 2 , 


bestimnit sind, wenn mit die Adjunkte des der Horizontali-eihe und der Yer 
tikalreibe gemeinsamen Elements iu der Determinante: 


^0 = 


(cPu{ 

^Jo 


d ttg* 

^ / 0 


dsf /o 
dz\ 


du^ 


d^iJoX dsl 


d^- 


dUdA + ^ 


Jo \'^^s + l / 0 

(du^ 
/oU^. + i/o 


du^ 


7 J S 

d 


dzl Jo\dz ^ 


/o 

dutp 


dz. 


dA/ 

dz„ 


bezeichnet wird. Der Wert des aufgestellten, durcb = 1 cbarakterisierten, Koeffizienten 
ist zugleich, wie aus (^ 3 .) folgt, der Wert (der Derivierte oder der 

OIOq 

AiVp,]Q nacbdem 1.1 der Zablen- 


dZr 




Wert (P^) 

\OW^, J tv = w' 

reibe 1, 2, • • s oder der Zablenreihe s + 1, s + 2, 


der Derivierte P fur w. 

dto^ 1 


ftp 

dWf, 

= ^v[ 


,p angebort. Die Darstellungen (® 2 -) 
zusammen mit den die GroBen t definierenden Gleicbungen (T.) lassen erkennen, daB 
jedem innerbalb des fiir diese Darstellungen in Betracbt kommenden Konvergenzge- 
bietes von (w') nacb (to) fftbrenden Wege ein bestimmtes System von p in der Placbe T 
von el+i, • • •, 4 ‘ beziebungsweise fubrenden und punkt- 

weise eindeutig einander zugeordneten Wegen entspricbt. 

Man gehe jetzt in dem Bereicbe W —W von dem friiber definierten Punkte 
auf irgend einem Wege 2B zu einem andern Punkte und macbe zunacbst die 

Yoraussetzung, daB fiir keinen zwiscben und gelegenen Punkt (iv) dieses 

Weges 5B das ibm auf Grund der Gleichung (G.) entsprecbende Punktsystem 
zusammenfallende Punkte entbalt. Bewegt sicb dann der Punkt {w) auf dem Wege SB vom 
Anfangspunkt bis zum Endpunkt so durcblaufen, wie aus den soeben erhaltenen 
Eesultaten folgt, die korrespondierenden Punkte s^, 


, Sp gleicbzeitig ein bestimmtes 
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System 3 von/), von bezivliiingsweise ansgelieiiden imd punktweise eindeutig 

eiiiander ziigeordiieteii, Wegvu. dereii Endpunkte • • •, die zuni Pniikte (vP gekoiige 
LGsimg der Gleiuliiiiig Cl. bildeii. Gelit man auf irgeud einem audern, die fiir 235 ge- 
stellten Bedingiiiigen ebeiifalls ertullenden lAege von } uacli so weiden als 

Endpunkte der iliui eiitsprecliendeii Wege der Punkte s^. •••, Sp Avieder die Puukteci^, •••, Bp\ 
sei es in der frukeren oder imter Umstanden aucli in einer auderen Eeikenfolge, auf- 
treten. Geht dagegen der in TT von bis verlaufeude Weg 2B durcli einen 
oder melirere Punkte'W'l. fiir die das entsprecliende Punktsystem zusamnien- 

fallende Punkte enthiilt, so kann man einem solclieii Wege 2B melirere Systeme 3 von p, 
von Xi, • ■ beziehimgsweise ausgeheiiden, Wegen zuordiien; iminer aber werden die 
j) AYege eines jeden dieser Systeme 3 als Endpunkte die Punkte • • •, ef in einer ge- 
wissen Eeikenfolge besitzen. 

Auf Grand der Ergebnlsse dieses Artikels kann jetzt die Frage nack der durck 
die Gleickung (G., bestimniten Abkimgigkeit der GroBen s^, £p von den GroBen w^, Wp 
fur den Fall, daB der Punkt urj dem Bereicke TF-B^ augekort, durck den folgenden 
Satz beantwortet werden: 

,,lJie durcli die Gleicltung iG.) mit den Grd/3e}i k\, • • •, Wp verhiiipften Gru/Sen 
€^,‘-’,ep sind im Bereicli W—Wp" 2 certige Funlcfionen der komplexen VerdnderlicJien 
u\,'--, tVp, jedocli p-icerfige FunJcfionen von der Art, da[S die p, durcli Funlde der Fldclie T 
reprdsenfierten, IVerfe 8l\ • ■ ef, welclie diese Funldionen lei anahjfisclier Forfsetzung auf 
einem imicrlialb TF— TF rom Funlde zum Funlde fiilirenden Wege nacli vorlier- 
gegangener Wahl eines der zum Funld (iv’^[) geliorigen Werfsysfenie, etiva = Xi, • • •. 
als Ausgangssgsfem annehmen, lei Zugrundelegung eines anderen, dieselben Bedingungen 
erfullenden Weges lioclisfens eine Anderung Hirer Beihenfolge erfalirenr 

• Aus diesem Satze soil jetzt zum Scklusse nock eine wicktige Folgerung gezogen 
werden. Es sei e^) eine in der ganzen Elacke T' einwertige und stetige Funk- 

tion der komplexen Veranderlicken Cj, • • •, fp, die zudem ftir jede Permutation 
der Zaklen 1, 2, • • •,/) der Gleickung •••; == S'!•••, e^) geuiigt, und es werde 

im AnschluB an die Gleickung (G.) 


(G'.j 



'P > 


gesetzt, wobei die den Integralzeicken beigefugten Stricke andeuten sollen, daB die 
Integrationswege die Begrenzung von T nickt sekneiden diirfen. Die zu den so defi- 
nierten GroBen iv gehSrigen Punkte (w) erfullen einen bestimmten, mit (TF| zu be- 
zeicknenden, Teil des zu Anfang definierten 2p-dimensionaleii Eaumes TF, und ent- 
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spiechend erfiillen diejenigen PuiiktG ('ivj des Pauines [JV], wGlclie durcli dio Glei- 
chung' (G .) gGliGfeit wGidGii, wGnii man darin an StcllG von • • •, Gin jGdGS dor Bc- 
dingung (e^, • •gGniigGndG PunktsystGm tintGii laBt, cinGU, mit { W-W} zu 

bGzGichnGndGii, TgiI dcs Gbonfalls zu Anfang dGfiniGrtGii Beroiclis TP — TP. BGziebt man 
nun diG Funktion mit Hilfe dGr GlGicbuug (G'.j auf don Baum (TT-^} mid 

WGiidGt dGu voibci gGwouuGnGn Satz an, so Grkcnnt man, daB Sie^, • • •, BjX ^Is Funktion 
dor VeraudGrlichen • • •, botraclitet, cinG in dGin ganzGn BGiGicke {TT"—TT^] Gin- 
WGrtigG und stGtigG Funktion w^) dor komplexGn VGrandGiiicliGn u\, • • •, 

ist, dGiGn Wort ftir GiiiGn bGliobigGii Punkt (?i;) des BorGichos [Tk"-TP) durcli die Glei- 
ckung JE(^iv^, •••, Wj,) = gj geliefert wird, wemi dabei (^i, •••, ej die dem Puukte (lo) 

entspreclieude Losung der Gleichung (G'.) bezeichuet. 

Um die Derivierte ^ zu erhalten, liat man die folgenden Uberlegungen anzu- 

stelleii. Man verstehe unter (w) irgend einen Punkt des Bereicbs {TF —IP}, miter 
(e'l, • • e'X die ihni entspreclieude Losuiig der Gleichung (G'.) und beaclite, daB die Funk¬ 
tion S(e^,“-,Sp) sick fur eiiie gewisse Uingebung der Punkte durch eine Glei- 

cliung von der Form: 


s{su • • •> gO = ^ ‘ ^ • • • 4”" 

= 0 = 0 ‘ 

darstellen laBt, bei der die l^oeffizienten e nur von den Punkten €[,■■■, e}, abhangen und 
{}i = i, 2 r-;P) die auf Seite 250 fiir einen beliebigen Punkt e}, definierte GroBe ist. 

Ist nun zunachst das Punktsystem e}, • • •, e}, von der Art, daB keine zvs^ei seiner 
Punkte sick decken, so gelten fiir kinreickend kleine Werte der Moduln der Differenzen 
— tu[, ■ • — w'p die sckon frtiker aufgestellten Entwicklungen (^ 2 .), und man erkalt 

dami auf Grund der Gleichung: 

M = + _iMiAi 

dio^j ~ dZi div^ ' dz^ dio^ ' dzp dto^ ’ 

d S r r 

wenn man nock den Wert von ^ fur • •\tUp = w[\ - ■ ■ \ tv^ oder, was dasselbe, fur 
= 0, • • Sp = 0 mit bezeicknet und das friiker im AnschluB an die Gleichung (@ 3 .) 

liber , Gesagte beachtet, die Derivierte fiir den Punkt {lu') des Bereicks 

(TP—TP} dargestellt durch die Gleichung: 
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bei der 



duj') 

dZp j 


ist. 


Entbalt dagegen das Punktsystem zusammenfallende Punkte, so wird 

man in der vorher far S aufgestellten Gleichung bei jeder in dem Pnnktsysteme ent- 
haltenen Grnppe zusammenfallender Punkfce an Stelle der diesen Pimkten entsprechen- 
den Grdfien GroBen t der frnher definierten Art einftlbren und beachten, daB diese 
GroBen t sich durch Eeihen darstellen lassen, die nacb. Potenzen von iv^ — iv[, — 

mit positiven ganzzahligen Exponenten fortschreiten. Zur Erlauterung des weiter ein- 
zuschlagenden Verfahrens kann man sicli wieder auf den speziellen Fail bescbranken, 
wo das Punktsystem e!, • • •, nur eine Grnppe zusammenfallender Punkte enthalt, und 
zudem diese Grnppe durch die Punkte ei, • • •, s, gebildet wird. In diesem Falle 

besteht die Gleichung: 


dti 3 - m’p ctg dic^ dzg + i '' dzj, 

und man erhalt auf Grand derselben, wenn man noch die Werte von 

^ (fi=s+i,...,p) fflr w^ \ • • ■ \ wp = w[ \ ‘' ■ \ w'^ Oder, was dasselbe, fur = 0, • • •, t, = 0, 

( 3 S \ / 3 S\ 

df) ’ (iFy Beziehungsweise bezeichnet und das frtlher im An- 
schluB an die Gleichung (@ 3 .) Tiber (^= 1 , 2 ,..,.), _ c«=^+i. --,p) Gesagte be- 

achtet, die Derivierte ^ fdr den Punkt (w') des Bereichs [W—W] dargestellt durch 

Q 

die Gleichung: 
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rdE\ _ _i_ 


diii^ 

HIT 


duo 


dz, 

dS 

dt^ 

dul\ 1 
dz^ 

du^j}^ 

dz^ 


bei der z/g 


-5’± rS 

\aZi jQ 


d\i^, 

dz\ 


dK%V 


dz. 


+ 1/0 


d^u\^ \ (ih^ 
0 V^'^4+1 


clz\ 


dz\ 


ds 


dt. 


dz\ 


d^u;^ 

dzl 


0 


dz 


* + i 


ds 


dz. 


»+1 / 0 


d'ul'. /^.A-+i 


<^«p +1 

/g 


du\?+^ 


dz 


s+i /o 


d 11.1’ 


diif-i 

dz„ 


SS 

dzp 

du% 

dz„ 


duj’ 

dZn 


ist. — Setzt man in der erhaltenen 


'P /o 


Gleichnng s = l nnd dementsprechend = (■|f)o"" (l^)o ’ erhalt man wieder die 

vorber abgeleitete Grleichuiig, welche sich auf den Fall bezieht, wo die Punkte 8[, 
samtlicb voneinander verschieden sind. 


? 


3. 

Man grenze in der Flacbe T' p keinen der Punkte a, oo entbaltende Bereicbe 
Bp ab. Durch Betrachtungen, welcbe den in Art. 7 des filnften Abschnittes in 
bezug auf die Determinante angestellten ganz abnlich sind, 

lafit sich dann zeigen, da6 die Determinante: 




nicht fur je p den Bereichen B^^, • • •, B^ beziehungsweise angehorige Punkte e^, • • •, 
den Wert Null besitzen kann. Wahlt man jetzt^ den Bereichen B^, ■ ■ ■, Bp beziehungs- 
weise angehorige Punkte ii, • • Sp von der Art, daB die aufgestellte Determinante nicht 
verschwindet, wenn man gleichzeitig ei=ei, • • setzt, so lassen sich, da dieselbe, 

als Funktion der p Veranderlichen • • •, £p betrachtet, fur ei= ii, • • •, 8^,= stetig ist, 
in T' p diese Punkte beziehungsweise enthaltende Debiete • • •, Gp von der Art ab- 

P-B, II. 33 


d d up’ 

dsj^ dSp 

d up- d Up^ 

dsj^ dsp 
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greiizeu. da6 die aiifgestelite Determinante fur jedes dem System G^, • • •, Gj, angehdrige 
Punktsvsteiii f,. • • •. e,. einen von Null verschiedenen Wert besitzt. 

Es sei nun tj, • • •. irgend ein dem Systeme G^, Gp angehoriges Punktsystem. 
Mit diesen Puiikten f,.---. verbinde man den der positiven Seite von Cp und der 
negativen Seite von q gemeinsam angeborigen Punkt durch Scbnitte und 

bilde aisdann zu der dadnrcb aus T bervorgehenden Flacbe T", unter Benutzung einer 
im Folgenden erst zn bestiinmenden, nur von • • •, Sp abbangigen G-roBe • • •, e^) 
die Funktion: 


( 1 .) 



()=p 


+ £p)’ 


Die so zn den Punkten a, definierte Funktion L ist dann eine in T" 

einwertige Funktion der komplexen Yeranderlicben z, welcbe fur jeden von e^, • • •, Bp 
verschiedenen Punkt ^ der Flacbe T” stetig ist, fur den Punkt e„ = unstetig 

wird wie ln(^^—e„) und deren, allgemein mit L^,L~ zu bezeicbnenden, Werte in je 
zwei eiitsprecbenden Begrenzungspunkten aP~ in der Weise verkniipft sind, daB 


langs a^.[L'^= L~, 

langs = iy- - 2 ~ CL,,, 

langs == + 2 ni , 

langs L~ —2ni, 


r = l,2,---,p, 
§ = 1, 3, • • •, p, 


ist. Betrachtet man die letzten Gleicbungen und speziell das Yerbalten der Funktion 
L langs des Scbnittes b, (»=i. 2 , ■■,p), so wird man auf die Frage gefubrt, ob es 

nicbt moglicb ist, die GroBe als Funktion der komplexen Yeranderlicben 


Si, €p SO ZU bestimmen, daB die Funktion X 
eine nur von den p GroBen: 


der p -j-1 GroBen z, 


ut - - K 

^=1 

abbangige Funktion wird, oder, was dasselbe, so, daB die Funktion X 
tiellen Differentialgleicbung: 

( 2 -) = 0 

genagfc, bei der die cf^\ die durcb die Gleicbungeni 


^" p 

z 


der par- 


(3.) 










a,v = l, a, - -,p 
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Oder durch die damit aquivalenten Gileichungen: 


(S'.) 


d ul'’ 


fS=p 

yA<y) 




QV 


o, r = 1, 2, • • •, p 


bestimmten Funktionen der komplexen Yeranderlichen s^, • • •, bezeichnen. Die 
Aquivalenz der beiden Forderungen erkennt man, wenn man beacbtet, da 6 jede der 

Q=p 

p GrroBen ul — ^--k^., r=i, 3 ,•••,?, eine partikulare Losung der Differentialgleicbung (2.) 

(,=1 

ist, und daB jede Funktion von partiknlaren Losungen wieder eine Losnng der Diffe- 
rentialgleichimg ( 2 .) bildet; weiter aber aucb beacbtet, daB die genannten GroBen, als 
Funktionen von • • •, betracbtet, die von Null verscbiedene GroBe (— If e^) 

als Funktionaldeterminante besitzen, also durcb keine Eelation verkniipft sind, und dafi 
jede Losung der Differentialgleicbung (2.) als Funktion von irgend p unabbangigen parti- 
kularen Losungen dargestellt werden kann. Ersetzt man jetzt nocb in der Differential- 
gleichung (2.) die Funktion L durcb den auf der recbten Seite der Gleichung (1.) stebenden 
Ausdruck, so erhalt man scblieBlicb zur Bestimmung der Funktion ^ • • •, e^) die 

Differentialgleicbung: 


( 4 .) 


q = p 

-2P 

5=1 I 


Q—pa—p 

+ 2 ' 2 ' 4 “’ 

^ = 1 (7=1 


P 

1 


, dA\ dul 
‘ ds^J dz 


Das in der gewonnenen Differentialgleicbung vorkommende zweigliedrige Aggregat: 




Q=p 


()=p a=p 
Q=la=l 4 


dul 

dz 


ist eine in T' einwertige Funktion der komplexen Veranderlicben z, die, wie unmittel- 
bar zu seben, in je zwei entsprechendenPunkten^'*', eines Scbnittes u,. oder c,. (v=i, 2 , -.,p) 
denselben Wert besitzt, die aber aucb, da 


langs 


p 

z 

+ 

II 

ba 

1 ^ 

1 

8 

1 1 1 

1 ® 




2 dul 
p dz ^ 



-2 


dul 
da ' 





dul 
dz ’ 


ist, und die bierbei in runde Klammem eingescblossene Summe nach (3.) den Wert 
bat, in je zwei entsprecbenden Punkten aP~ eines Scbnittes (r=i, 2 ,-.-,p) denselben 
Wert besitzt. Die Funktion %{z) ist also eine A-Funktion. Beacbtet man dann noch, 
daB fiir den Punkt {?=i, 2 ,--.,p) das erste Glied des Aggregats unendlich wird 

wie —das zweite Glied wie - (2 wegen (3'.) wie - 7 -^ , und 

z-s^’ \jti ^ 


33* 
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daB daher die Fimktion ^(z) fur den Punkt ^ = (?=i.2,-- ^p) stetig ist, daB sie dagegen 
das den Punkt 0 = 1 , 2 , («,,-lj-nial entkaltende Punkts^^stem a^, •••, cCr, •••, a,. 

oder auch. nur einen Teil desselben als System der 00 ^-Punkte und das den Punkt 

co^ 0^-f-li-mal enthaltende Punktsystem ooi, • • •, oo^;-; 00 ^, •••, 00 ^ als Be- 

standteil des Systems der 0^-Punkte besitzt, so erkennt man (s. Seite 171), daB eine 

Funktion ^ ist, und daB daher eine Gleichung von der Form; 

€1 Z 




dul 

dz 


besteht, bei der die < 7 = 1 , 2 ,...,p, yon z freie, also nur von e^, • • •, abbangige GroBen 
bezeictinen. Aus dieser Gleicbung gebt, wenn man %{z) durcb seinen Ausdruck ersetzt, 
die Gleicbung: 


(5.) 


A? 


Cr=:j 5 

-'2 2cfF 

^ = 1 C7=l ^ 


dz 


dir 

= ^ dz 
<7= 1 


bervor, und die Subtraktion dieser letzteren Gleicbung von der Gleicbung (4.) liefert 
dann die mit der Dbferentialgleicbung (4.) aquivalente Differentialgleicbung: 


( 6 .) 



d'^a _ 

dz ^ 


Genugt aber eine Funktion A =-dieser Differentialgleicbung, so geniigt sie, 
da die ^ Funktionen < 7 = 1 , 2 ,•..,p, linearunabbangig sind, aucb dem Systeme der 

j) Differentialgleicbungen; 

() = 1 ? 

Oder dem damit aquivalenten, durcb Aufldsung nacb den GrdBen r=i, 2 ,...,p unter 

O^v 

Beacbtung der Eelationen (3'.) entstebenden, Systeme der Differentialgleicbungen: 


P-) 


"dA d It *•' 


7 '= 1 . 2 ,- ■,p, 


wie umgekebrt. 

Damit ist bewiesen, daB die Forderung, die in (1.) vorkommende GroBe A{b^,”-,8^ 
in der zu Anfang angegebenen Weise zu bestimmen, sicb mit der Forderung deckt, das 
System der^? Differentialgleicbungen (7.), bei dem K„ • • •, die durcb die Gleicbung (5.) 
vollstS,ndig bestimmten Funktionen von e^, • • •, bezeicbnen, zu integrieren. 

Es soil jetzt gezeigt werden, daB eine Funktion ej existiert, welcbe 

dem Systeme der y? Differentialgleicbungen (7.) genflgt. Zu dem Ende bat man die 
recbte Seite der unter (/.) stehenden Gleicbung in eine andere Form zu bringen. 
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Man lasse in der Grleicliung (5.) z gegen e,, konvergieren und gehe zur Grrenze 
liber. Es ergibt sicli so, unter Berilcksichtigung von (o'.j, fur den auf der recMen Seite 
von (7.) stehenden Ausdruck die Grleicbung: 


Q=p 

{T = l ^ ^1/ 


+ limjp 




a=ja 

7=1 


du^ 

dz 


1 

r 


wobei der am Summenzeicben stebende Akzent andeuten soli, da6 bei der Summation 
fur den Index q der Wert v auszuscbliefien ist. Beacbtet man dann, daB fur das Gebiet 

des Punktes e,, die Entwicklung ^ + ^^ 7 ^ (-s'— f,.) d-, also auch die Entwicklung: 

OjZ (I E~ ^ ' 


{y = p 


bestebt, und daB 



2d^ 

0=1 

o=p 

cr = 1 

dsl i 


dui 


a=p 

(r= 1 






ist, so erkennt man zunacbst, daB man der Gleicbung (7.) aucb die Form: 


( 8 .) 


_ ^"V' p 
1 




geben kann. Der bier auf der recbten Seite stebende Limes deckt sicb aber mit dem 
Werte, welcben die in Art. 8 des vierten Abscbnittes (s. Seite 119, 123, 132) definierte, 
zu der ebendort durcb die Gleicbung: 


(9.) 


^=1 


u ! yj ^ — 1 


a=p 

■2 

0=1 


dargestellten Funktion F[z) als Derivierte geborige Funktion f{z) fiir z= e, besitzt. Er- 
setzt man dementsprecbend auf der recbten Seite der Gleichung (8.) diesen Limes durcb 

so erbalt man scblieBlicb das mit dem Systeme (7.) bquivalente System: 

de^ ’ 


( 10 .) 




1 = 1 , 3 ,' 


und erkennt dann sofort, daB die allgemeinste dem Systeme der ^Differ entialgleicbungen (7.) 
genugende Funktion yi durcb die Gleicbung: 


( 11 .) 


«,) = 2 ‘ ”2 f I' + 2F(?^ +1“ ^(* 1 - • • ■> 

r= 1 ^ = v + l ^ 1’= 1 


bei der c eine von e^, • • •, unabbangige GroBe bezeicbnet, dargestellt wird. 
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Den so fur erhaltenen Ausdruck fuhre man nun, nachdem man 

durch den ihni auf Grund der Gleichung (9.) entspreclienden Ausdruck ersetzt hat, in die 

die Funktion X1 ^ definierende Gleichung (1.) ein. Man erhalt dann schlieBlich fur 

die Gleichung: 


die Funktion L ' ^ 
L 


* c S 

h h = — y p f 


-I'iVb?:: +'TM+^)p 

v = lQ = l " » r = lz=:l 


v^p y. = g 


(S = p V ssp 


+ \nJ{eu-^p)+~f" T P +2]2 J'(0.+ 1)««+5> 


r = l ^ = v + l° ff=:lv = l 


bei der c eine von freie Konstante bezeichnet. 


4 . 


Man definiere jetzt mit Hilfe der soeben gewonnenen Funktion L eine neue 
Funktion G der j) H- 1 GroBen z, £i, • • •, Sp, indem man 


14.1 


(13.) 

Oder, was dasselbe, 




G 






— c 


(0 

•••0 

«i| 

y.hf 0 


...0 

r 

lyr-i 

V 



/ V 

£i 


h 

'J 

(0 

V 

... 0 

00 J 


°°9 

... 0 

°°Q 

1 P 

yg + 1 


du[^ 

dull' 

d fj d £, 

dBp 

dxi\^ duf 

du^p 

ds^ ds^ 

dsp 

du^^ du^^ 

dUpP 

ds^ ds^ 



Si 

... Q 

Si 


Ss 



Sa 

S3 

... 0 

Sa 



a==p v^p 


X • 


I 


xB 


p- 


1 


setzt, wobei 0 die in Art. 2 des funffcen Abschnittes definierte, der Delation 0 


Vi 

Vs 


- 0 


Vs 

Vi 


genhgende, Funktion ist, und lasse alsdann die den Punkten £i, zu Anfang des 

vorhergehenden Artikels auferlegte Bedingung fallen, betrachte also jeden di,eser Punkte, 
ebenso wie z, als einen in T' frei beweglichen Punkt. 

Als Funktion des Punktes z hat nun G die folgenden Eigenschaften. G ist eine 
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in T allenthalbon Ginwertige und stetige Funktion der komplexen Yeraiiderlich.en z, 
die in dem Falle 9^|i| (^i, • • •, ej ==_^ die p Punkte Si, • • als 0^-Punkte besitzt, in 

dein Falle 9i|i|(ei, •••, dagegen in der ganzeii Flache T den Wert :^sull bat, und 

deren Werte in je zwei entsprechenden Punkten z^, z~ der Begrenzung von 'I' in der 
Weise verknupffc sind, da6 


langs a, | G 

i 

= G 

i 

(S.) langs {G 


= G 

langs c,,{6' 

z+ 

= (? 


ist. 


' e=j> > 

K I 

. f=i J 


— 1 , 2 , • • - jP, 


Als Funktion des Punktes {a=i, 2 ,---,p) dagegen hat G die folgenden Eigenschaften. 
G ist eine in T' alientbalben einwertige und stetige Funktion der komplexen Yerander- 
lichen die in dem Falle, wo •••, ej =^—1 ist und auch nacb 

I ^ I 

Aufliebung der Scbnitte a,l),c, mit keinem dieser Punkte Sy, £„-i, e^, zu- 

sammenfallt, den Punkt z und die p — 1 Punkte des zu •••, fp gehorigen 

Eestpunktsystems einer Funktion ^ als 0^-Punkte besitzt, in jedem anderen Falle da¬ 
gegen in der ganzen Flache T den Wert Null bat, und deren Werte in je zwei ent¬ 
sprechenden Punkten der Begrenzung von T' in der Weise verknapfb sind, daB 


langs a,, j G 
(S„.) langs l^^G 


"O — 1 ‘'ff +1 


- tr —1 ^(7 ff +1 
Z 


= G 


G 


'^a—X a ^a + X 
Z 


, c c-c .... I 

* *( 7—1 ^(7 ^!P\ P \ / 


langs c„{(t 


■ff -1 a *ff+l 
Z 


G\ 




ff+i 




ist. PHr die Ableitung der zweiten unter (8^^.) 
die Form: 


G 


h • 


^(7 ^a + X 
Z 



-1 *=<7 ^a-X-X 


stehenden Eelation, der man auch 


f=£r —1 

- 2 ; 

t=i 


- 2 ? 

e=(7+i 


— h I — CL 
V V j I' V 


geben kann, ist die im vierten Abschnitt am Schlusse des Art. 8 aufgestellte Gleichung 
zu benntzen. 

Man verstehe jetzt unter s[,- • p beliebig gewa^hlte Punkte der Flache T , verbinde 
diese Punkte durch p Kurven A\, • • •, welche die Schnitte «■, &, c beliebig oft schneiden 
dhrfen, mit den in Art. 1 angenommenen Punkten beziehungsweise und be- 
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zeichne mit irgend ]) diesen Kurveu beziehungsweise angehorige Punkte. Mit 

Hilfe der fur cr = 1, 2, • • •, geltenden Grleichungen (S„.) laBt sich dann die durch die 
Gileichung fl4.) zunachst nur fur die Flache T' definierte Funktion G bei festgebaltenem g, 
als Funktion der koinplexen Yeranderlicben s^, • • •, von der Stelle bis zur 

Stelle (£[r“f£p) den Kurven ^ntlang fortsetzen. In dem speziellen Falle, wo 

die Kurven A^, • • •, A:^ vollstandig in der Flacbe T' verlaufen oder nur irgendwelche der 
Schnitte c schneiden, ist der durch diese analytische Fortsetzung ftii' die Stelle (4? •••, 4) 
sich ergebende Wert mit G ^ identisch. Uberschreitet dagegen der Pimkt (ff=i, 2 .- - .,p) 
bei seiner Bewegung auf der Kurve von bis den Schnitt m^^-mal von der 
negativen auf die positive Seite und niff^,-mal von der positiven auf die negative Seite, 
den Schnitt xi^^-mal von der negativen auf die positive Seite und n^v-inai von der 
positiven auf die negative Seite, sodaB also, nach der in Art. 1 aufgestellten Definition, 
der Kurve in bezug auf den Schnitt a„ die charakteristische Zahl m,,,.—in bezug 
auf den Schnitt die charakteristische Zahl tt,,,.—Tiff,, zukommt, so erhalt man auf 
G-rund der Gleichungen (Sy.), nachdem man uoch zur Abkiirzung 

a=p a=p 

2 (niff - lUff,) = A,„ 2 Oh V - ttff J = f/„ 

( 7=1 0 -=l 

gesetzt hat, bei analytischer Fortsetzung der Funktion G langs der Kurven ‘ • ‘,^'p far 
die Stelle den Wert: 




i==p 

S Op. Oft! 


Das Symbol soU die Charakteristik des Kurvensystems A\, • • •, genannt werden. 

Zu jedem Kurvensysterae A\, •••, gehdrt nur eine Charakteristik, wahrend umgekehrt 
ein vorgegebenes Symbol unbegrenzt vielen Kurvensystemen als Charakte- 



t, • • • Cjf, 

^ f 9i -h d'l ■ 

' 9p-{-gp] 

®1 ‘ 

Ifej ••• Ajj 

s 


• -^p-^-Ti'p) 1 


tion G von der 

Stelle (xi, • • 

bis 

zur S 


welche man erhalt, wenn man die Funk- 


Kurvensystems mit der Charakteristik das andere Mai langs eines Kurven- 

systems mit der Charakteristik + analytisch fortsetzt, durch die Gleiohung: 


S'l • • • 4 


z 



“ *•“ a/cp' + hpnij - 2 Z <^pp'9p9'u' 


P=i 


verknflpffc sind. 


X e 
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Die Funktion G 

z 

von a, (x> versckiedene, der 
die Differentialgieicliung: 


erfiillt auf Grund der Gleichungen (2.), (13.) filr je 
Bedingnng =4= 0 geniigende Punkte z, e^, • • 


da 

dz 


Q=p / a = p , - 




= 0 


Oder, was dasselbe, die Differentialgieicliung: 


(17.) 


da 

da 

da 

ds 


dsp 

du\ 


dulp 

dz 


dip 

didp 

d%d^ 

dUpP 

dz 

cZfj 

dsp 


bei der ^ ^ ^ ± ‘ i-sk Diese Grleickung soli jetzt in eine andere Form ge- 

brackt werden. 

Man verstelie unter /, e[, •••, irgend nur der Bedingung (si, • • •, b'^=p 

unterworfene Punkte der Placke T' und nehme, der einfackeren Darstellung wegen, an, 
da6 das Punktsystem ^i, • • •, 4 Gruppe zusammenfallender Punkte enthalt und 

da6 zudem diese Gruppe durch die Punkte e^, •••,£' gebildet wird. Fur eine 

gewisse Umgebung der Punkte z, •••, gilt dann die Entwicklung: 


G 


m = 00 TTlx^OO 
I m—0nii = 0 


m^ - ■ -nir, ^ 


m 


Z P. 


bei der die Koeffizienten e nur von den Punkten z, e^, •••, Bp abhangen, ^ = z — z oder 
1 . —-L 

— Oder endlich ^==z ' ist, je nachdem z ein gewohnliclier Punkt der Flacke T 
Oder ein Punkt « mit der Ordnungszahl v-1 oder ein Punkt oo mit der Ordnungs- 
zahl t - 1 ist, und allgeinein z^ die auf Seite 250 fiir einen beliebigen Punkt 

definierte GroBe ist. Da die Funktion G 


Zalilen I, 2, p der Gleicliung G 
filr G 


= G 


filr jede Permutation ri, • ^ Vp der 
geniigt, so kann man in die soeben 


aufgestellte Entwicklung an Stelle der den Punkten s[, s, entsprechen- 

den GrdBen z^, z, die in Art. 2 durch die Gleichungen (T.) definierten GroBen 
einfubren, und tyiati erhalt auf diese Weise eine Gleichung von der Form: 


P-E, II. 


34 
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G 


jn = 33 lUl = 30 »lj, = =0 

XT 'V "S? ym-inh . m „ms+i f,mp 

^ 2i’" 2i h ’ ^s+l ? 

w = 0 T«i = 0 in = 0 


bei der die KoeffizienteB e Bur tob deB Punkten z, £i, • • abhangen. Beachtet Bian 
BUB, da6 auf Gruad dieser CTleichung 


<72 


cG 


= A 


ist, da6 entsprechend, wenn niaa 


cG 

dt 




■ 

dz ’ 




dz^ 


dG 

dG 

d2p 

17^’ 


1 

II 





C = *+1, 

* + 2, 








• ■+ 


setzt 

und die 

GroBe 

wie 

es schoa ia Art. 

2 geschebea ist. 

^11 • • • 

7 J 1 J 

• • •, Zp betrachtet, 

fiir a = 1, 

2, • • ■,p 

die Gleicbuagea: 





dul ^ 

dill dt 






(Is 

dt dz ’ 




du: 



A dz, 

diij duj dz, 






J ds^ ’ 





9 = 

= Ij 2, • • 


^33 4+1, »+2,- ■ -jP, 


(ff=l,2,-- -.ji) 


bestehea, und fiihrt die so gewoBneaea Aasdrucke ia die Gleichuag (17.) eia, so geht 
diese Gleichaag, aach Uaterdruckuag des yob PTall verscMedeaea Faktors iiber ia die 
Gleicbuag; 


cG 

cG _ 


oG 

dG 

dt 

dt]^ 

. 


dZp 

du\ 

dtc^ 

dtoi 


du\p 

dt 

dtj^ 


d^,+x 

■■ dZp 

dul 

SiCp 

dwp 

duy‘-^^ 

dupp 

dt 

dt^ 


d^ + i 

dz 

p 


0 , 


bei der 


dw^ dUpP 

dt. dJ^ 


ist. 


Nachdeni so die Diflferentialgleicbuag (17.) ia eiae aadere Form gebrackt ist, 
lasse maa die Punkte z, e^, • • •, sich dea Paaktea 2 \ s[, •••,£), bezieliuagsweise uabe- 
greazt nahera, uad beachte, dafi daaa jede der GrOfiea k, • * k, gegen 

Null, die Grofie auf Gruad der Gleicbuagea ((Si^.) des Art. 2 gegea 


koavergiert. Bezeiclmet maa aun aoch die Greazwerte der mit 


•i k, 





sich stetig andernden GrroBen —, ~ (^= 1 , 2 , 
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dG 


8 s, 


((? — »+ij ■ 


m, (ifi 


beziehungsweise, so erhalt man aus der vorstehenden Gdeichiing die G-leiclinng; 

dG \ ( dG 
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P—) 

\8sJ, 


(18.) 




dG \ / dG 
A \ ^^1 y 0 

d%i\ \ / dul^\ 

A \ A 


du% 

~dY 


dul'- 

dz. 


1 J 0 


K 

d^ul^ 

ds\ 

dz^. 


0 \ /o 




0 \ ^^^s+1/0 


duA^+^ 


dG \ 
8^pJq 

dtil‘ 


"'p / 0 


dz 


du{‘ 

dz^ 


d^ 
dz\ /Q 


s+i / 0 


j 5.9+1 

dii,^ +1 


du^^ 

dz 


'p J 0 


= 0 , 


dz 


»+i /o 


bezeicbnet, die wegen 


bei der z/q die Determinante 

9^1 11 ‘ ‘^p) ==P von Null verschieden ist. — Die erbaltene Dleicbung gilt auch noch fiir 

den Fall s=l, oder was dasselbe, fiir den Fall, daB die Pnnkte s[, • • •, ^ samtlicb von- 
einander verschieden sind; 4 ist dann mit identisch and an Stelle von (1^)^ tritt (^\’ 

Die gewonnene Dleichung (18.) enthalt die Dleichung (17.) als speziellen Fall. 
Sind namlich die Pnnkte s[, • • •, s'^ samtlich voneinander verschieden und befindet sich 
zudem unter den Punkten 0 , e[, • • •, e), keiner der Pnnkte ce, 00, so ist — 

— A <he Dleichung (18.) geht, wenn man noch bei den DroBen 

Akzente unterdruckt, tlber in die Dleichung (17.), 

SchlieBlich moge noch beinerkt werden, daB die Dleichung (17.) und daher auch 
die aus ihr abgeleitete Dleichung (18.) in Kraft bleibt, wenn man darin unter G den 


durch die Dleichung (15.) definierten Ausdrnck 


versteht. 


5 . 


Die im vorhergehenden Artikel fur irgend einen Punkt s der Flache T' und p 
in der Flache T frei bewegliche Pnnkte definierte Funktion G der DroBen 

2 , e^,- ■ soil jetzt auf Drund der Dleichung: 


(G.) 


^IL 

M=P 

fi = X /t = 1 t/ 


p=zp ^I = p pt 

/< 

p = i ty 
y.p 


dll. 


W, 


tu. 


j.t = X 


pi 


bei der die in Art. 2 charakterisierten, der Bedingung 9 ^|i|(jci, • • •, jcJ =_p 

geniigenden Punkte der Flache T' sind, als Funktion der j? + l Yeranderlichen 2 , •••, w_p 

betrachtet werden, und es moge dementsprechend 


34 
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(19.) Ci = u(/, n\, •••, w^) 

gesetzt werden. 

Mit Hilfe der in Aid. 2 gewonnenen Eesultate laBt sich zunachst das Verhalten 

von E als Funktion der Veranderlichen u\, " in dem durch die Grleichung (G.) 

unter Hinzunahme der Bedingung SlM.fei, Bp) =2^ definierten, schon friiher mit W—W 

ur 

bezeichneten Bereiche feststellen. Bei dieser TJntersuchung wird man zweckmaBig von 
dem durcb die Gleichung: 


(G'.) 


.u = p / 7 '“ P=P fi=P /?■ 

+ ^ + 2 chc^ = 

P=1 /< = 1 u = l 


Wi 




unter Hinzunahme der Bedingung 9tni(€i, - • definierten, einen Teil des Be- 

Ur_ 

reiches W—W bildenden Bereiche {W—W} ausgehen. Man erkennt unmittelbar, daB 
fdr einen beliebigen Punkt (iv) dieses Bereiches {W — W] der Weid der Funktion E 
durch die Gleichung: 

( 20 .) 

geliefert wird, wenn (fi, •••, e^) die dem Punkte (ty) entsprechende Losung der Glei¬ 
chung (G') bezeichnet. Beachtet man dann, daB der auf der rechten Seite dieser Glei¬ 
chung stehende Ausdruck in bezug auf die GroBen eine Funktion 

von der in Art. 2 charakterisierten Art ist, so erkennt man weiter, daB E(z, w^, • • •, 
in dem Bereiche { W— W } eine allenthalben einwertige und stetige Funktion der kom- 

plexen Yeranderlichen il\, Wp ist und daB die Derivierte fiir den Punkt (tv') 

des Bereiches ( W— W } dargestellt wird durch die der SchluBformel des Art. 2 ent¬ 
sprechende Formel; 


(21.) 

\ J«i = ie' 


du\^ 

dZy 


dz^ 
dG 

/o 

dz. 


dz^ 


dzi 


dz{ 

dG 


dz\ 




dz 


»+i / 0 


\dz 


s + Xf Q 

dG 


^^*+1 / 0 




du\^ 

dz^ 


dz 
dG 

/o 

dul\^ 
^^P /o 


du/ 

dz„ 
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bei der zur Abkiirziing G an Stelle von G 


steht unci im ilbrigen, der einfacheren 


Darstellung wegen, wiecler angenommen ist, claB die dem Puukte (^lu) entsprecbende 
Lbsimg (e^, • • •, e^) der Gleicbnng (G'.) nur eiue G-ruppe zusammenfallender Puukte ent- 
kalt und da6 zudem diese Gruppe durch die Punkte 6[, • • •, si gebildet wird. 

Man gehe jetzt zu deni durch die Gleichung (Gr.) unter Hinzunahme der Be- 
dingung • • •, ej definiertenj, den Bereich [W—W] als Teil enthaltenden Be- 


reich TP—TP tlber, nehme also an, da6 die in der Gleichung (G.) vorkomnienden Inte- 
grationswege die Begrenzung der Flache T' uberschreiten diirfen. Geht man dann 
in W—W von dem dem Bereich [TP—TP} angehorigen durch die Gleichung: 


' '\2 I • • • I 

fl = t fl = X 

definierten Punkt auf irgend einem Wege zu einem anderen Punkt (tu) des 

Bereichs TP —TP, bezeichnet das diesem Punkt («?) auf Grund der Gleichung (G.) ent- 
sprechende, von dem Wege 3K vbllig unabhangige Punktsystem mit versteht 

unter h^, ■ • \ die durch die Gleichungen: 


ft=p fi = p p'- v=p (.I=p p=p 

(G.) + ^ du^,~^g,a^,,-]ipni = w^ 

/< = 1 iH=lt// v = X /ii = l it = l t// r = l 




eincleutig bestimmten ganzen Zahlen und setzt die Punktion JE auf irgend einem inner- 
halb TP —TP von bis (lo) verlaufenden Wege 2B im AnschluB an die entsprecbende, 
in Art. 4 ausfuhrlich behandelte, Fortsetzung der Funktion G analytisch fort, so erhalt 
man den Wert der Funktion E fur den Punkt {tu) dargestellt durch die Gleichung: 


( 22 .) 



••• 7ip I 




• • £p 




Beachtet man dann, daB der auf der rechten Seite dieser Gleichung stehencle, durch 
die Gleichung (15.) des Art. 4 bestimmte Ausdruck in bezug auf die GroBen £i, • • •, eine 
Punktion - s^ von der in Art. 2 charakterisierten Art ist, so erkennt man, daB 
• • •, wj in dem Bereiche TP—TP eine einwertige und bei endlichen 
anch stetige Funktion der komplexen Veranderlichen • • •, w^, ist und dafi die Deri- 

vierte ^ fiir irgend einen dem Bereiche TP —TP angehorigen Punkt (w'), dem 

auf Grund der letzten Gleichung (G.) das Punktsystem s[, • • •, s'^ und die ganzen Zahlen 
9u'’-,gp, eiitsprechen mogen, durch die Gleichung (21.) dargestellt wird, 


wenn man 


darin unter G den Ausdruck 


versteht und im ubrigen. 
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der eiBfaclieren Darstelliing'wegen, auch hier wieder annimmt, dafi die dem Punkte {w) 
eiitsprecliende Losung (Si, * * •> der Gleicliiiiig (G.) mir eine Giuppe zii&aininenfalleiidei 
Punkte enthalt und dafi zudem diese Gruppe durch die Pimkte s[, ■ ■ e' gebildet 

wird. DaB die Derivierte sicli mit der Bach ^ geBOBiBieBen Derivierte des die rechte 

Seite der GleichuBg f'2-2.) bildeBden Ausdmcks deckt, leuchtet immittelbar em. 

Die GleichuBg l2'ij bestimmt zusaiamen Biit der ihr uBBiittelbar voraBgelienden 


Gleichung (G.) den ^Yert der Funktion UU, ■ ■ ■, w^) fiir jeden dem Bereich W—W 
angehorigen Punkt u\, • • •, u'j,. LaBt man, nnter g'l, - 9p, irgendwelche 

ganze Zahlen verstehend, an Stelle des Piinktes den ebenfalls dem Bereich 

jr~W angehorigen Pimkt w^,~29x%r ~ treten, so andert 


sich, wie die letzte Gleichung (G.) zeigt, das auf der rechten Seite der Gleichung (22.) 
stehende Punktsystem • • •, Sp nicht, dagegen geht fiir r == I, 2, • • •, p in + g^., 
in + h[. liber, und man erkennt dann, dafi infolge der Gleichung (16.) zwischen der 
linken Seite der so entstandeneu nenen Gleichung und der linken Seite der Gleichung (22.) 
die Beziehung; 


• • •, iVp-^9,apy~h'pni)==JE(0, tv^, • • •, tVp) 

>• = 1 r=l / 


xe 


fl^p fL=P ft'=P 

■2 2 —A' ^ ^ 

11=1 ^ > r 


besteht. 


Die Funktion AJ(>, w^, • • •, Wp) genfigt fur jeden Punkt z, ii\, ' ■ Wp des aus der 
Flache T' und dem Bereich W — W bestehenden Gebietes [T', W — W] der Differential- 
gleichung: 


(24.) 


fdE{z,w\,---,Wp) 



dE{z, Wi,-- -iWp) 

dwp 



= 0 


bei der ^ = z — oder — oder endlich 'Q=z ‘ ist, je nachdem z' ein gewohn- 
licher Punkt der Flache T oder ein Punkt a mit der Ordnungszahl r—1 oder ein 
Punkt CX3 mit der Ordnungszahl t—1 ist. Man erhalt diese Gleichung, wenn man in 
der Gleichung (18.) die auf der linken Seite stehende Determinante nach den Elementen 
der ei*sten Yertikalreihe entwickelt und die fur ^==1,2, • • •, i? geltende Gleichung (21.) 
beachtet. Diese Gleich ungen beziehen sich zwar nnr auf den speziellen Fall, wo die dem 
Punkte (w) entsprechende LOsung (ei, • • •, e'p) der Gleichung (G.) nnr eine Gruppe zn- 
sammenfallender Punkte enthalt und zudem diese Gruppe durch die Punkte (io^p) 

gebildet wird. Man erkennt aber ohne Muhe, daB die bei irgend einer anderen Be- 
schaffenheit der in Rede stehenden Losung (/i, • • •, 4) ^ Stelle der Gleichungen (18.) und 
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(21.) tretenden Gleichungen, in angegebener Weise verbunden, stets wieder die Grlei- 
chung (24.) liefern. 

Die Eesultate der in diesein Artikel dnrcbgefiihrten Untersuchungen lassen sich 
jetzt in den folgenden Satz zusammenfassen: 

„Die durcli die GleicJiung (22.) in Verbindung mit der Gleiclmng (G.) fiir jeden 
Pmilct z, w-^, • • •, iVp des Gebietes [T', W—W] ihrem Werte nacJi voUstcindig bestimmte Funh- 
tion E{z, , iVp) ist in diesem Gebiete eine eimuertige und bei endliclien • ••, auoli 

stetige Function der jg-\~l homplexen Verdnderliclien z, iv-^, - •die in derselben Aus- 
delinung der Bifferentialgleichung (24.) genilgt und beim Ubergang des Systems w'^, • • •, in 
ein zu Him hongruentes System sich der Gleiclmng (23.) entsprechend iinderB' 


6 . 


Durch die Untersuchungen des vorliergehenden Artikels ist das Verbal ten der 
Funktion F[z, in dem aus dern 2jp-dimensionalen Eaume W durch Aus- 

scheidung der (2j:) — 4)-dimensionalen Mannigfaltigkeit W entstehenden Bereich W—W 
festgestellt. Die Mannigfaltigkeit W selbst ist durch die Gleichung (G.) unter Hinzu- 
nahine der Bedingung 9fi:jij(£i, • • •, £j,) definiert. Fiir jeden Punkt (w) dieser Mannig- 

_ |i| 

faltigkeit W besitzt die Funktion E{z, il\, • • •, auf Grand der in Art. 4 aufgefuhi’ten 
Eigenschaften der Funktion G den Wert Null, und es gelten infolgedessen die fiir den 
Bereich W—W abgeleiteten Gleichungen (22.) und (23.) auch noch fiir die Mannigfaltig¬ 
keit W, also fur jeden Punkt des Eaumes W. Es soil jetzt bewiesen werden, daB die 
im Bereich W—W allenthalben stetige Funktion E{z, • • •, w^) auch noch . fur jeden 
der Mannigfaltigkeit W angehdrigen Punkt (tu) = (w) des Eaumes W stetig ist, oder, was 
dasselbe, daB der Ausdruck E{z, % ^ bei dem Ih, • • •, \ irgend welche 

ihren Moduln nach eine positive GrdBe H nicht uberschreitende komplexe GroBen be- 

zeichnen, mit H gegen Null konvergiert. _ 

Man denke sich in der Mannigfaltigkeit W irgend einen Punkt (w) fixiert. Das 
ihm entsprechende Wertsystem sei • • •, Zu diesem Wertsysteme gehoren, auf 
Grund der Definition der Mannigfaltigkeit W, unbegrenzt viele Losungen (gj, • • •, der 
Gleichung (G.). Irgend eine dieser Losungen bezeichne man mit (ii,---,ip); es besteht 
dann die Gleichung: 


( 25 .) 



f.i=p \ 

I du\ 
^=1 J J 


und es ist zugleich Stiidei, • • •, <P oder, was dasselbe, es existieren unbegrenzt viele 

u 
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Funktionen kei denen das Puiiktsjstem fi, • • •, in dem Systeme der charakte- 

dz 

ristischeii Punkte entlialten ist. Man greife eine dieser Fimktionen heraus und be- 
zeicline das ibr zokommeude System der cbarakteristiscbenPunkte mit e^, •••, e^, %, 

Es soli nun zuiiacbst ein ausgezeicbneter, den Punkt (w) im Inneru entbaltender 
Teil des 2i;-dimensionalen Raumes TT^ abgegreiizt T\wlen. Man wable im Innern der 
Flacbe T pl Punktsysteme • • •, S;\ r=i, 2 ,-;p+t, von der Art, dafi iinter den^^(^9 + 1) 
Puiikten dieser Systeme weder zusammenfallende nocb Punkte a, oo nocb aucb Punkte 
des vorber bestimmten Systems ij, •••, -2 vorkommen und daB zudem fiir 

y ^1^2, -‘, 2 ^-{-1 ist- Infolge dieser Wahl lassen sicb im Innern 

hi 

der Flacbe T urn die +1) Punkte ’li’.f.'-'.’rh ^Is Mittelpunkte ^ 9(^9 + 1), den- 
selben Radius r besitzende, vollstandig getrennt liegende und keinen der Punlcte 
??i, • • •, Vp-^ entbaltende Kreisflacben abgrenzen. Setzt man alsdann, unter 

venlnderlicbe komplexe GroBen verstebend, 


(26.) 


fi=p r*' M=P , , 

/■'W., C-W,> 


(v=l, 2,...,|j+l) 


und beacbtet, daB nacb dem auf Seite 250 Bewiesenen 
der Moduln von die Entwicklungen: 

fiir binreicbend kleine Werte 

71^=: 00 

np=co 



. y A*-!) 7,«i . . . 

]fp 

tVp , 

>Ji = 0 

np = 0 


(27.) . 

. 

• • (v=l,2,.-.,^3+1) 


np = co 


:s-- 

ni=0 

. piyp) 7,jji 

% = 0 

K" 


besteben, bei denen die Koeffizienten nur von den festen Punkten abbangen, 
und speziell die p Koeffizienten • • •, samtlicb den Wert Null besitzen, so 
erkennt man, daB sicb eine positive Zabl E' von der Art angeben laBt, daB nicbt nur 
in dem ganzen durcb die Bedingungen mod^ AT', • • •, mod< jff' definierten Gebiete 
die vorstebenden Entwicklungen gelten, sondem aucb die dadurcb als Funktionen der 
komplexen Yeranderlicben h^, • • •, dargestellten GroBen die Bedingungen 

mod r, • • •, mod ^ ^ erfullen, oder, was dasselbe, die den GroBen 

entsprecbenden Punkte in den Kreisflacben beziebungsweise liegen. 

Yerstebt man jetzt unter H eine der Bedingung E<E' genugende positive 
veranderlicbe GroBe und bezeicbnet mit By dasjenige Gebiet des 2_29-dimensionalen 
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Eaumes TF, welches nur die den Bedingungen mod 7^, ^ mod 7^,^ ^ ^ gentigenden 

Pimkte (iv -f 7i) enthalt, so ist damit eiii den Punkt (w) im Innern enthaltender Teil 
des 2j^-dimensionalen Eanmes W bestimmt, dessen samtliche Punkte durch die folgen- 
den chaiakteristisclien Eigenschaften ausgezeichnet sind. Das irgend einem Punkte 
(w -f 7i) entsprechende Grofiensystem. (7i) laBt sich immer und nur auf eine Weise in 
die durch die Gleichung: 


(28.) 


/i) = (_^ du 

4 




bestimmte Form bringen, wobei der Punkt 4^ in der Kreisflache JQ”) liegt, auch der 
von dj;') nach a^} fuhrende Integrationsweg, wie durch den Strich am Integralzeichen 
angedeutet sein soil, ganz in verlauft, und zudem die, immer der Bedingung 
3^|i|(«iV • 4’'^) gentigenden, Punkte ufV • sich den Punkten df'^, • • •, be- 

ziehungsweise imbegrenzt nahem, wenn die positive Zahl H und damit auch die Grohen 
• • •> \ gegen Null konvergieren. 

Das irgend einem Punkte [w + 7i) des Gebietes entsprechende Wertsystem 
+ 7^11 • • • i 4 7^ laBt sich nach Art. 1 immer in der durch die Gleichung: 


(29.) {w + 7i) = ( 

\u = l a = l tj ) 

y.fc 

bestimmten Form darstellen und zwar nur auf eine Weise oder auf unbegrenzt viele 

Weisen, je nachdem bei einer solchen Darstellung 9ftM|(ei, •• •, e^)=^ oder •••, e^)<:P 

ill |i| 

ist. Durch die Gleichung (29.) wird also der Totalitat der Punkte [w + Ji) des Gebietes 
Ejj^ eine mit Ej^ zu bezeichnende Totalitat von Punktsystemen • • •, zugeordnet. 
Nimmt die veranderliche positive GroBe S' ab, so treten zugleich Punktsysteme • • •, 
aus der Totalitat aus. 

Zu jedem in T' liegenden System von p Punkten exist!ert unter den p i-1 zu 
Anfang konstruierten Kreisflachensystemen Ki''\ • ■ v=i, 2 ,...,p+i, wenigstens eines, 
welches keinen dieser Punkte enthalt. Es lassen sich daher die samtlichen in E^ ent- 
haltenen Punktsysteme e^, • • •, derart in ^ + 1 Gruppen ^ ordnen, daB 

die Gruppe ausschlieBlich Punktsysteme • • •, enthalt, welche aufierhalb des 
Kreisflachensystems • • •, liegen, und es ist damit die Dntersuchung der in 
enthaltenen Punktsysteme • • •, auf die Dntersuchung der in der Gruppe E^^ ent- 
haltenen Punktsysteme s^, • • •, Sp zuriickgefuhrt. 

P-E, II. 


36 
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Man eliniinier 0 nun, untBr v eiuG Zalil aus der HGiho 1, 2, + 1 \Gistehend, 

aus den Gleichungen f25.), (28.j, ^29.) die Grofien iv, h und bringe die so entstehende 
Gleicbung in die Form: 


(30.j 




■ M 


fi=zp u=p A 

^ / (lu + ^ / chi 

U = l*7 £Z = lt/ 


Da diese Gleichnng die Kongruenz: 


(31.j 


.11 =1 1 


p=P p=p ■ 


nach sich zielit, so existieit uach Pruberem zur Flache T eine Funlrtion A{z), welcbe 
fur den Fall, daB die beiden Punktsysteme ei, • • •, i^, d[’'\ • • und • • •, e^, 
keinen Punkt gemeinsam haben, das erste Punktsystem als System der oo^-Punkte, das 
zweite als System der 0^-Punkte besitzt, welcbe dagegen fiir den Fall, daB die beiden 
Punktsysteme einen Tell gemeinsam baben, das von dem ersten Punktsysteme nacb 
Entfernnng des gemeinsamen TeDs ubrigbleibende Punktsystem als System der oo^-Punkte, 
das von dem zweiten Punktsysteme nacb Entfernnng des gemeinsamen Teils ubrig¬ 
bleibende Punktsystem als System der 0^-Punkte besitzt. Diese, bis auf einen konstanten 
Faktor bestimmte, Funktion A{z) kann man nacb dem in Art. 9 des funften Abschnitts 
erbaltenen Resultate unter Yerwendung der zn Anfang dieses Artikels gewablten, das 
Punktsystem ij, • • •, • • •, als System der cbarakteristiscben Punkte besitzenden 

Funktion durcb eine Gleicbung von der Form: 


(32.) 


A{0) 


H=p 

2'S, 


djp 

< 

0 

Z 


dz 




dz 


du 

dz 


1.1 = p 

darstellen, bei der Si, *•*,2 ;,, c^, • • •, von z unabbangige, der Bedingung ^S^, = 0 

A=i 

unterworfene Grofien bezeicbnen. Die 2_p Konstanten Si, • • •, Sj,,' c^, • • sind in dem 
Falle, wo das Punktsystem •• •, • • •, keine zusammenfallenden Punkte ent- 

balt, durcb die 3jp —1 Gleicbungen: 


(33.) 


p=p 

^S, = 0, 



0 p = l \®%/o 
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(34.) 


(35.) 


fi=p 


dp 

d^v) 

0 

af'-) 




fi=p 

-\-yc 


dUnV 


u = i p 


0 , 


/t = i 


dP 

^jU 

0 

z 


dZf 


duu 


M=P 

^ \dz 
0 /<=! V^^'P/O 


= 0 , 


(5 = 1 , 2 , 


(' = 1, 2, •••,;5, 


verkinipffc, wobei jedocb zu beachten ist, dafi fur u = 1, 2, • • an Stelle der Gleiciiung 
des Systems (34.) die Gleichung 0 tritt, wenn der Punkt mit dem Punkt S^'> 
zusammenfallt. Befinden sicb dagegen in dem Punktsystem ?7i, • • •, 77 ^_ 2 , ei, •••, Grup)perL 
ziisammenfallender Puiikte, kommt also etwa ein Punkt ^ s-mal vor, so treten in den 
Gleicbungeiisystemen (33,), (35.) an Stelle der s dieser Gruppe entspreclienden Gleichungen 
die s Gleichungen: 


p=p 


rd^P 


0 



dzi 


/ii=p 


+ 2 


d^ 

dz^ 



a=l, 2 ,- 




und es sollen zugleich, wenn der Punkt | s'-mal (o^s'^s) im Punktsystem vor- 

kommt, die s' den Werten o' = 1, 2, • • •, s' entsprechenden Gleichungen dem Systeme (35.), 
die tibrigen s — s' dem Systeme (33.) zugeteilt werden. Welche Form aber auch im 
einzelnen Falle die 2p ~1 Gleichungen (33.) und (35.) haben mogen, sie sind wegen 
\^p^) immer linear unabhangig und bestimmen daher, dem vorher Be- 

U1 

merkten entsprechend, die 2p Konstanten S, c bis auf einen konstanten Faktor. Um 
diese Konstanten vollstandig zu bestimmen, sollen sie, nachdem man sie mit Hilfe 
ihrer Moduln 2, c in die Form gesetzt hat, schlieBlich noch den 

Bedingungen: 

(36.) = 0 (mod2n) 

^(—1 j(i — 1 jtt—1 ^—1 

unterworfen werden. 

Die Moduln S der Grofien S konnen durch Yerkleinerung der positiven GroBe H 
so klein gemacht werden, wie man will. Dm dieses einzusehen, beachte man zunachst, 
daB filr die in der Gleichung des Systems (34.) vorkommenden Derivierten von P 
die Entwicklungen: 


dP 


rU 


da^p 


^0 aM 




^ <s=¥q) 


^ + +41 (<'- 4 ’)+ 41 ( 4 ”- 4 '')'+ 

4r(«+41i« - 4"’) + 412(4'* - 4'*)“+ 


35 
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gelten, wobei die Koeffizienten nur von der GroBe die Koeffizienten nur 
von den GroBen abliaugen, und daB daher, wenn af gegen konvergiert, der 

die linke Seite der genannten Gleichimg bildende Aiisdruck: 


fi=p 


dP 






fi=p 

+ 

/z = l 


(hi^} ^ 
da^;> 


fX = J3_ 

bei dem wegen ^ keiner der Koeffizienten 2, o seinem Modiil nach die 

M = i /< = ! Q 

Zabl 2jf iiberscbreiten kanii, imendlich werden wurde wie ^Iso mcbt den 

Wert Null bebalteu konnte, wenn nicht die GroBe 2„ zugleich mit gegen Null 

konvergieren wurde. Beaclitet man nun nock, daB man diirch Yerkleiuerung der posi- 
tiven GroBe H die GroBen h^, \ und damit auch, den Gleicbungen (27.) zufolge, die 

p GroBen mod , ?=i, 2 .- •,p, so klein machen kann, wie man will, so erkennt 

man scblieBlicb, daB man nach Yorgabe einer beliebig Jdeinei^ positiven Zahl d die 
GroBe E stets so klein nehmen kann, daB die Moduln 2^, • • 2^ ftlr alle in Betracht 

kommenden Wertsysteme • • •, lip unter d liegen. 

Nach diesen Yorbereitungen soil jetzt das Yerhalten des auf der rechten Seite 
der Gieichung (Id.) stehenden Ausdnicks: 


dul^ du{- du\^ 

ds^ ds^ ds^ 

du\^ duf dul^ 

dsi dsn dsp 


(37.) 



X • 


x0 


1 


far die der Grappe Eg angehdrigen Punktsysteme e^, ■■■, Sp untersucht werden. Es 
empfiehlt sich, diese Untersuchung zunachst for diejenigen der Gruppe Eg angehorigen 
Punktsysteme Ct, ••*, durchzufuhren, welche weder Pnnkte a, oo noch zusammen- 
fallende Punkte enthalten. Zu dem Ende beachte man, daB man fiir jedes dieser unbe- 
grenzt vielen Punktsysteme s„ •■■,8p dem Gleichungensystem (35.) die Gestalt: 
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(35'.) 




dp 

dp 

0 



P- cl £„ 


/£ = ! Q 


geben karm, daB bieraus die fur = 1, 2, • • •,geltende Gileichung: 




(38.) 


dul‘ 

dup 

ds-y 

ds 

dup 

dup 

(Z£j^ 

ds^, 


U=P 
ft = l 


chip 

dup 

du{P 

cIb^ 

d£o 


dup^^ 

dup_T^ 





dul^ 

ds^ 


d £i> 


chif 

cls^ 


clP 


dP 

dp 

dP 

dp 

0 

h 

0 

£3 

0 


d 

h 

cl 


cl 


du 

h 

■rC + l 

du' 

fo 

>;~+ 1 

du\ 

'■p 

F 1 

~d 

h 

~~d 


~~d, 



dul^ 


ds. 


folgt und daB durch passende Yerbindung der Grleichungen (37.), (38.) die Grleichiing: 


(39.) = 


fi=i 
(n^l, 2,---,p) 


(9 


... 0 

s 

y'i-1 

(0 

“r 

f, 

...0 

«r 

^P 



00., 

... 0 

00, 

\'i+i 

(0 

00 

...0 

00 ^ 

\ '0 + ^ 

(0 

1 

h 

1 

).... 

2 

5 

^P 

) 


du\^ 


dup- 

ds^ 


(0 


So 


0 


xQ 

X 


dtip 


d 


d s 

p 

dP 


dP\^'^'\ 

0 


“ 1 1 

d£l 

d^p 


dup’ 

ds„ 


h 

... 0 




^p 



... 0 





• 


X0 


^p-i 


entsteht. Die auf der rechten Seite dieser Gleichung als Faktor von 2,, stekende, mit 
zu bezeichnende, Funktion der komplexen Yeranderlicben • • •, wird bei 
vollig frei in T beweglichen Punkten e^, • • •, nur dann unendlicb, wenn .irgend welche 
der Punkte sick dem festen Punkte unbegrenzt nakern, und sie kat daker filr 
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jedes der Mer in Betraclit kommenden Punktsysteme e,, • • •, die, als der Qrappe 
angehurig, samtlich aiiBerlialb der init dem festeu Radius r urn den Punkt abge- 
grenzteii Kreisflache liegeu, einen endlicken Wert. Deineiitsprecliend laSt sich eine 
positive Zahl if'"' von der Art angeben, da6 filr jedes dieser Punktsysteme 
die Beziehung mod C«=b2,•••,;>) bestelit, und die Gleicbung (39.) liefeit 

dann fiir mod Q^8i, • • *, 8p) die filr = 1, 2, • • •, jp gelteude Bezieliung. 

(40.) G mod ^ (ei, • • •, Cp) < (^0^ . 

Burch Addition der^} aus dieser filr x = 1, 2, hervorgehenden Ungleicliungen erhalt 

man endlich unter Benutzung der Gleicbung = 2— ^ 2^, die Beziehung: 

y.-l |U = 1 


( 41 .) 


t‘=p— 


22 >-y 2„ mod 6,) < U' S,,. 


/<=?- 


ft = 1 


y.^p 


i(^) 


x = l 


Beaclitet man nun, dafi nach vorher Bewiesenem durch Verkleineruug von H die 
GrOBen 2 so klein gemacht werden konnen, vrie man will, so erkennt man aus der 
zuletzt gewonnenen Beziehung, daB der Wert von " ‘>^p) zugleich mit E filr alle 

der Gruppe angehorigen Punktsysteme e^, • • *, der charakterisierten Art gleich- 
maBig gegen ISlull konvergiert. 

Die noch ilbrigen der Gruppe Ej^ angehorigen Punktsysteme Ci, • • •, 8 p unter- 
scheiden sich von den eben betrachteten dadurch, daB sie Punkte a, co oder zusammen- 
fallende Punkte enthalten. Zu einer und derselben Art mogen diejenigen dieser Punkt¬ 
systeme gerechnet werden, w^elche das den Punkt (o=i, 2 ,. -,r) m^-mal und den Punkt 

oo^ «^-mal enthaltende Punktsystem a^, • • *, %,-, a^, ■ • •, -? 

oo 9 » • * *5 CO 9 Bestandteil besitzen und bei denen der noch iibrige, keinen der Punkte a, 00 
mehr enthaltende, Teil aus t Gruppen zusammenfallender Punkte mit den Haufigkeits- 

zahlen Sj beziehungsweise besteht. Dabei ist dann -+ - \-n,^ 

+ Si4-+Si=jp. Bie Zahlen m, n konnen auch samtlich den Wert 0, die Zahlen s 

samtlich den Wert 1 haben; ausgeschlossen ist nur das, die schon vorher betrachtete 
Art von Punktsystemen Sp charakterisierende, Wertsystem 0, 0, %= 0, 

• • •, = Si=l, • • *, S;=l, Bafi die Anzahl der so unterschiedenen Arten eine end- 
liche ist, leuchtet umnittelbar ein. 

Bie vorher durchgefilhrte Untersuchung laBt sich nun mit geringen Anderungen 
auf jede der eben unterschiedenen Arten von zur Gruppe E^^ gehorigen Punktsystemen 
tibertxagen. Wird auch der Ausdruck • • •, e^) fur die Punktsysteme einer solchen 
Art zunachst unbestimmt, so liefert er doch, indem man jedes derartige Punktsystem 
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als Greuze eines Systems der vorher betrachteten Art aiiffaBt und uiiter Zahilfenahme 
von Reihenentwicklungen ziir Grenze libergebt, einen bestimmten fiir die betreffende 
Alt cliarakteristiscben Ausdruck, bei dem an Stelle der urspriinglicben Determinante 

^^ ' *" ~df^ Determinante steht, deren Zeile die -f % -f- • • • + ^ 2 -^ 


-j- Sj, -1- •••-[- S; = Elemente 


dti, 

ds 


du^ 

dz.. 




du\>- 

~dU 


«i/0 

duft 


dl^^u. 


dz'll^ 

^1 

d^t ify 


f d%(,, 


dz^y 


du 

IT 


«>i/0 


dz'i^ 


0 \ /o “^1 ''' ~ dW ' angegebenen Eeihenfolge entbalt. 

Fiir diese Determinante ergibt sich aber aiis dem im voiiiegenden Falle an Stelle des 
Gleicbiingssystems (35.) tretenden System die der Gleicbimg (38.) entsprechende Gleichung, 
mid es entsteht dann diircli Yerbindung dieser letztereii Gleichung mit dem fiir <2 (£ij • •'s Sp) 
ermittelten Ausdruck die im vorliegenden Falle an Stelle von (39.) tretende Gleichung. 
Yon ihr aus gelaiigt man durch die frilher angewandte SchluBv^eise schlieBlich wieder 


zu den Beziehmigen (40.), (41.) und damit zu dem Eesultat, daB der Wert von 
zugleich mit II fiir alle der Gruppe angehorigen Punktsysteme £i, • • •, 8p der bier 
betrachteten allgem einen Art und daher auch, da die Anzahl der unterschiedenen Arten 
eine endliche ist, fiir alle der Gruppe iiberhaupt angehOrigen Punktsysteme e^, 
gleichmaBig gegen Null konvergiert. 

Da die vorstehende Untersuchung fiir jede der p-h 1 Gruppen E^-^, + 

gilt, so ist damit auch bewiesen, daB der Wert von ej zugleich mit H fur 

alle der Totalitat E^ angehorigen Punktsysteme 8^, • • •, gleichmaBig gegen Null kon¬ 
vergiert. Beachtet man dann noch, daB die Punkte £i, • • •, mit den GroBen • • •, 

Wp-i- lip durch die Gleichung (29.) oder, was dasselbe, durch eine Gleichung von der Form: 




8=p n 


v=p 


+ • * I Wp-V = // du,~^g[au~ li^ni 


y.{i 


p=p fi=zp v = p 

+ ^ II dUp-^g,.ap-lipn% 

^=1 


/: = 1 

y-p 


bei der die g, Ji ganze Zahlen bezeichnen, verknhpft sind, und daB dementsprechend 
auf Grund der Gleichungen (22.), (15.), (14.), (37.) die Beziehung: 


(42.) 


E(0, + %+ 'hp) == 0 


0 


ff=sp Jls=sp 

2 2; 2;(a<r+i)<'' 

Q(s^,--‘,8p)e 


— 2 2 ; ~ ^ 2 o,fi p'9p-9p' 


besteht, so erkennt man schlieBlich, daB auch der Ausdruck ^ Wp-{-li^, 

bei dem • • •, hp irgend welche ihren Moduln nach die positive GroBe JS nicht tiber- 
schreitende komplexe GroBen bezeichnen, mit B gegen Null konvergiert, oder, was das- 
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selbe, claB die im Bereich TF— W durciiweg stetige Funktion E(s, w^, • • •, aiich noch 
fiir jeden der Mannigfaltigkeit W angeliorigen Punkt [w) = (iv) des Eaumes W stetig ist. 

Im AnscMuB an die vorstelieude IJntersuchiing moge Mer noch bemerkt werden, 
daB die fiir irgend einen von den Punkten cc, (x verschiedenen Punkt 0 der Flache T 

gebildete Derivierte als Funktion voii betraclitet ebenfalls fiir 

jeden der Mannigfaltigkeit W angehorigen Punkt ( 2 {;)==(a') des Eaumes IF stetig ist. Man 
erkennt dieses ohne Muhe, wenn man beachtet, daB der aus der G-leicliung (42.) fiir die 

Derivierte ^ sick ergebende Ausdruck die GrroBe • • •, e^) als 

Faktor enthalt, also ebensowie E{0, + Wpi-\) i^iit H gegen Null konvergiert, 

und daB die Derivierte wegen der fiir jeden Punkt . 2 ; der Flache T gel- 

tenden Gleichung E{z,ll^y- • ‘, Wp) = () den Wert Null hat. 


7 . 


Man verstehe unter • • •, Vp f unabhangige komplexe Veranderliche und ordne 
zur Erzielung eiiier ktirzeren Ausdrucksweise dem Wertsysteme v'fH, • • 

= Tp ^ + Tp-'h' denjenigen Punkt (r) eines 2|>dimensionalen Eaumes F, der die 2^ reellen 
Grofien zu Koordinaten hat, als Korrespondenten zu. Der Gesamt- 

heit der Wertsysteme • • •, entspricht dann die Gesamtheit der Punkte (v) des 

Eaumes F. Das System ('2^) == | • • • | kann man nach Wahl eines Punktes 0 der 
Flache T immer in der durch die Gleichung: 

ix-p /« = ;) n=p Af"- 

tdB.j = du,~lc,\- clUp~~kp 

fi = i ft = l *y ^, = 1 — 

y-u. Xfi 

Oder, was dasselbe, in der durch die Kongruenz: 

(43'.) (v) ~ (u^ - 

bestimmten Form darstellen, bei der £ 1 , •••, Punkte der Flache T bezeichnen. Diese 
Darstellung ist zugleich die einzige, wenn •••, £^)=p ist; fiir 9ft|i|(ei, •••, 8j<jp 

dagegen existieren unbegrenzt viele Darstellungen, und diese werden durch die mit 
Cl, • • *, Sp aquivalenten Punktsysteme geliefert. Auf Grund der verschiedenen Dar¬ 
stellungen von (i’j, die entstehen, wenn man fur 0 andere und andere Punkte der 
Flache T' wahlt, sollen nun in bezug auf das System {v) die folgenden beiden Falle 
unterschieden werden. 




281 
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Erster Fall: Das System (v) ist so beschaffen, daji eine Dantdhmg 

(v) = \u’ — ^ 

existiert, hei der 9^|i|(si, • • •, ist. 

Liegt dieser Fall vor und fallt zudem keiner der Punkte s^, 

Pimkte ^ zusammen, so besteht auch fiir jede andere Darstellung 
Beziehung ^|i| (fi'x, • • •, 4) =^9 und keiner der Punkte 4, ...,4 fallt mit clem Punkte / 

zusammen. Ware namlich <p, das Punktsystem 4? * * •? 4 ersetz- 


, 6p mit dem 


fi =p 


^ u'f‘ ~ lx I die 
^< = 1 


bares, so lieBe sicb ein den Punkt z' entbaltendes Punktsystem s', s.-,, •••, Sp von der 
Art bestimmen, claB die Kongruenz erfilllt ist, und es wurde 

sicb claim aus dieser Kongruenz unci den beiden in Bede stebeiideii Darstellungen von (r) 
durcli Elimination der GrrdBen s', v die Kongruenz = (^ir ergebeu. 

( jii z=t2) \ / /ii = p \ 

^ = Ui" w'-'M wtirde 

man, welchen Wert 9^|i|(4j • • •? 4) haben mag, durch Elimination der Grofien v 

aus den beiden in Eede stehenden Darstellungen von (4 erhalten, wenn ein Punkt e, 
etvva s[, mit dem Punkte s' zusammenfiele. Jede der beiden letzten Kongriienzen steht 
aber, da keiner der Punkte Ci, • • •, mit dem Punkte s zusammenfallt, im Widersprucb 

mit der Yoraussetzung S^iii (fi, • • •, ^4 diese das Punktsystem £ 1 , • • •, als ein 

nicbt ersetzbares cbaralcterisiert. 

> 

Fallt dagegeii bei der fur (v) vorausgesetzten Darstellung einer der Punkte £ 1 , •••, 
etwa e^, mit dem Punkte s zusammen und ist (v)~ lu" — ^ ~ hj irgend eine zweite 

Darstellung, so besteht, wie durch Elimination der GroBen v aus den beiden Darstellungen 
sicli ergibt, die Kongruenz ^ wH rz; f. Kun beachte man, daB nach der 

Yoraussetzung Jbn (ci, • • e.) , also Jl|i| (fis, • •~ ^ infolgedessen 

111 M 

^| 1|(4 • • •, ej nur dann einen unter p liegenden Wert und zwar den Wert^;-! 

hat, wenn ein Punkt des zu So^,---,6p gehorigen einzigen Eestpunktsystems ' ■,r}p_^ 

einer Punktion — ist. Aus der letzten Kongruenz erkennt man dann, daB fur alle 
dz 

des Systems (v), bei denen z' mit keinem der 

p-K, n. 
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Siebenter Absehnitt, 


Punkte 7u,--;n,.-i zusammeiifellt, die Bezielumg • • •, 4) “i’ 

Pmiktsystem 4 mit dem Pimktsystein a', s,, ■ ■ ■, s, identisoh ist, daB dagegen, 

wenn / sich mit einem der Punkte t]i, • • •, %-i deckt, 9t|i|(ei, • * •, ^p) —P ^ 

Zweiter Fall: JDas System (v) ist so hescliaffhi, dafi nur BarsteUunyen 



existieren, hei denen 9t|ij(eij • • ^ij) 

Eiii jedes zimi zweiten Fall gehorige System (v) soli ini folgenden mit (v) be- 
zeiclmet werden. Die diesen Systemen eutsprecbenden Punkte (d) bilden im 2i3-dimen- 
sionalen Paume T" eine Mannigfaltigkeit von nur — 4 Dimensionen, wie man nnmittel- 
bar aus dem zu Aufang des Art. 2 tiber die Alannigfaltigkeit W Bemeikten erkennt. 
Die nacb Aussclieidung der Alannigfaltigkeit V librigbleibende 2i?-dimensionale Mannig¬ 
faltigkeit soli mit V- f bezeicbnet werden. 

Each diesen Yorbereitungen gebe man jetzt auf die fur jeden Pnnkt (w) des 
Eaumes TF geltende Gleicbung (22.), bei der die GroBen •••, durcb die 

ibr vorangebende Gleicbung (G.j verkniipft sind, znrtick und fubre darin an Stelle dei 
GroBen w^, ■ ■ •, Wj, GroBen i\, • • •, vermittels der Gleicbung: 

(44.) u\ 1 • • • = wi - r, -^'p ~ K 

ein. Man erbalt dann die Gleicbung: 


(45.) G 




Ul — v. 




bei der die GroBen i\, - •, mit den GroBen gy, • • •, durcb die Gleicbung: 


iU=lv = l p=X v=l 

verknupft sind. Die so entstandene GroBe Vp) soli jetzt als Funktion der 

p-\-l nnabbangigen Yeranderlicben •••, naber untersucbt werden. 

Die GroBe F[z, r^, • • •, ist fiir jedes System -Wi, • • •, von z unabbangig. Fiir 

den Beweis dieser Bebauptung bat man die folgenden Moglicbkeiten zn unterscbeiden. 

Es liege zunAcbst ein zum ersten Falle geboriges System (-y) von der Art vor, 

dafi bei jeder der Gleicbung (46.) eutsprecbenden Darstellung des Systems (?;) •••? 

111 

ist, Oder, was dasselbe, daB fdr jedes s das dem Systeme (ti) auf Grund der Glei¬ 
cbung (44.) entsprecbende System (w) dem Bereicb W—W angebOrt. Beacbtet man 
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dann, dciB nach. dem am Sclilusse von Art. 5 aiisgosprocliGnoii Satze fiir jcdon Punkt 
^, lo-y, • • IVp des Gebietes \T — TP] die GrbBe tv^, • • •, Wp) eine Funktion der 
+1 komplexeii Veraiiderliclien 0 , 10 ^, • • •, Wp ist und der Differentialgleicliiiiig (24.) ge- 
niigt, so erkennt man, daB die auf Grand der Gleichungen (44.), (45.) gebildete Derivierte: 


/ dFiz,v ,,-- -, _ /dE{z, to,,-■to„)\ , dE(s', w,,---, w„) /du-\ 

I as rs 

far jeden Punkt 0 der Flache T' den Wert Null besitzt, oder, was dasselbe, daB die 
Pnnktion E( 0 , • • •, Up) fiir jedes System (v) der in Eede stebenden Art von 0 unab- 
bangig ist. 

Liegt dagegen ein zmn ersten Falle gebOriges System (v) von der Art vor, daB nicbt 

bei jeder der Gleicbimg (46.) entsprecbenden Darstellnng des Systems (v) £p) 

111 

ist, so fallt nach dem beim ersten Falle an zweiter Stelle Bemerkten in der Gleichung (46.) 

entweder einer der Pnnkte £ 1 , • • •, mit dem Pnnkte 0 znsammen oder es ist fki 11 (ei, • • •, £^) <p, 

111 

sodaB also fiir jerles dem Systeme (v) entsprechende Punktsystem 0 ,6\, £p die GroBe G, 
welche in der die Funktion F definierenden Gleichung (45.) vorkommt, den Wert l;Tull 
hat. Es bestebt daber fiir jeden Punkt 0 der Flacbe T' die Gleichung F( 0 , ’•-,t'p) = 0 
und es ist demnacb die Funktion F( 0 , • • •, aucb fur jedes System (-y) der jetzt 
in Rede stebenden Art von 0 unabhangig. 

Liegt endlich ein zum zweiten Falle geboriges System (y) = (y) vor, so gebort, 
wie aucb 0 gewablt sein mag, das ibm auf Grund der Gleicbimg (44.) entsprechende 
System {w) immer dem Bereicbe TP an und es besteht demnacb, da fiir jedes System (^F) 
F{ 0 , w^, • • •, Wp) = 0 ist, fiir jedes System (F) die Gleichung F( 0 , • • •, F^) = 0. 

Damit ist bewiesen, daB die GroBe F{ 0 , • • •, yj eine nur von den Grofien 

■Vi_, ---jVp abhangige, mit ^(^ 1 ! --{vp) zu bezeicbnende, Funktion ist, und es kann daber 
jetzt die Gleichung (45.) durcb die Gleichung: 


(11-) 




0 , w, 


;Wp)^F{0,li\-V^~\, 


■hp)= G('yi|---|'y^) 


ersetzt werden. Fiir die so definierte Funktion G(v^ | • hi,) ergeben sicb nun die folgen- 

den Eigenschaften. 

Die Funktion G{v,\’ • • hJ ist, da F(0, ^v^, • • •, wj fiir jeden Punkt - • -, Wp 

des Gebietes [T', TP] einwertig und bei endlicben w^, • • •, aucb stetig ist, fur jeden 
Punkt (-y) des Eaumes V einwertig und bei endlicben v^, ■ - ■,_Vp aucb stetig. Ist speziell 
(.yj _ gebort also der Punkt (y) der Mannigfaltigkeit Y an, so bestebt nach dem 
soeben fiir F{ 0 , bi, • • F^) Bewiesenen die Gleichung G(Fi| • • • |yp) = 0. 




Siebenter Abschcitt. 


2.S4 

Die Fuiiktion (DVJ • • • 1 1 ),] besitzt filr jeden Puakt {v) cler Manuigfaltigkeit V-V 
Derivierten iiach i\, • • •, Zii einem solclien Puiikte (v) kann man namlich nacli 

deni beiin ersten Falle Bemerkten iinmer anf unbegreiizt viele Weisen einen Punkt z 
der Flacbe T' von der Art walilen, daB der dem Punkte (-y) anf Grrand der Gleicbung 
j'«-) = (V —r —/i*) entsprecbende Punkt (ic) der Manuigfaltigkeit W—W angebort und 
deiunacli die durcli die Substitution (zej = fw-' — t’— /r) in G-(i\\ ■ - libergebende Funk- 
tion Eiz, u\, • • uy, Derivieiien nach w^, • • •, iVp besitzt, deren Werte durch die Formel (21.) 
geliefert werden. Es besitzt also auch j • • • l ^p) fiir den in Kede stelienden Punkt (y) 
von T"— T’’ Derivierten nacb i\, • • •, v^, die durch die G-leichungen: 


('4S.) 


dGih\ [•••hp) ^ _ djE(z,2v,,-- ^,^0p) 
dv^ dio^ 


e = 1,2, •••,?>, 


geliefert werclen. _ 

Die auf irgend einen Punkt (r) der Manuigfaltigkeit V—V bezogenen Derivierten 

^ konvergieren, wenn der Punkt (r), ohne aus V-V herauszutreten, gegen 

c 

einen Punkt (v) von V anriickt, samtlich gegen Null. Zum Beweise dieser Behauptung 
beachte man zunachst, daB die GrroBe G(y^ | durch die Substitution (y) = (u" — w — lc) 

in E{z, it\, ‘ 10 ^) iibergeht, und daB infolgedessen fiir jeden Punkt (y) von V—V 

und jeden von den Punkten a, ex verschiedenen Punkt z der Flache T' die Gleichung: 


dE{c 


•,I ••• Gd 


dz 


dz 


+ ••• + 


8 g (^11 • • • I ^p) 

dvj, 


d Up 

dz 


besteht. Nun wahle man im Innern von T' irgend y untereinander und von den Punkten 
a, oo verschiedene, der Bedingung geniigende Punkte z^^\ z' 


( 2 ) 




seize fiir (> = 1, 2, • • •, zur Abkilrzung — v — V) = 


iv 


,{(0 


•, wf) = 


lasse alsdann in der aufgestellten Gleichung an Stelle des Punktes z der Reihe nach 
die Punkte • • •, z^^'^ treten und lose endlich das so entstehende System von y) Glei- 
chungen nach den Grofien 
^ = 1, 2, • • - jj) geltende Gleichung: 


gg(Pi I •••bp) 


dv„ 


als 

OVp 

Dnbekaunten auf. 

Man 

erhalt 

duf 

du\-x 


UUq +1 

duf^ 


dz^^^ 

dz^^> 

dz(^> 

dz^^^ 

dz^^^ 


duf ^ 

clti^ —1 

dE^'^ 


duf ^ 





dz^^^ 

dz'^> 

y 

duf' 

(I'Wfp —1 

dE^’"^ 

duf +1 

dUp 


dz^p> 

dz^p^ 

dz^p^ 

dz^^' 

dz^^^ 



(49.) 
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bei der J = 2 ± 


0 ) ( 2 ) 
djn,\ du\ 


du 


.(p) 


ist. LaBt man jetzt unter Festlialtung der gewalilten 


Punlde den Punlit (^) in der Mannigfaltigkeit V — V gegen einen Punkt (n) 

von F aiirilcken, so riicken die ibm auf Grundder Gleichungen = — q=i, 2 ,--;p, 

entspreclienden Punkte • • •, gegen bestimmte Punkte • • •, der Mannig- 

faltigkeit W an, zugleich konvergieren die GroBen 


nach dem am Schlusse 


von Art. 6 Bemerkten, samtlich gegen ISTull, und es konvergiert daher anf Grund der 
Gleicbung (49.) auch die Derivierte ^ (o=i, 2 , - ,i)) gegen Null. Damit ist die aufgestellte 
Bebauptuiig bewiesen. 

Die Funktion G(y^ \ • • ■ genilgt infolge der fiir w^, • • •, geltenden Be- 
zieliung (23.) der Gleicbung: 


(50.) Griv^-i-^g,a^„-h\Tci\ 

r = l 


v = p 


M=P 

■2 Z! p'fi.Vft 

p=T. 


11= p {l'=p 

- Z Z “/i/i' o'fipfi' 

^t=l u'=l 


bei der g[, • • g'^, li\, irgend welche ganze Zahlen bezeichnen. Aus ibr ergeben 

sich, wenn man das eine Mai das andere Mai g,,= l setzt und jedesmal den 

2j)—1 ubrigen ganzen Zahlen g, li' den Wert Null gibt, die speziellen Belationen: 

(50i.) q=i,2,--;p, 


Auf Grund der bis jetzt ermittelten Eigenscbaften von G(Vi\---\Vp) erkennt man 
nun, unter Beachtung des analytischen Charakters der (2jp 4)-dimensionalen Mannig¬ 
faltigkeit F, zunacbst, daB ^(^ij * • * ‘ ‘ ‘ wie auch die Werte 

^i, • • •» F-o gewahlt sein mogen, eine einwertige und bei endlichem auch 

stetige Funktion der komplexen Veranderlichen ist und daB dahei nach einem von 
Herrn F. Hartogs bewiesenen Satze*) G{vi\---\v,) eine einwertige und bei endlichen 
auch stetige Funktion der p unabhangigen komplexen Yeranderlichen • • •, ist. Da 
die Funktion G(i\\-’-\v^) aber auch, nach (50,.), in bezug auf jede der Yeranderlichen 
die Periode ni besitzt, so laBt sie sich far alle endhchen v immer und nur 
auf eine Weise in der -durch die Gleichung: 


(51.) 


G{v^ I ■ • • I ^J 


=+00 

• 


«lp = +oo 


•mi • • • mp 


P=‘P 

2 ^ 


Val Hartogs E Zur Theorie der analytischen Funktionen mehrerer unabhangiger VeranderHchen, ins- 
besondere flber die BareWIeeg derselbem dmeh Eeihen, welehe naob Potenzen einer Veranderlichen fortzehie.ten, 
Mathematisclie Annalen 62 (1906), S. 1 88; S. 12. 
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hestiiiimten Form dtirstGlleii, Fei d6r di© A von imabliaiigigo GioBoii b©- 

zeichnen. Zur Bestimmung der Koustante fiibr© man di© fiir G g©wonnene 

j^)-facb nuondlich© R©ihe in di© Gleicbung (50.) ©in und lass© anf d©r rGcb.t©n S©itG d©r 
dadurch entstehenden Gleicbung im allgemeinen Glied der Reilie an Stelle der Zahlen 
die Zableu Wi-f/i, •••,»/;, +<7^ treten, indem man beacbtet, daS dadurch 
der Wert der Reihe nicht geandert wird. Man ©rhalt dann, da di© Koeffizienten von 
+ + linken und rechten Seite dieser Gleicbung denselben Wert haben 

milssen, di© fur irgend 2^ ganz© Zahlen ni^, • • •, nip, '-’,0^ geltende Beziebung: 

Jt^p fC'-p ^ ^ 

~2j 2 '^po[u' -2 2 

i .•/—1 * ‘ i . . ^ /t—l il '~1 


und welter, wenn man —~ nip setzt, die Gleicbung: 


(52.) 


A. 




fi=p 

2 


2 fi’ 7Jia 


Tragt man den so fur gewonnenen Ausdruck in di© Gleicbung (51.) ©in und setzt 


(53.) 


/£=P ft’^p fl=l> 

mi = + co mj, = + oo ^ JTi^ ?n^'4-2^ 


?«,= —CO /«TJ=—00 


SO erbalt man scblieBlicb, wenn man nocb zur Abkiirzimg di© Indizes bei Aq...o unter- 
drGckt, far G-' \np) die Gleicbung: 


(54.) G{vi\- • • ‘-{vp), 

bei der also A ein© von den GrdBen v^,’--,Vp unabbangige Konstant© bezeicbnet. 

Gebt man jetzt auf die Gleicbung (47.) zuruck, ersetzt darin zunacbst G-(v^\--’\Vp) 
durcb den soeben dafilr erbaltenen Ausdruck, alsdann die GroBen v^, - ■ ‘,Vp durcb die 
ibnen auf Grund der Gleicbung (46.) entsprecbenden Funktionen von g, e^, • • •, und 
last zugleicb die ganzen Zahlen g, h samtlicb mit der Null zusammenfallen, indem 


man beacbtet, daB dadurch 
scblieBlich die Gleicbung: 


in G 

• • • 6j, 

z 

Z 


iibergebt, so erbalt man 


(55.) 


G 


AS' (ul — 


i‘=p ^ 

:suT 

/i=i 


hl-\ul~2Up~JCp 

/l = l 


bei der dann A eine von den Punkten ei, • • •, unabbangige, also nur von der Be- 
scbaffenheit der vorgegebenen (2j> + l)-facb zusammenbangenden Flacbe T und von dem 
Cbarakter des zur Verwandlung dieser Flacbe in eine einfacb zusammenbangende 
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Flaclie T benutzten Querschnittsystems abhangige Konstante bezeichnet. Damit ist 
aber die Riemann’sclie Thetafunktion gewonnen. 

Kiemann hat die nach ihm benannte Funktion j • • • | unmittelbar 

dadurcli erhalten, daB er in eine ^-fach unendliche Keihe von der Form (53.), zu der schon 
die Untersuchiuigeii von Weierstrass*) gefiihrt hatten, an Stelle von 1 , 2 ,•••,?) die 

der Funktion fiir den Schnitt zukommende Konstante, an Stelle von (,«=i, 2 ,-.-,j) 
die mit der beliebigen Konstante gebildete Funktion einfuhrte, und hat dann 

die Theorie dieser Funktion in der zweiten Abteilung seiner „Theorie der Abel’schen 
Functionen“sowie in seiner Arbeit „Uber das Verschwinden der Theta-Functionen”''^'^''') 
entwickelt. Fine ausfuhrliche Darstellung dieser Theorie wurde von Gl. Eost|) gegeben. 

Die Bedeutung der Eieinann’schen Thetafunktion liegt darin, daB man mit ihrer 
FTilfe die samtlicheii in dieser Arbeit gewonnenen, bis jetzt nur durch ihre Eigen- 
schaften deJinierten Funktionen in ihrein ganzen Umfang durch die p Elementarfunk- 
tionen u^, • • •, und deren Derivierten darstellen kann. Dm diese Darstellungen 


zu gewinnen, geniigt es, die zu der ausgezeichneten Charakteristik gehorige Ele- 

mentarfunktioii F ^ und die zu einer beliebigen Charakteristik \gehorigen 
Elementarfunktionen Wj,*--, w , pH darzustellen, da aus einer Funktion P 


P 

2 


die noch 
• • durch 


ubrigen zu derselben Charakteristik gehorigen Elementarfunktionen P 

Derivation erhalten werden konnen. Die Darstellung der genannten Elementarfunktionen 
soli im folgenden Abschnitt durchgefuhrt werden. Auf die Darstellung der J.-Funk- 
tioiien und der F-Funktionen bei vorgegebenem System der 00 ^-Punkte und teilweise 


vorgegebenem System der O’^-Punkte durch Quotienten von Produkten gleich vieler Theta- 
funktionen sol] dagegen iiicht eingegangen werden, da schon EiemannH) die Theorie dieser 
Darstellungen in allgemeinen Zugen gegeben hat, auch solche Darstellungen vielfach 
von seinen Nachfolgern durchgefuhrt worden sind. 


■") Vgl. Weieksthass, C., Zur Theorie der Abel’schen Functionen. (Journal fiir die reine und angewandte 
Mathematik, Bd. 47, S. 289—306, S. 304.) 

*“') Gesammelte Werke, 2. A.ufl., ,.S. 127—142. 

"'**) Gesammelte Werke, 2. Aufl., S, 212—224. 

t) Rost, G., Theorie der Riemann’schen Thetafunction. (Leipzig, Teubner 1901.) 
ft) RiemInn, B., Theorie der Abelschen Functionen. II, Art. 26 und 27. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., 
S. 88—144; S. 139—142.) 








Acliter Absclmitt. 

Darstellung Yon Elenientarfunktionen durcli die Riemann’sclie Thetafanktion. 


1 . 


Es soil zunachst die zu der ausgezeichneteii Charakteristik ^gekorige Ele- 


mentarfunktion P 


mit Hilfe der Riemann’sclien Thetafunktion dargestellt werden. 


Zu dem Ende bilde man, unter ^ zwei beliebige Punkte, unter irgend p der 

Bedingung 31[i|(€i, • • Sj,) gentigende Punkte der Flache T' verstehend, das eine Mai 
111 

auf Grund der die Punktion G definierenden Gieichung (14.), das andere Mai auf Grund 
der Gleicbung (55.) des vorbergebenclen Abscbnittes den Quotienten der Funktionen 

Grund setze die beiden so sich ergebenden Ausdriicke einander gieich. 

1 2 1 1 S 

Man erhalt dann, unter. Yerwendung der Abktlrzung an Stelle von ^(^’i| 

die fur jede Lage der Punkte z, £i, • • •, geltende Gleicbung: 


( 1 -) 


e 

h 

... 6) 

®i> 

z 


z 

0 


... 0 



t 




und 
In 6 


weiter 



aus dieser durcb Logarithmieren, unter Beacbtung der Beziebnng 
H, die Gleicbung: 



Dabei bat man sicb den der positiven Seite von und der negativen Seite von ge- 
meinsam angebSrigen Punkt mit den Punkten s^, Sp durcb Scbnitte ver- 

bunden zu denken (vgl. Pig. 17 auf Seite 154 des ersten Teiles) und die beiden Logaritbmen 
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SO zLi bestimmen, daB die auf der rechten Seite stehende Differenz sich fur ^ = auf 
Null reduziert. Multipliziert man nun linke und rechte Seite der letzten Gieichung mit 

— dibX, integriert alsdann nacli 'Q uber in positive!* Eichtung und summiert nacb v 

v=p 

von 1 bis so erbalt man, unter Beacbtung der Eelation ^ 

r = 1 

Seite 101 stebenden Eelation: 


J iul =pni und der auf 


die G-leichung: 





_ , _ n — 


und scblieBlicli aus dieser, indem man die Punkte mit einem und demselben 

Punkte £ der Flacbe T', der aucb einer der Punkte a, oo sein darf, zusammenfallen 

laBt, die gewiinschte, die zur Charakteristik gehorige Elementarfunktion P J 

darstellende Gleicbung: 

J In 0'{{vF-pu^-h)) {2u\ -H ^ + ^) * 


(4-) F 




u^—pu’'— k) 




Eine zweite Darstellung fiir die in Eede stehende Funktion P ^ erbalt man, 

indem man den der positiven Seite von Cp und der negativen Seite von Ci gemeinsam 
angebOrigen Punkt aucb nocb mit dem Punkte ^ durcb einen Scbnitt verbindet, als- 

±_7ti (vgl. Formel (5.) auf Seite 116) die 
ncbung einfiihrt und scblieBlicb die Buc 
staben s miteinander vertauscbt. Man gelangt auf diese Weise zu der G-leicbung: 


P 

0 


dann mit Hilfe der Eelation P 

0 I 

Funktion p|^| in die eben gewonnene G-leicbung einfiihrt und scblieBlicb die Bucb- 



In P ((w —J) u^— 1)) 




^ ^)) ^^{2 ul - I - 

‘’“^67 



bei der auf der rechten Seite das positive oder negative Zeicben zu nebmen ist, je 
nacbdem die Scbnitte c, I bei einem negativen Umlauf um ibren gemeinsamen Ausgangs- 
punkt ^0 Eeibenfolge c^, • • •, c^,, Ig, oder in der Eeibenfolge c^, • • Cp, 1., Ig uber- 

scbritten werden. 


P-R, II. 


37 
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Bezieht man die zuletzt gewonnene Gleichung das eine Mai auf einen Punkt 
das and ere Mai anf einen Punkt e. der Flache T', setzt zugleich voraus, daB die 
Schnitte Z,., beide entweder von deni der positiven Seite von und der negativen 
Seite von L gemeinsam augeliorigeu Puukte oder von dem der negativen Seite von Ci 
und der positiven Seite von I, gemeinsam angehorigen Puukte ausgehen, und subtrahiert 
die beiden so erhaltenen Glleicbungen, so entsteht die Gleichung: 


(6.j 


Fp 
0 2 


~F 

0 


y In —p’W— Z;)) + ^ In 19- ((u'^—pw— h)) 


und weiter aus dieser durch Derivation nach die Gleichung: 


1 3 Ld a- — 2^^l~ — k)) 


11 

1 ^ 1 

1 




man erkennt nun, daB die 

Funktion F 
0 

z 

u 1 

£, 


(T-) 


der drei Veranderlichen z 

mit der von EiEiuvxx*) am Sclilusse von Art. 25 seiner Theorie der AbePschen Funk- 
tionen definierten Funktion cofe, eX die. Funktion F der beiden Yeranderlichen e,, 
mit der ebendort definierten Funktion t{e^) identisch ist. 

Was schlieBlich die Funktion @1^. | betrifft, so erhalt man ftir sie auf Grund der 


Gleichung (4.j unter Beachtung der Beziehung In 0 


F 

0 


die Darstellung: 


( 8 .) 


0 




—pv,^ — i)) 


-d-du^—pu^-/:)) 


” P P P / 


2 . 


Ffir die Darstellung der zu einer beliebigen Charakteristik ‘ ‘ ‘ g 0 . 

horigen Elementarfunktionen empfiiehlt sich die Einfuhrung der mit irgend' 2 jp reellen 
GroBen Zb, • • •, hp gebildeten allgemeineren j^-fach unendlichen Reihe: 




_ p- fi==p 

mj^- co mp-+io 2J (.mp-\-gp)(mft’+gp')+2 2J (mp + g^,)(v +}i ni) 

P=l 


;«■,)- ^ 


jKjzs—(» m„=—CO 


die mit der auf Seite 286 unter (53.) definierten einfacheren Eeilie durch die Gleichung; 

K](®i I ••• bv) = ^ («i +i ■ H + Vi) 

__ ^ v=X j 

T J- Tbeorie der Abelschen Functionen. n, Art. 25. (Gesammelte Werke, 2. Aufl. S 88-144- S 139 1 

In der dxe Punktzon darstellendeu Gleichung fehlt hinter dent Gieichheitszeichen das MiuusieichL 
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verkniipft ist imd in sie ubergeht, weun die GroBen g, li samtlich der ISTnll gleichgesetzt 
werden, sodafi also ^[o]K ist. Die durch die neue Keihe definierte 
Fimktion genugt den Gleichnngen: 



Da, wie die Gleichung (55.) zeigt, ^als Funktion von z betrachtet 

eutweder nur fiir die Punkte a = Si, • ■ ■, z — verschwindet, und zwar 0‘ wird, Oder 
identisch verschwindet, je uaeMem • ■ •, £,) gleicli j) Oder kleiner als ]} isfc, und 

jedes GrOBensystem (e) nach Praherem sich der Kongruenz: 




fi=p 

- 

/( = ! 


entsprechend darstellen ISjBt, so wird die Funktion S' ((^' -f- e)) entweder nur fiir ]) Punkte, 
‘ ’ 'i ^p, verscliwiiiden, und zwar werden, oder identisch verschwinden, je nachdem 
die aufgestellte Kongruenz nur eine Losnng oder mehr als eine Losung Ci, ■ • besitzt. 

Beachtet man nun die vorstehende, die Funktion mit der Funktion S'[{v)) ver- 


v=p 


kniipfende Gleichnng und bezeichnet das System 

•V = l r=l 

znr Abkiirzung mit {v so erkennt man weiter, daB die Funktion S' [!]((“■■+«)) 


entweder nur fiir p Punkte, verschwindet, und zwar 0^ wird, oder identisch 

verschwindet, je nachdem die Kongruenz: 




p=p 


fi-i 


nur eine Losung oder mehr als eine Losung •••, tp besitzt. 

Es soil nun in diesem Artikel gezeigt werden, wie man die Ausdriicke fiir 

die zu einer Charakteristik gehorigen allenthalben endlichen Elementarfunktionen 
Wi, • erhalten kann. Dabei wird man zweckmaBig von den folgenden Erwagungen 

ausgehen. 

Ist w eine zur Charakteristik u eine zur Charakteristik gehorige 

allenthalben endliche Funktion und sind • • •, die ihren Deri- 

vierten ~ beziehungsweise zukommenden Systeme der charakteristischen Punkte, 

zi* 
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SO ist der mit als Zaliler und ^ als Nenner gebildete Quotient Q{z) eine zur Chauakte- 

ristik gekorige jP-Funktion, welcke fur den Fall, daJB die beiden geiianiiten Punkt- 

systeme keinen Punkt gemeinsam baben, das Punktsysteni • • *, als System der 

oioi-Punkte, das Punktsystem r/^ • • •, 7 /-^-“^ als System der O'-Pimkte besitzt, welcbe 

dagegen fur den Fall, daJB die beiden Punktsysteme einen Teil gemeinsam baben, das 

Ton dem Punktsystem • • •, nacb Entfernung des gemeinsamen Teils librig- 

bleibende Punktsystem als System der oc^-Punkte, das von dem Punktsystem 

nacb Entfernung des gemeinsamen Teils iibrigbleibende Punktsystem als System der 

0^-Punkte besitzt, Infolgedessen laSt sicb die Funktion Q{z), wenn die beiden genannten 

Punktsysteme nicbt von spezieller Art sind, bis auf einen von z unabbangigeii Faktor 

durcb den Quotienten zweier Produkte von je zwei Tbetafunktionen darstellen. 

Im AnscbluB an die vorstebenden Erwagungen wable man jetzt im Innern der 

Flacbe T' jp — 1 Punkte gi, • • •, gp_i so, da6 Stn/gi, • • ■, g^_i) — 1 ist und dafi zudem 

bl' 

unter diesen Punkten weder zusammenfallende Punkte nocb Punkte a, 00 vorkommen, 
beacbte, da6 durcb die Grleicbung: 


dti\ du'j, 


dz 

dz 


dii^- 

ds^ 

ds^ 

du\^^ 

du^P-^ 

^ —1 

d sp~i 


bei der G eine willkiirlicbe Konstante bedeutet, die allgemeinste Funktion || dargestellt 
wird, welcbe das gewablte Punktsystem g^, • • •, als Bestandteil des Systems der 
cbarakteristiscben Punkte besitzt, und bezeicbne das zu £ 1 , •••, geborige, gegeniiber 
der Cbarakteristik ebenfalls den Rang — 1 besitzende, Restpunktsystem der 

Funktion ^ mit e^,, • • •, ggp-g. Die so bestimmten 2^; - 2 Punkte g^, • • •, g^_i, g^, • • •, g 2^_2 
sind stets durcb die Kongruenz (vgL Seite 171 u. Seite 132): 




2 ^ 

f,=i 


fi=:2p — 2 ' 

— y u'^‘—k 




verknupft. Yerstebt man dann unter z irgend einen von •••, £ 2 ^,- 2 , unter z" 
irgend einen von £ 1 , •••,£p_i verscbiedenen Punkt der Plilcbe T', so verscbwindet 

— als Funktion von z betracbtet, nur fur die p Punkte z, s^, • • •, e^_^, 
+ nur fur die p Punkte z", g^, • • •, £ 2 ^_ 3 . 
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Weiter bestimme man far v = l,2, indem man beachtet, daB die GroBen 

A,,, B„ den Modul 1 besitzen, reelle GroBen g^,, li,. im Rahmen der Bedinguugen 
diirch die Gleicbungen: 


A,. 




B.. 


-hy 2 .’Tt 


und wahle alsdann im Innern der Flache T' ein weder zusammenfallende Punkte 
noch Punkte a, oo entkaltendes Punktsystem • • •, rip-i, das der Bedingung 

, M =p — 1 , . 

9 ^ 11 |(^i 5 ^ ^ 75 - 1 ) ~ 1 genugt und fiir das zudem ^[y(( ^ + A'jj 4= 0 ist. Dabei 

f 


ist zn beachten, daB 


111 - - 

/i=p-i 

^u’^/^AkU Oder der sich davon nur um einen weder null 

fi = i 

U =73— 1 . , 

noch unendlich werdenden Paktor unterscheidende Ausdruck Ijj nicht 

fiir jedes System rj^, • • •, 77 ^_i den Wert Null haben kann, da sonst, wegen ^((— vj) = 
auch B((— ^ — k 

,(i = i 

p=p 


fiir jedes System rip_-^ den Wert Null haben wtirde und 

^ =p . 

dementsprechend die Funktion B ((tr - ^ ~k~ ^ jj, wie auch die p Punkte 771 , • • •, 7 /p 
gewahlt sein mogen, jedenfalls fiir diese Punkte, aber wegen der Unmoglichkeit der 
^ unp 7c -f M = -I- Tcj nicht nur fiir diese Punkte Yerschwinden 

wtirde, also eine identisch verschwindende Funktion ware — im Widerspruch mit der 


Tatsache, daB das System ^ durch passende Yerfugung iiber die Punkte 7 / 1 , •••, 7 /^ 

einem beliebigen Systeme (lo) kongruent gemacht werden kann. Zugleich erkennt man, 
daB die Punkte 7 / 1 , • • *, 7 /^_i auf unbegrenzt viele Weisen den aufgestellten Bedinguugen 

etm( 7 /i, ■••, 7 /^_i)=i 9 -l, entsprechend gewahlt werden konnen. 

Die Bedingung 9li|i|(7/i, • • Vp-i) ~ ^ ziebt die fiir = 1, 2, • • •, p — 1 geltende Gleichung 

ii^ch sich, und es lassen sich daher die vorher 

eingefiihrten Punkte 0 , z" im Rahmen der ihnen schon fruher auferlegten Bedingungen 
und der weiteren Bedingungen z'Api^ '“j ^ +^ 1 ? Pp-i unbegrenzt viele Weisen 

so wahlen, daB keine der - 1 Funktionen 

identisch verschwindet. Aus der Ungleichnng .? [^] (('A'**’"-+ *^)) + 0 dagegen folgt, 
daB fiir z - 1, 2, • • i) - 1 die Funktion g]((«'- m'-+A fttr 


z==ri^ emeu 
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von Null verscMedeneii Wert- besitzt unci dafi daher keine der p-1 Funktionen 

^= 1 , 2 ,...identiscli verschwindet. 

Auf Grund des Yorstebenden erkennt man jetzt, dafi die mit Hilfe der gewahlten 
2p Puukte •. ■, e^_i, • • •, Vp-u gebildeten p-1 Gleicbungen: 



— 1 zur Charakteristik gehdrige Funktionen bestimmen, deren das Punkt- 
systeni ?/i, • • •, ^'^p-i Bestandteil des Systems der cbarakteristiscben 

Punkte enthiilt. Diese p — 1 Funktionen , • • •, ■ sind zudem linear unab- 


hangig; denn der mit den unbestimmten Konstanten ■ - -,1^^ gebildete Ausdruck 
^^^^“<77“ ‘ ‘ — kann, da fiir 0 = 7]^ {y. = i, 2 ,---,p~i) die p — 2 Funktionen 








samtlicb den Wert aSTuII besitzen, die Funktion 


d 


j j ^ j j j 1 1 v^x u xtxx ^^v-'VJxuxJWXJ.J vtx'-/ x vxxxxx uxv^xx 

dagegen einen von Null verschiedenen Wert hat, nur dann in T allentbalben den Wert 
Null besitzen, wenn • • - = = 0 ist. Infolgeclessen bilclen die p — 1 aus ihnen 

durch Integration entstehenden Funktionen: 


z 



z 


d0 



dz 


dz, 


wobei z^ den der positiven Seite von und der negativen Seite von gemeinsam an- 
gehorigen, fruher mit bezeichneten, Punkt, ^ einen beliebigen Punkt der Flache T 
bezeichnen soli (vgl. Fig, 4 auf Seite 93 des ersten Teiles), ein System von p~l linear 

unabhangigen, zur Charakteristik gehdrigen allentbalben endlichen Funktionen iv, 
und es laBt sich daher die zu clerselben Charakteristik gehdrige allentbalben end- 
liche Elementarfunktion (^= 1 , 2 ,...,p) durch eine Gleichung von der Form: 

bei der die x=o,i, 2 ,...,p-i^ Konstanten bedeuten, darstellen. 
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Die Bestimmung der jp Konstanten moge hier noch fiir den Fall 

durchgefuhrt weiden, da6 die Charakteristik eine gewohnliche ist, also die Fak- 

torenpaare A^., 1 = 1 , 2 ,samtlich eigentliclie sind. Unter dieser Yoranssetzuiig be- 

stelien (vgl. Seite 7), wenn man die bei der Funktion an Stelle der GroBeii %l,, S3,,, G,., 
stehenden GroBen mit SI?, S5?, (^?, bezeicbnet und zur Abkiirzung 

D,= 2-A,.-B,, 3, = 2- 


A. ^ ^ 2Z) 


^ 8 .-= - + (1 - Bj-^^, 


setzt, fur x=l,2,--’,p — l-, r = l,2,'-',p die Beziehungen; 

SIM = gw gw g3M _ gw ^ ^ 

SfM + »?> - ^ £« + D,M;\ 

2i>,, 

_ -iyS,, 

Nun erlialt man auf Grand der Figur 4 (Seite 93 des ersten Teiles), bei welcber fur 
y === 1, 2, 'p der der negativen Seite von c, und der positiven Seite von 6,. genieinsam 
angeborige Punkt mit t,, bezeicbnet ist, 

Cly 

+ 

_ gl") + gw + ... + gjl, + f 

+ d- 

sir = (1 -^„X> + + A,B,J'dw<-‘\ - BM^-AB,J rZwW, 

bp 

und scblieBlicb, unter Beacbtung der vorber ftir abgeleiteten Gleicbung, 

SW = gw _ ^ gw + ^ (/d»w _ jLw). 

b„ 

Nachdem so die der Funktion (;i=i, 2 ,-..,jj-i) zukommenden cbarakteristiscben 
Konstanten S(?, r=i, 2 ,...,ji, bestimmt sind, gebe man auf die Gleicbung: 


IV^ = c? + H-+ 


zurbck und drilcke, indein man beacbtet, daB l£Lngs == iv^ + (1 — y ist, die der 
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i^unktion fur die Schnitte c zukominenden Konstanten durch die den Funktionen 
«<;<*> ■ • fill' diese Schnitte zukommeuden, soeben gewonnenen Konstanten E aus. 

Man erhalt so zur Bestinimung der^i-l Konstanten ef, dieii-l Gleicliungen: 




| = c«E<« + 

nnd der Wert der noch ubrigen Konstante wird dann durch die aus der Gleichung: 

- of + 4;' a? + • • • + S'/'-'* 

durch Summation nach y yon 1 his p unter Beachtung der Belation ^ = [Q - —) 

r = 1 

(s. Seite 8) entstehende Grleichung: 

(? - Is?’ + • • ■ + JS?-’ 

geliefert. 

Auf ganz ahnliche Weise Mt sich die Bestimmung derp Konstanten 
durchfahren, wenn die Charakteristik eine gemischte ist, also unter den Faktoren- 
paaren A^, v=i, 2 ,...,p, auch uneigentliche vorkommen. 


3. 


Es soli jetzt noch gezeigt werden, wie man die zu einer Charakteristik 

I I ^ 


gehSrige Elementarfunktion P darstellen kann. Dabei moge der Einfachheit wegen 
vorausgesetzt werden, da6 die Charakteristik eine gewdhnliche ist, also die p Faktoren- 


paare A,., P„, v=i, 2 ,.-.,p^ samtlich eigentliche sind. 

Um diese Darstellung zu erhalten, bestimme man fiir y==l,2,'“,p reelle 
GrroBen g^, \ im Eahmen der Bedingungen 0 ^ < 1, durch die Grleichungen: 


( 1 .) 




B., = e- 


-hyirti 
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verstehe unter e einen im Innem der Flache T' beliebig gewahlten, vou den Punkten 

a, oo verschiedenen Punkt, unter ^ einen in der Plache T' frei bewegliohen Punkt 
und setze: 


( 2 .) 


p\s 
\z 




— Ti)) 


—jpit* — h)) 


dul 


du% 


dul 


dz 

dul 


dz 

dul 


dz 

dul 


di 


d^- 


ds^’- 




da 


ds^-^ 


Die so definierte Funktion i^|j[ ist, als Funktion von ^ betraclitet, eine zur Charakte- 
ristik gehorige F’-Funktion, welcke das den Punkt (^„-l)-mal ent- 

haltende Punktsystem e, cci, •••,«,. oder auch nur einen Teil desselben als 

System der oo^-Punkte, das den Punkt oo^ (x=i, 2 , --, 5 ) (i^ + l)-mal enthaltende Punkt¬ 
system ooj, c»i,-, 005 , 00 ^ als Bestandteil des Systems der 0^-Punkte besitzt 


und speziell far den Punkt z = 

s unendlich wird wie — 

m 

z — e ’ 

wo bei 



dul 

ds 

dul 

da 

du% 

da 

/■(£) = (- lyp ■ 


d^u\ 

ds- 

d^ul 

da^ 

d-ul 

da^ 

/ d^d'((u‘' —— k))\ 

• 




{ dzP 

dPul 

daP 

dPul 

daP 

dPup 

daP 


ist. 

Verbindet man nun in der Flacbe T' den der positiven Seite von und der 
negativen Seite von q gemeiiisam angeborigen Punkt mit dem Punkte s durch einen 
Schnitt I, (vgl. Fig. 17 auf Seite 154 des ersten Teiles), bezeichnet die dadurch aus T' 
entstehende Flache mit T" und bildet, unter den der positiven Seite von und der 
negativen Seite von gemeinsam angeborigen, frilher mit fi bezeichneten, Punkt, 
unter z einen beliebigen Punkt der Flache T" verstehend, die G-leichung: 




mj 


F 


dz, 


— bei der der Strich am Integralzeichen andeuten soli, da 6 dem Integrationsweg die 
Bedingung auferlegt ist, ganz in T" zu verlaufen —, so wird die durch diese Grlei- 

chung definierte Funktion T ^ infolge der vorher angegebenen Eigenschaften von i^| 

38 
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eine in T" einwextige, zur Charakteristik Q gehorige Funktion W sein, welcke fiir 
jeden von e verscliiedenen Punkt 0 stetig ist, fiir den Punkt s dagegen unstetig wird 
ing—j und deren Werte in je zwei entsprechenden Punkten S’*, S’~ der Begrenzung 
von T" in der Weise verknflpft sind, daB 


(5.) 


langs a,, {P ^ 

'^=A,.P * 

? ’ 2 

, + SC,, 

langs 6, jP ’ 

:*-s,p\i 

, + 

langs c,, jP ' 

E +_ p i 

; ~+ (s:,, 

langs {P ! 

- P * 

^ <2 



ist, wobei zwischeu den Konstanten %i, (S die Beziehungen: 


(5'.) 




v = l, 


5\ + 2n» = 0 

v — 1 


bestehen. FTach der zu Anfang gemachten Voraussetzung ist A^., JB^ (r=i, 2 , immer 
ein eigentlicbes Faktorenpaar, und man kann daber unter Terwendung der fruher defi- 
nierten, auch im vorhergebenden Artikel benutzten GroBen D,,, €t^., fiir v = l,2,'”,p 

(6.) SI, = + (1 - Sv , + (1 - 


setzen. Beacbtet man dann, daB die Konstanten SC,, 58,, (S, anf Grund der scbon vorber 
erwabnten Figur 17, bei welcber der der negativen Seite von c, und der positiven Seite 
von gemeinsam angeborige Punkt mit t, bezeicbnet ist, fiir y = l, 2, durcb die 

Gleicbungen: 





dF\ 




(1-A,)pp\l 


(■7-) 


•t 

= + • • • + + J. 


dP 


% 4- 


bestimmt sind, und fubrt die so fur S[„ S3, gewonnenen Ausdrilcke in die aus den beiden 
Gleicbungen (6.) durcb Addition folgende Gleicbung; 




Darstellung yon Elementarfunktionen durch die Eiemann’sche Thetafunktion. 

"f" 

^ TT) 

■^1' 2 ’ 

ein, so erhalt man ziir Bestimmung von die Grleichung: 

( 8 .) 
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^ C + V ilt -/<^^1:1) • 


Man erkennt jetzt ohne Miihe, daB der aus der Funktion P 


und den zur 


Charakteristik gehorigen allentlialben endlichen Elementarfunktionen ■",iVp\z 


mit Hilfe der GroBen gebildete Ausdruck P|1 +-• sich von der 

\Z\ 7t% ? 1 i 

‘ ' ?=1 


darzustellenden Funktion P 


nur um eine additive Konstante unterscheiden kann 


(vgl. Seite 17, Art. 4), oder, was dasselbe, daB eine Gleichung von der Form: 


(9.) 


P 

0 


-P 


+i-/AXnW+(? 


TTl Q ? I 


besteht. Zur Bestimmung der Konstante G beacbte man, daB auf Grund der letzten 
Gleichung zwiscben der zur Funktion P I gehorigen Konstante (s. Seite 14) und den 

zu den Funktionen P J gehorigen Konstanten (s. Seite 8) 

die Gleichung: 

(10.) "b ~ 2 “b G (r = l,2,.--.p) 


7ti 


, «4-l\ 

besteht, und bilde unter Berucksichtigung der Eelationen = 

die Summe der aus dieser Gleichung ftlr r = 1, 2, • • p hervorgehenden Gleichungen. 
Man erhalt dann die Gleichung: 


(11.) 


0 - 5'S.+!f‘(? - ^) + i> a 

V = 1 -** 


Q = P 

s 

Q = 1 


und schlieBlich, indem man den hieraus fiir G sich ergebenden Wert in die Gleichung (9.) 
einsetzt, fiir die zu der gewohnlichen Charakteristik gehorige Elementarfunktion 
p|®| die Darstellung: 

^ p = l v = l 


( 12 .) 


P ■ 

0 ^ 


= P 
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wobei P|J der durcb die Gleichungen (4), (3.), (2.) bestimmte Ausdruck ist und die 
von deni Punkte e abMngigen, Konstanten (S, ^ durch die Gleichungen (7.), (8.) ge- 
liefert werden. 

Deriviert man die Gleichung (12.) m-maX nach ^ und beachtet, daB die Deri- 
vierte voii pH mit (m —1)! pH ubereinstinunt, so erhalt man die Gleichung: 


— 1 TTi e 

/■(s) 


— 1)! P 


'X% dz'' 


Aus ihr folgt durch Yertauschung der Buchstaben z die Gleichung: 


(;«-!)! I- 


;3Yfl — 1 77 ? Z 

• 1 ^ “^ 8,1 
f[z) de-^--^ 7ci S d8"‘ ’ 

' ^ ' () = i 


bei der diejenige GrOBe bezeichnet, welche aus dem der GroBe nach (7.) ent- 
sprechenden Ausdruck hervorgeht, wenn man den Integrationsbuchstaben z in neuer 
Bezeichnung durch ^ ersetzt und alsdann an Stelle von e die Yeranderliche z treten laBt. 
Man erkennt unmittelbar, daB man durch das in diesem Artikel angewandte 

Yerfahren auch die Darstellung der zu einer gemischten Charakteristik Q gehorigen 


Elementarfunktionen P 


erhalten kann. 










